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Предисловие

Учебное пособие содержит изложение разделов дисциплины «Вариацион-
ное исчисление и методы оптимизации», изучаемых студентами третьего курса
университетов специальности 010100.65 Математика и студентами четвёртого
курса специальности 010200.65 Прикладная математика и информатика.

Весь материал разбит на две главы и три приложения. Первая глава по-
священа классическому вариационному исчислению. Здесь выводятся уравне-
ния Эйлера–Лагранжа для простейшей вариационной задачи, формулируют-
ся необходимые и достаточные условия слабого локального минимума. Далее
изучаются различные обобщения простейшей вариационой задачи. Завершают
главу вариационные принципы механики и физики: принцип Ферма и закон
Снеллиуса преломления света, принцип Торичелли и задача о прогибе тяжё-
лой однородной нити, принцип наименьшего действия и геодезические линии
на поверхности.

Во второй главе рассматриваются проблемы оптимального управления. Цен-
тральный результат главы – принцип максимума Понтрягина. Вначале этот
принцип доказывается для весьма специального случая: управляемый объект
линеен по фазовому переменному, время окончания процесса фиксировано, пра-
вый конец траектории свободен, критерий качества управления линейно зави-
сит от правого конца траектории. В этой ситуации принцип максимума устанав-
ливается очень просто, он является и необходимым, и достаточным условием
оптимальности, его применение не вызывает затруднений. Вместе с тем, разо-
бравшись с данным частным случаем, читатель будет готов к изучению более
сложных вопросов теории линейных управляемых систем: задача на быстродей-
ствие и задача терминального управления. Ещё труднее в техническом отноше-
нии разделы, связанные с принципом максимума для нелинейных управляемых
систем. Предполагаемая подготовка читателя и здесь не выходит за пределы
действующих программ, однако становятся желательными определённое тер-
пение и научный энтузиазм.

В значительно большей степени указанные выше положительные качества
нужны для усвоения приложений. Содержащийся здесь материал ориентиро-
ван прежде всего на читателя, желающего углубить свои познания по экстре-
мальным задачам, найти подходящие темы для курсовых, дипломных и других
квалификационных работ.

Принятый порядок изложения не самый экономный с точки зрения затрачи-
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ваемого времени. Если поставить экономию времени во главу угла, то было бы
логично вначале изложить принцип максимума для нелинейных управляемых
систем, затем в качестве следствия получить основные результаты вариаци-
онного исчисления. Неоднократно проведённые педагогические эксперименты
показали, что способ изложения вариационного исчисления должен во многом
повторять историю его развития. Именно подобный принцип – от простого к
сложному – автор и пытался реализовать в данном пособии.

Используются следующие обозначения:
∅ – пустое множество;
∀ – "для всех"или "для каждого";
:= или def

= – "равно по определению";
J – начало доказательства; I – конец доказательства;
∂u

∂x
, u′x, ux – частная производная функции u по аргументу x;

X∗ – сопряжённое к банахову пространству X; 〈x, x∗〉 – значение линейного
функционала x∗ ∈ X∗ на элементе x ∈ X;

Rn – n-мерное арифметическое пространство вектор-столбцов x = (xi) над
полем R действительных чисел;

Rn – n-мерное арифметическое пространство вектор-строк x = (xi) над по-
лем R действительных чисел; пространство Rn будет отождествляться с про-
странством (Rn)∗ линейных на Rn функционалов;

T : Rn → Rn – оператор транспонирования, сопоставляющий вектор-столбцу
x вектор-строку xT с теми же компонентами; такое же обозначение используется
для оператора транспонирования, действующего из Rn в Rn;

b∫
a

ϕ(t) dt – интеграл от функции ϕ : [a, b]→ R по отрезку [a, b];

∇g(x) =

(
∂g

∂xi
(x)

)
– градиент функции g в точке x, иначе говоря, вектор-

столбец, компоненты которого равны частным производным функции g;
g′(x) = (∇g(x))T – соответствующая вектор-строка;

В пособии принята автономная (в пределах каждой главы своя) нумера-
ция секций, разбитых на отдельные пункты. Формулы (теоремы, упражнения
и т. п.) нумеруются в пределах каждой секции. При ссылках внутри секции ука-
зывается лишь номер соответствующей формулы (теоремы и т. п.); в противном
случае приводится и номер секции. Например, формула 2.3(1) – это формула
(1) из секции 2.3; лемма 1.2.3 – это лемма 3 из секции 1.2.

Многие разделы пособия обсуждались с коллегами из Ярославского госу-
дарственного университета им. П. Г. Демидова, а также с математиками других
вузов. Приношу всем им самую искреннюю признательность. Буду благодарен
за указания на возможные ошибки в тексте, ответственность за которые автор
полностью берёт на себя.

Климов В. С., доктор физико-математических наук.



Глава 1

Уравнения Эйлера–Лагранжа

1.1 Простейшая вариационная задача

1. Постановка простейшей вариационной задачи. Многие из резуль-
татов, относящихся к конечномерной оптимизации, имеют бесконечномерные
аналоги. Возникающие здесь новые моменты проявляются при рассмотрении
простейшей вариационной задачи. Прежде чем переходить к формализациям,
рассмотрим две задачи, возбудившие в своё время (17-й век ) общий интерес
среди математиков.

Наиболее известной была задача о брахистохроне (кривой наискорей-
шего ската), поставленная в 1696 году И. Бернулли и формулируемая следую-
щим образом: среди всевозможных плоских кривых, лежащих в вертикальной
плоскости и соединяющих две точки А и В , не расположенные на общей вер-
тикали, найти ту, по которой материальная точка под действием только
силы тяжести и без начальной скорости скатилась бы в кратчайшее время.
Для аналитической формулировки задачи примем за ось Ox горизонтальную
прямую, а ось Oy направим вертикально вниз. Тогда точки А и В будут иметь
соответственно координаты (a, 0) и (b, y1). Так как точка движется из А без
начальной скорости, то её скорость v связана с её ординатой y соотношением
v2 = 2gy , где g – ускорение силы тяжести, или v =

√
2gy.

Пусть y = y(x) есть уравнение кривой, по которой движется точка из А
в В. Скорость движения точки v = ds

dt
, где s – путь, t – время. Поскольку

ds =
√

1 + y′2dx, то

dt =
ds

v
=

√
1 + y′2

2gy
dx.

Полное время T движения из А в В выражается интегралом

T (y) =

b∫
a

√
1 + y′2

2gy
dx.
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Очевидно, T (y) есть функционал, зависящий от функции y. Требуется найти
функцию y(x), для которой T принимает наименьшее значение: к сравнению
допускаются функции y(x), определённые на отрезке [a, b] и удовлетворяющие
краевым условиям y(a) = 0, y(b) = y1.

Задача о брахистохроне родственна следующей физической задаче иной при-
роды: в прозрачной среде с переменной оптической плотностью даны две точ-
ки А и В, требуется определить траекторию луча света, идущего от точки
А к точке В. Эта задача сводится к задаче на разыскание экстремума на основа-
нии принципа Ферма: из всех кривых, соединяющих точки А и В, траектория
луча света есть линия, распространяясь вдоль которой свет придёт из А в
В в кратчайший срок.

Рассмотрим плоский случай. Примем за плоскость распространения света
плоскость xOy. Пусть (x0, y0) и (x1, y1) – координаты точек А и В, а
y = y(x) (x0 6 x 6 x1) есть некоторая кривая, соединяющая эти точки. По-
вторяя рассуждения, проведённые в предыдущем примере, получим: время T
распространения света вдоль кривой y = y(x) из А в В выражается интегралом

T (y) =

x1∫
x0

√
1 + y′2

v[x, y(x)]
dx;

тем самым задача определения траектории луча света сводится к нахождению
функции y, для которой функционал T (y) принимает наименьшее значение.

Простейшая вариационная задача состоит в минимизации интегрального
функционала

f(x) =

∫
∆

L(t, x(t), x′(t)) dt

на совокупности функций, определённых на отрезке

∆ = [t0, t1], (−∞ < t0 < t1 <∞)

и удовлетворяющих краевым условиям x(t0) = x0, x(t1) = x1. Она будет запи-
сываться следующим образом

f(x) =

∫
∆

L(t, x(t), x′(t)) dt→ min,

(1)

x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Задача (1) поставлена недостаточно чётко, поскольку не определён класс
функций, на котором минимизируется функционал f , не указаны предположе-
ния относительно функции L , называемой интегрантом функционала f . Ниже
считаем, что функция L определена и непрерывна по совокупности переменных
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на множестве ∆×W , где W — открытое подмножество плоскости R2 (W 6= ∅,
случай W = R2 не исключается; при первом чтении можно ограничиться толь-
ко этим частным случаем). Иногда к функции L будут предъявляться более
жёсткие требования.

Пусть m – натуральное число. Обозначим через Cm(∆) совокупность m раз
непрерывно дифференцируемых на отрезке ∆ функций. При естественном опре-
делении суммы функций и умножения функции на действительное число класс
Cm(∆) образует линейное пространство. Если в Cm(∆) ввести норму

‖x‖m :=
m∑
i=0

max
t∈∆
|x(i)(t)|,

то Cm(∆) становится банаховым пространством.
Положим

X := {x ∈ C1(∆), (x(t), x′(t)) ∈ W ∀t ∈ ∆, x(t0) = x0, x(t1) = x1}.

Для каждой функции x из множества X функция L(t, x(t), x′(t)) определена
и непрерывна на отрезке ∆. Поэтому функционал f определён на множестве
X. Элемент x̂ из X называют точкой абсолютного минимума функционала f
на множестве X (решением задачи (1)), если f(x̂) 6 f(x)∀x ∈ X. Элемент x̂
из X именуют слабым локальным решением задачи (1), если существует та-
кое δ > 0, что f(x̂) 6 f(x)∀x ∈ X, ‖x − x̂‖1 < δ. Элемент x̂ из X называют
сильным локальным решением задачи (1), если существует такое δ > 0, что
f(x̂) 6 f(x)∀x ∈ X, ‖x− x̂‖0 < δ.

Ясно, что каждое решение x̂ задачи (1) реализует сильный локальный мини-
мум задачи (1), а каждое сильное локальное решение этой задачи одновремен-
но является и слабым локальным решением. В пределах этой главы сильные
локальные решения не будут рассматриваться, поэтому эпитет

”
слабое“ опус-

кается.
Основное внимание далее уделяется необходимым условиям локального ми-

нимума в задаче (1). С меньшей полнотой обсуждаются достаточные условия
локального минимума и совсем мало – условия абсолютного минимума.

2. Вспомогательные предложения. Для анализа задачи (1) потребуют-
ся вспомогательные предложения, представляющие самостоятельный интерес.
Ниже C1

0(∆) := {x ∈ C1(∆), x(t0) = x(t1) = 0} – совокупность непрерывно
дифференцируемых на отрезке ∆ = [t0, t1] функций, обращающихся в нуль на
границе отрезка ∆.

Лемма 1 (Лемма Дюбуа–Реймона).Пусть a0(t), a1(t) – непрерывные на
отрезке ∆ функции. Пусть для любой функции h из C1

0(∆) выполнено равен-
ство ∫

∆

(a1(t)h′(t) + a0(t)h(t)) dt = 0. (2)
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Тогда функция a1(t) в каждой точке отрезка ∆ дифференцируема и
a1
′(t) = a0(t)∀t ∈ ∆.
J Вначале рассмотрим случай, когда a0(t) ≡ 0. Подберём константу C так,

чтобы дифференциальное уравнение

h′(t) = a1(t)− C

имело решение класса C1
0(∆). Это возможно, если∫

∆

(a1(t)− C) dt = 0, т.е. C =
1

t1 − t0

∫
∆

a1(t) dt.

Справедливы равенства∫
∆

[a1(t)− C]2 dt
(I)
=

∫
∆

(a1(t)− C)h′(t) dt
(II)
=

∫
∆

a1(t)h′(t) dt
(III)
= 0.

Действительно, (I) следует из равенства h′(t) = a1(t) − C, (II) вытекает из
включения h ∈ C1

0(∆), (III) следует из (2). Функция (a1(t)−C)2 неотрицатель-
на, непрерывна на отрезке ∆, и интеграл от неё равен 0. Это возможно лишь в
случае, когда a1(t) ≡ C, a′1(t) ≡ 0 ≡ a0(t).

В общем случае положим

A0(t) :=

t∫
t0

a0(s) ds.

Тогда верны равенства∫
∆

a0(t)h(t) dt =

∫
∆

A′0(t)h(t) dt = −
∫
∆

A0(t)h′(t) dt,

∫
∆

(a1(t)h′(t) + a0(t)h(t)) dt =

∫
∆

[a1(t)− A0(t)]h′(t) dt = 0

для любой функции h из C1
0(∆). В силу уже доказанного функция a1(t)−A0(t)

постоянна, что и приводит к требуемому результату. I
Предложение 1 (Правило Лейбница дифференцирования интегра-

лов, зависящих от параметра). Пусть функция Ω(t, ξ) (t ∈ ∆, ξ ∈ (α, β))
определена и непрерывна на ∆× (α, β) вместе с частной производной Ω′ξ(t, ξ).
Тогда функция

I(ξ) :=

∫
∆

Ω(t, ξ) dt
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непрерывно дифференцируема на интервале (α, β) и

I ′(ξ) =

∫
∆

Ω′ξ(t, ξ) dt. (3)

Доказательство предложения 1 приведено, например, в [1]. Аналогичные (3)
формулы справедливы для производных высших порядков. В качестве примера
применения предложения 1 рассмотрим функцию

I(ξ) = f(x+ ξh) =

∫
∆

L[t, x(t) + ξh(t), x′(t) + ξh′(t)] dt, (4)

где x ∈ X, h ∈ C1
0(∆). Очевидно, что функция I(ξ) определена и непрерывна на

некоторой окрестности точки 0. При дополнительных предположениях гладко-
сти функции L можно установить дифференцируемость функции I(ξ). Как и в
конечномерном случае, число

f ′(x, h) :=
d

dξ
f(x+ ξh)

∣∣∣∣
ξ=0

назовём производной функционала f в точке x по направлению h.
Лемма 2.Пусть функция L(t, x, u) и её частные производные

L′x(t, x, u), L′u(t, x, u)

определены и непрерывны по совокупности переменных на множестве ∆×W .
Тогда определяемая равенством (4) функция I(ξ) дифференцируема в точке 0
и

I ′(0) = f ′(x, h) =

∫
∆

[L′u(t, x(t), x′(t))h′(t) + L′x(t, x(t), x′(t))h(t)] dt. (5)

J Для доказательства леммы положим

Ω(t, ξ) = L(t, x(t) + ξh(t), x′(t) + ξh′(t))

и воспользуемся равенством

Ω′ξ(t, 0) = L′u(t, x(t), x′(t))h′(t) + L′x(t, x(t), x′(t))h(t),

объединяя которое с формулой (3), приходим к доказываемому утверждению.I
Лемма 3. Пусть функция L(t, x, u) и её частные производные второго по-

рядка L′′xx(t, x, u), L′′xu(t, x, u), L′′uu(t, x, u) определены и непрерывны по совокупно-
сти переменных на множестве ∆×W . Тогда функция I(ξ) дважды дифферен-
цируема в точке 0 и справедливы соотношения

I ′′(0) =
d2

dξ2
f(x+ ξh)

∣∣∣∣
ξ=0

= f ′′(x, h) =
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=

∫
∆

[a00(t)h2(t) + 2a01(t)h(t)h′(t) + a22(t)h′
2
(t)] dt, (6)

в которых

a00(t) = L′′xx(t, x(t), x′(t)), a01(t) = L′′xu(t, x(t), x′(t)),

a11(t) = L′′uu(t, x(t), x′(t)). (7)

J Доказательство основано на двухкратном применении правила Лейбница
дифференцирования интегралов, зависящих от параметра. I

Далее используется следующий вариант теоремы о неявной функции.
Предложение 2.Пусть Φ(t, u) – функция, определенная и непрерывно диф-

ференцируемая по совокупности переменных при t ∈ ∆, u0 < u < u1. Пусть
y ∈ C(∆), u0 < y(t) < u1 (t ∈ ∆) и

Φ[t, y(t)] = 0, Φ′u[t, y(t)] 6= 0 ∀t ∈ ∆.

Тогда y ∈ C1(∆).
Доказательство этого утверждения можно найти в любом учебнике матема-

тического анализа (см. также [1], [5]).
3. Уравнение Эйлера. В этом пункте предполагается, что функция

L : ∆×W → R и её частные производные L′x, L′u непрерывны по совокупности
переменных.

Теорема 1. Пусть x̂ – локальное решение задачи (1),

L̂x(t) := L′x(t, x̂(t), x̂′(t)), L̂u(t) := L′u(t, x̂(t), x̂′(t)).

Тогда функция L̂u(t) дифференцируема всюду на отрезке ∆ и

d

dt
L̂u(t) = L̂x(t). (8)

J Пусть h ∈ C1
0(∆). При достаточно малом действительном ξ функция x̂+ξh

принадлежит классу X. Так как x̂ – локальное решение задачи (1), то найдётся
такое δ > 0, что f(x̂) 6 f(x)∀x ∈ X, ‖x − x̂‖1 < δ. В частности, при малых ξ
справедливо неравенство f(x̂ + ξh) > f(x̂), т.е. 0 есть точка локального мини-
мума функции I(ξ) = f(x̂+ ξh). В силу теоремы Ферма I ′(0) = 0. В соединении
с формулами (5) это приводит к соотношению

f ′(x̂, h) =

∫
∆

[L̂u(t)h
′(t) + L̂x(t)h(t)] dt = 0∀h ∈ C1

0(∆).

Последнее равенство и лемма 1 влекут за собой доказываемый результат.I
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Теорема 1 означает, что x̂ есть решение дифференциального уравнения

d

dt
L′u = L′x, (9)

называемого уравнением Эйлера. В качестве примера рассмотрим функционал

g(x) =

∫
∆

[a(t)x′
2
(t) + b(t)x2(t)− 2c(t)x(t)] dt, (10)

где a, b, c – непрерывные на отрезке ∆ функции. Функционал (10) есть сумма
квадратичного функционала

K (x) :=

∫
∆

[a(t)x′
2
(t) + b(t)x2(t)] dt (11)

и линейного функционала

l(x) := −
∫
∆

2c(t)x(t) dt .

В этом случае интегрант L функционала g задаётся равенством
L(t, x, u) = a(t)u2 + b(t)x2 − 2c(t)x, поэтому

L′x = 2b(t)x− 2c(t), L′u = 2a(t)u.

Соответствующее уравнение Эйлера имеет вид

− d

dt

(
a(t)

dx

dt

)
+ b(t)x(t) = c(t).

Оно эквивалентно интегро-дифференциальному уравнению

a(t)
dx

dt
=

t∫
t0

[b(s)x(s)− c(s)] ds+ const. (12)

Если a(t) 6= 0∀t ∈ ∆ и функция a(t) всюду непрерывно дифференцируема, то
из (12) вытекают включения x′ ∈ C1(∆), x ∈ C2(∆). В этих предположениях
уравнение Эйлера записывается в виде

−a(t)x′′(t)− a′(t)x′(t) + b(t)x(t) = c(t).

Предшествующие рассуждения обобщаются на широкий класс интегрантов L.
Решения уравнения Эйлера (9) называются экстремалями функционала f . В об-
щем случае экстремаль есть функция класса C1(∆), удовлетворяющая интегро-
дифференциальному уравнению

L′u(t, x(t), x′(t)) =

t∫
t0

L′x(s, x(s), x′(s)) ds+ const. (13)
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Экстремаль x∗ функционала f , удовлетворяющую граничным условиям
x(t0) = x0, x(t1) = x1 , иногда называют критической точкой, а число f(x∗)
– критическим значением f .

Теорема 2.Пусть L : ∆ ×W → R дважды непрерывно дифференцируемая
функция, x(t)— экстремаль функционала f и

L′′uu(t, x(t), x′(t)) 6= 0∀t ∈ ∆. (14)

Тогда x ∈ C2(∆).
J Введём в рассмотрение функцию

Φ(t, u) := L(t, x(t), u)−
t∫

t0

Lx(s, x(s), x′(s)) ds− const.

Тогда функция Φ непрерывно дифференцируема по переменным t, u в есте-
ственной области определения. Функция y(t) = x′(t) непрерывна на отрезке ∆
и удовлетворяет уравнению Φ(t, y(t)) = 0 ∀t ∈ ∆. Очевидно, что

Φ′u(t, y(t)) = L′′uu(t, x(t), x′(t)) 6= 0.

Согласно предложению 2 функция y принадлежит классу C1(∆). Это эквива-
лентно включению x ∈ C2(∆). I

Теорема 2 принадлежит Гильберту. Неравенство (14) называют условием
Лежандра. Теорема Гильберта выражает повышенную гладкость экстремалей
простейшей вариационной задачи. Формальное дифференцирование (13) по t
приводит к уравнению L′′ut + L′′uxx

′ + L′′uux
′′ = L′x. Если L′′uu 6= 0, то уравнение

Эйлера эквивалентно дифференциальному уравнению второго порядка

x′′ =
Lx − L′′uxx′ − L′′ut

L′′uu
.

В некоторых случаях порядок уравнения Эйлера может быть понижен.
1◦. Функция L не зависит от u. Уравнение Эйлера представляет соотношение

L′x(t, x) = 0, т.е. не является дифференциальным уравнением.
2◦ . Функция L не зависит от x. Тогда L′x = 0 и уравнение Эйлера допускает

понижение порядка
L′u(t, x

′(t)) = C1. (15)

Соотношение (15) называют интегралом импульса. В задачах механики тако-
го рода соотношения выражают закон сохранения импульса. Функция L′u не
обязана быть постоянной; она постоянна лишь вдоль экстремалей.

3◦. Функция L не зависит от t. Тогда для любой экстремали x(t) выполняется
соотношение

x′L′u(x, x
′)− L(x, x′) = C1. (16)
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Для доказательства (16) достаточно взять производную от левой части (16).
Имеем

x′′L′u(x, x
′) + x′

d

dt
L′u(x, x

′)− L′x(x, x′)x′ − L′u(x, x′)x′′ = 0.

Равенство (16) называют интегралом энергии.
Замечание. Выше всюду рассматривался функционал f , определённый на

функциях x(t) переменного t, интерпретируемого как время. В ряде задач неза-
висимое переменное имеет характер величины, распределённой в пространстве.
Например, это так для упоминавшейся выше задачи о брахистохроне. Поэтому
представляется естественным обозначить независимое переменное не через t,
а через x. Простейшая вариационная задача часто записывается в следующей
форме:

J(y) =

b∫
a

L(x, y(x), y′(x)) dx→ min, y(a) = A, y(b) = B. (17)

Для задачи (17) очевидным образом вводятся понятия решения и локального
решения. Уравнение Эйлера имеет вид

d

dx
L′z = L′y. (18)

Его решения называют экстремалями функционала J . Если функция L не за-
висит от одного из переменных, то уравнение Эйлера допускает понижение по-
рядка. В частности, имеют место естественные аналоги равенств (15),(16)

L′z(x, y
′(x)) = C1, соответственно, y′L′z(y, y

′)− L(y, y′) = C1,

за которыми мы сохраним уже не столь оправданные названия интеграла им-
пульса и интеграла энергии.

4. Достаточные условия абсолютного минимума. Пусть x̂ – экстре-
маль функционала f и x̂ ∈ X. Тогда число 0 есть критическая точка функции
I(ξ) = f(x̂ + ξh) для любой функции h из C1

0(∆). Если W – выпуклое под-
множество плоскости R2, то X – выпуклое подмножество пространства C1(∆).
Назовём функционал f выпуклым, если при любых u, v из X и любого числа λ
из (0,1) имеет место неравенство

f [(1− λ)u+ λv] 6 (1− λ)f(u) + λf(v).

Лемма 4. Если f : X → R – выпуклый функционал, x̂ – экстремаль функ-
ционала f и x̂ ∈ X, то x̂ – решение задачи (1), т.е. f(x̂) 6 f(x)
∀x ∈ X.
J Пусть x ∈ X, h = x− x̂, I(ξ) := f(x̂+ ξh). Из выпуклости функционала f

вытекает выпуклость функции I(ξ). Так как x̂ – экстремаль функционала f , то
I ′(0) = f ′(x̂, h) = 0. Следовательно, 0 – точка абсолютного минимума функции
I. В частности, I(1) > I(0), что эквивалентно неравенству f(x) > f(x̂).I
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Теорема 3. Пусть функции L,L′x, L
′
u непрерывны по совокупности пере-

менных и при любых t из ∆ функция L(t, · , · ) : W → R выпукла. Если x̂ –
экстремаль функционала f и x̂ ∈ X, то x̂ – решение задачи (1).
J Выпуклость функции L(t, · , · ) : W → R влечёт за собой выпуклость

функционала f : X → R . Теперь теорема 3 следует из леммы 4. I
Применим теорему 3 к определяемому равенством (10) интегральному функ-

ционалу. В данном случае L(t, x, u) = a(t)u2 + b(t)x2 − 2c(t)x,W = R2. Функ-
ция L(t, ., .) выпукла по совокупности переменных x, u, если и только если
a(t) > 0, b(t) > 0.

Более точный (но менее обозримый) результат получается, если вместо тео-
ремы 3 использовать лемму 4. В рассматриваемом случае I(ξ) = g(x + ξh),
(x ∈ X, h ∈ C1

0(∆) есть квадратичная функция скалярного переменного ξ и
I ′′(ξ) = 2K (h), где K – определяемый равенством (11) интегральный функ-
ционал. Если K (h) > 0 ∀h ∈ C1

0(∆), то I ′′(ξ) > 0, I – выпуклая функция ,
g : X → R – выпуклый функционал. Если x̂ – экстремаль функционала g и
x̂ ∈ X, то согласно лемме 4 g(x̂) 6 g(x) ∀x ∈ X. Условие неотрицательной опре-
делённости функционала K может выполняться и для отрицательной функции
b(t). Например, функционал

K0(h) =

T∫
0

(h′
2
(t)− h2(t)) dt

неотрицательно определён, если 0 < T 6 π (см. следующий пункт). Вместе с
тем справедлива

Лемма 5. Если квадратичный функционал K неотрицательно определён,
то a(t) > 0 ∀t ∈ ∆.
J В предположении противного найдутся числа m > 0, τ ∈ R, δ > 0, что

[τ − δ, τ + δ] ⊂ (t0, t1) и a(t) < −m ∀t ∈ [τ − δ, τ + δ]. Введём в рассмотрение
функцию ϕ, определённую на действительной прямой равенством

ϕ(t) =

{
exp( t2

t2−1
), если |t| < 1

0, если |t| > 1 .

Функция ϕ бесконечно дифференцируема на всей прямой, положительна на
интервале (−1, 1) и равна нулю вне него. При достаточно больших натуральных
числах n функции hn(t) = ϕ(n(t − τ)) принадлежат пространству C1

0(∆), при
этом h′n(t) = nϕ′(n(t− τ)), |hn(t)| 6 1. Справедливы соотношения

K (hn) =

∫
n|t−τ |<1

(a(t)h′2n (t) + b(t)h2
n(t) dt 6

6
∫

n|t−τ |<1

(a(t)n2ϕ′2(n(t− τ)) dt+ c0 6 −mn2

1∫
1

ϕ′2 dt+ c0 ,
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постоянная c0 не зависит от n. Ясно, что K (hn) < 0 при достаточно больших
n. Полученное противоречие влечёт за собой неравенство a(t) > 0. I

5. Положительная определённость интегрального квадратичного
функционала. В этом пункте приводятся условия положительной определён-
ности квадратичного функционала (11). Ниже a ∈ C1(∆), a(t) > 0 ∀t ∈ ∆,
b ∈ C(∆). Существенную роль далее играет дифференциальное уравнение вто-
рого порядка

−(a(t)h′)′ + b(t)h = 0. (19)

Его можно интерпретировать как уравнение Эйлера для функционала K .
Теорема 4. (Теорема Лежандра–Якоби). Пусть u1(t) есть решение

уравнения (19), удовлетворяющее начальным условиям u1(t0) = 0, u′1(t0) = 1.
Если u1(t) > 0 ∀t ∈ (t0, t1], то найдётся такое ε0 > 0, что

K (h) > ε0

∫
∆

(h′
2
(t) + h2(t)) dt ∀h ∈ C1

0(∆). (20)

J Первый этап. Докажем существование положительного на отрезке ∆ ре-
шения u(t) уравнения (1). Пусть u2(t) – решение уравнения (19), удовлетворяю-
щее начальным условиям u2(t0) = 1, u′2(t0) = 0. Тогда функция
u(t) = u1(t) + δu2(t) при малых δ > 0 является искомой.

Второй этап. Функция w = −au′/u удовлетворяет равенству

a(t)(b(t) + w′) = w2(t).

Для доказательства достаточно учесть, что функция u удовлетворяет диффе-
ренциальному уравнению (19).

Третий этап. Для любой функции h из C1
0(∆) справедливо равенство∫

∆

(w(t)h′
2
(t))′(t) dt = w(t)h2(t)

∣∣t1
t0

= 0.

Следовательно, имеем

K (h) =

∫
∆

[
a(t)h′

2
(t) + 2w(t)h(t)h′(t) + (b(t) + w′(t))h2(t)

]
dt.

Поскольку a(t) > 0, a(t)(b(t) + w′) = w2(t), то

a(t)h′
2
(t) + 2w(t)h(t)h′(t) + (b(t) + w′)h2(t) > 0,

поэтому K (h) > 0 ∀h ∈ C1
0(∆).

Четвёртый этап. Заменим a(t), b(t) функциями a(t)− ε, b(t)− ε . При малых
положительных ε функции a(t)−ε, b(t)−ε удовлетворяют тем же требованиям,
поэтому соответствующий функционал

Kε(h) :=

∫
∆

[
(a(t)− ε)h′2(t) + (b(t)− ε)h2(t)

]
dt
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неотрицателен: Kε(h) > 0 ∀h ∈ C1
0(∆). Это эквивалентно неравенству (20).

Теорема 4 полностью доказана. I
Замечание 1. Справедливо обратное к теореме 4 утверждение: если име-

ет место оценка (20) с ε0 > 0, то u1(t) > 0 ∀t ∈ (t0, t1].
Замечание 2. Оценка (20) с ε = 0 эквивалентна неравенству u1(t) > 0,

∀t ∈ (t0, t1).
Доказательства приведённых в замечаниях 1, 2 утверждений можно найти

в [5] - [10], [21].
Следствие. Пусть ∆ = [0, T ], a(t) ≡ 1, b(t) ≡ −1. Тогда положительная

определённость квадратичного функционала K на пространстве C1
0(∆) экви-

валентна оценке 0 < T < π; при T = π данный функционал неотрицателен;
при T > π рассматриваемый функционал знакопеременен.

6. Необходимые условия локального минимума второго порядка
для простейшей вариационной задачи. Вернёмся к задаче (1). В этом и
следующем пунктах предполагается, что функция L : ∆×W → R и её частные
производные L′x, L′u, L′′xx, L′′xu, L′′uu определены и непрерывны по совокупности пе-
ременных. Пусть x̂(t) – локальное решение задачи (1). Положим

L̂00(t) = L′′xx(t, x̂(t), x̂′(t)), L̂01(t) = L′′xu(t, x̂(t), x̂′(t)),

L̂11(t) = L′′uu(t, x̂(t), x̂′(t)).

Введём в рассмотрение интегральный квадратичный функционал

K̂ (h) :=

∫
∆

[
L̂00h

2(t) + 2L̂01(t)h(t)h′(t) + L̂11(t)h′
2
(t)
]
dt.

Теорема 5. Если x̂ – локальное решение задачи (1), то K̂ – неотрица-
тельный квадратичный функционал на C1

0(∆), т.е. K̂ (h) > 0 ∀h ∈ C1
0(∆).

J Пусть h ∈ C1
0(∆), I(ξ) = f(x̂ + ξh). Тогда 0 есть точка локального ми-

нимума функции I, поэтому I ′(0) = 0, I ′′(0) > 0. Остаётся заметить, что
I ′′(0) = K̂ (h). I

Полезно заметить, что если L̂01(t) – непрерывно дифференцируемая функ-
ция, то ∫

∆

2L̂01(t)h(t)h′(t) dt =

∫
∆

L̂01(t)dh2(t) = −
∫
∆

h2(t)
(
L̂01(t)

)′
dt,

поэтому

K̂ (h) =

∫
∆

(
a(t)h′

2
(t) + b(t)h2(t)

)
dt,

где a(t) = L̂11(t), b(t) = L̂00(t) − (L̂01(t))′, т.е. функционал K̂ приводится к
стандартному виду. Из теоремы 5 и леммы 5 вытекает
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Следствие. Если x̂ – локальное решение задачи (1), то

L̂11(t) = L′′uu(t, x̂(t), x̂′(t)) > 0−

необходимое условие Лежандра локального минимума для простейшей вариа-
ционной задачи.

7. Достаточные условия локального минимума второго порядка
для простейшей вариационной задачи. Пусть x̂ – экстремаль функцио-
нала f , x̂ ∈ C3(∆) ∩X, функция L трижды непрерывно дифференцируема по
своим аргументам, h ∈ C1

0(∆), ‖h‖ 6 ρ. В силу формулы Тейлора справедливо
равенство

L(t, x̂(t) + h(t), x̂′(t) + h′(t))− L(t, x̂(t), x̂′(t)) =

= L̂x(t)h(t) + L̂u(t)h
′(t)+ (21)

+
1

2

(
L̂00(t)h2(t) + 2L̂01(t)h(t)h′(t) + L̂11(t)h′(t)

2
(t)
)

+ R,

где R = o(ρ2). Из равенства (21) путём интегрирования получаем соотношение

f(x̂+ h)− f(x̂) =
1

2
K̂ (h) + ω(h), (22)

в котором

|ω(h)| 6 ε(ρ)

∫
∆

(
h′

2
(t) + h2(t)

)
dt, причём lim

ρ→0
ε(ρ) = 0. (23)

Теорема 6. Пусть функционал K̂ положительно определён, т.е. справед-
лива оценка (20) с K = K̂ , ε0 > 0. Тогда x̂– локальное решение задачи (1).
J Фиксируем число ρ0 так, что ε(ρ) < ε0/4 при ρ < ρ0. Объединяя (22), (23),

получаем, что при ‖h‖1 < ρ < ρ0 имеют место соотношения

f(x̂+ h)− f(x̂) =
1

2
K̂ (h) + ω(h) >

>
(ε0

2
− ε(ρ)

)∫
∆

(
h′

2
(t) + h2(t)

)
dt > ε0/4

∫
∆

(
h′

2
(t) + h2(t)

)
dt.

Следовательно, f(x̂+ h) > f(x̂)∀h ∈ C1
0(∆), ‖h‖ < ρ0. I

Из теорем 6, 4 вытекает
Следствие. Пусть u1(t) есть решение дифференциального уравнения

−(L̂11(t)h′(t))′ + (L̂00(t)− (L̂01(t))′)h(t) = 0,

удовлетворяющее начальным условиям h(t0) = 0, h′(t0) = 1. Пусть

L̂11(t) > 0 ∀t ∈ ∆, u1(t) > 0 ∀t ∈ (t0, t1].
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Тогда x̂(t) есть локальное решение задачи (1).
Сформулируем теперь систему условий, достаточных для того, чтобы функ-

ция x̂ из X была локальным решением задачи (1). Для трижды непрерывно
дифференцируемого по совокупности переменных интегранта L(t, x, u) (t ∈ ∆,
(x, u) ∈ W ⊂ R2) эта совокупность условий состоит в следующем.

1. Функция x = x̂(t) является экстремалью, т.е. удовлетворяет уравнению
Эйлера

d

dt
L′u = L′x.

2. Выполнено усиленное условие Лежандра

L′′uu(t, x̂(t), x̂′(t)) > 0 ∀t ∈ ∆.

3. Фигурирующая в следствии теоремы 6 функция u1(t) положительна на
промежутке (t0, t1] (усиленное условие Якоби).

Наиболее сложным для проверки представляется условие 3. Остановимся на
аналитическом способе его проверки. Обозначим через x(t, α) решение задачи
Коши

d

dt
L′u = L′x, x(t0) = x0, x

′(t0) = α.

Из теории дифференциальных уравнений (см., например, [5]) известно, что
функция x(t, α) непрерывно дифференцируема по параметру α; справедливо
равенство

u1(t) =
∂x(t, α)

∂α

∣∣∣∣
α=x̂′(t0)

. (24)

Формула (24) позволяет найти функцию u1(t), а вместе с тем доставляет
способ проверки усиленного условия Якоби. Реализация этого подхода требует
знания функции x(t, α).

Геометрически условие Якоби означает, что достаточно близкие к x̂(t) экс-
тремали x(t) функционала f , выходящие из точки x0, не имеют общих точек
с x̂(t), т.е. x(t0) = x̂(t0) = x0, но x(t) 6= x̂(t) для t из (t0, t1]. Сформулирован-
ные выше достаточные условия локального минимума близки к необходимым.
Более подробное изложение данного круга вопросов можно найти в [1], [6]-[11],
[14], [15], [21].

Предшествующие рассмотрения приводят к пессимистическому выводу: про-
стейшая вариационная задача совсем не проста! Действительно, развитый выше
подход позволяет лишь свести вариационную задачу к не менее сложной двух-
точечной краевой задаче для дифференциального уравнения второго порядка.
В ряде случаев соответствующая краевая задача может быть решена; не слиш-
ком обширная коллекция примеров такого рода анализируется в разделе 3. Её
можно пополнить, обратясь к руководствам по вариационному исчислению (см.,
например, [5]-[11], [14], [15], [21], [23], [28]-[30]).

Вместе с тем отмеченная выше связь между вариационными и краевыми за-
дачами оказалась полезной для дифференциальных уравнений. Она повлияла и
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на постановку многих проблем дифференциальных уравнений, и на разработку
методов их решений.

1.2 Модификации простейшей вариационной
задачи

1. Постановка изопериметрической задачи. В геометрии изоперимет-
рической задачей называют следующую: среди замкнутых плоских кривых дан-
ной длины найти линию, ограничивающую наибольшую площадь. Решением
этой задачи является окружность. Оно было известно в глубокой древности,
однако аккуратное обоснование, удовлетворяющее современным требованиям
строгости, проведено лишь в 19-м веке. Примыкает к изопериметрической и
знаменитая задача Дидоны: среди кривых, опирающихся на данный отрезок и
имеющих заданную длину, найти линию, ограничивающую вместе с отрезком
фигуру наибольшей площади.

Изопериметрической в вариационном исчислении называют задачу, записы-
ваемую следущим образом

f0(x) =

∫
∆

L0(t, x(t), x′(t)) dt→ min, (1)

fi(x) =

∫
∆

Li(t, x(t), x′(t)) dt = Ci (i = 1, . . . ,m). (2)

x(t0) = x0, x(t1) = x1. (3)

В этом и следующем пунктах ∆ = [t0, t1], −∞ < t0 < t1 < ∞, функции
Li(t, x, u) (i = 0, 1, . . .m) – определены и непрерывны вместе с частными произ-
водными по x и u на ∆×W ; здесь W — открытое подмножество плоскости R2.
Положим

X := {x ∈ C1(∆), x(t0) = x0, x(t1) = x1, (x(t), x′(t)) ∈ W ∀t ∈ ∆}.

C учётом принятых обозначений задача (1)-(3) может быть записана в стан-
дартной форме

f0(x)→ min, fi(x)− Ci = 0 (i = 1, . . . ,m), x ∈ X. (4)

Естественным образом определяются понятия решения и локального реше-
ния задачи (1)-(3). Например, x̂ есть локальное решение задачи (1)-(3), если
x̂ ∈ X, fi(x̂) = Ci (i = 1, . . . ,m) и существует такое δ > 0, что для всех x,
удовлетворяющих неравенству ‖x − x̂‖1 < δ и ограничениям x ∈ X, fi(x) = Ci
(i = 1, . . . ,m), имеет место неравенство f0(x) > f0(x̂).
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2. Правило множителей Лагранжа для изопериметрической
задачи.

Теорема 1. Пусть x̂ – локальное решение задачи (1). Тогда существует
такой ненулевой набор чисел λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂m, что x̂ есть экстремаль функцио-
нала f = λ̂0f0 + λ̂1f1 + · · ·+ λ̂mfm(x).
J Рассмотрим случай m = 1. Если x̂ – экстремаль функционала f1, то всё

доказано; достаточно положить λ̂0 = 0, λ̂1 = 1.
Пусть x̂ не является экстремалью функционала f1. Тогда существует функ-

ция h1 из C1
0(∆), для которой

f ′1(x̂, h1) =

∫
∆

[
L̂1x(t)h1(t) + L̂1u(t)h

′
1(t)
]
dt 6= 0 (5)

(здесь

L̂1x(t) =
∂L1

∂x
(t, x̂(t), x̂′(t)), L̂1u(t) =

∂L1

∂u
(t, x̂(t), x̂′(t))).

Фиксируем произвольную функцию h2 из C1
0(∆) и введём в рассмотрение две

числовые функции
ϕ0(ξ1, ξ2) = f0(x̂+ ξ1h1 + ξ2h2),

ϕ1(ξ1, ξ2) = f1(x̂+ ξ1h1 + ξ2h2)− C1.

Поскольку x̂ – локальное решение задачи (1)-(3), то точка 0=(0,0) из R2 есть
локальное решение задачи

ϕ0(ξ1, ξ2)→ min, ϕ1(ξ1, ξ2) = 0. (6)

К задаче (6) можно применить правило множителей Лагранжа. Действительно,
функции ϕ0, ϕ1 непрерывно дифференцируемы; справедливы равенства

∂ϕi
∂ξj

(0, 0) = f ′i(x̂, hj) (i = 0, 1; j = 1, 2). (7)

Из (5),(7) вытекает соотношение ∂ϕ1

∂ξ1
(0, 0) 6= 0, поэтому для задачи (6) выпол-

нены условия регулярности. Существует такая константа λ, что точка (0,0) яв-
ляется критической для функции ϕ(ξ1, ξ2) = ϕ0(ξ1, ξ2) +λϕ1(ξ1, ξ2), т.е. справед-
ливы соотношения

∂ϕ0

∂ξ1

(0, 0) + λ
∂ϕ1

∂ξ1

(0, 0) = 0,
∂ϕ0

∂ξ2

(0, 0) + λ
∂ϕ1

∂ξ2

(0, 0) = 0.

Первое равенство однозначно определяет λ, второе соотношение означает, что
для любого выбора элемента h2 из C1

0(∆) верно равенство (f0 + λf1)′(x̂, h2) = 0.
Это влечёт за собой доказываемое утверждение в случае m = 1. Общий случай
(m > 1) рассматривается аналогично.I
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3. Простейшая вариационная задача в случае вектор-функций. Рас-
смотрим обобщение простейшей вариационной задачи в плане замены скаляр-
ных функций векторными. Пусть n – натуральное число, Rn – евклидово про-
странство размерности n. Обозначим через C1(∆,Rn) совокупность непрерывно
дифференцируемых отображений отрезка ∆ = [t0, t1] в Rn. Для x из C1(∆,Rn)
положим

‖x‖ = max
t∈∆
|x(t)|+ max

t∈∆
|x′(t)|,

где |v| – длина вектора v из Rn.
Векторное обобщение простейшей вариационной задачи записывается стан-

дартным образом

f(x) =

∫
∆

L(t, x(t), x′(t)) dt→ min, x(t0) = x0, x(t1) = x1. (8)

Здесь L(t, x, u) = L(t, x1, . . . , xn, u1, . . . , un) – функция, непрерывная по сово-
купности переменных вместе с частными производными ∂L

∂xi
, ∂L
∂ui

(i = 1, . . . , n)

(t ∈ ∆, (x, u) ∈ W ⊂ R2n), W – открытое подмножество R2n; x0, x1 – фик-
сированные элементы Rn. Естественным образом вводятся понятия решения и
локального решения задачи (8).

Все результаты предшествующего параграфа переносятся на задачу (8). В
частности, локальное решение x̂ = (x̂1 . . . x̂n)T задачи (8) удовлетворяет системе
дифференциальных уравнений

d

dt
L′ui(t, x(t), x′(t)) = Lxi(t, x(t), x′(t)) (i = 1, . . . , n), (9)

называемой системой уравнений Эйлера–Лагранжа. Для вывода (9) достаточ-
но в задаче (8) фиксировать функции x̂1(t), . . . , x̂i−1(t), x̂i+1(t), . . . , x̂n(t), а ме-
нять лишь i-ую компоненту xi(t) вектор-функции x(t). В итоге относительно
xi(t) возникает простейшая вариационная задача, решение которой удовлетво-
ряет уравнению Эйлера. Это и приводит к системе уравнений (9).

Решения системы (9) называют экстремалями функционала f . Если функ-
ция L(t, x, u) при любом t из ∆ выпукла по совокупности переменных (x, u) ∈ W
и W– выпуклое подмножество R2n, то необходимое условие локального мини-
мума (уравнения Эйлера–Лагранжа) становится достаточным условием абсо-
лютного минимума. Требование выпуклости интегранта можно ослабить. Про-
ведённый в предшествующем параграфе анализ уравнения Эйлера может быть
повторен и для векторного случая. Имеют место аналоги интегралов импуль-
са и энергии. Например, если интегрант L не зависит от переменной uk при
некотором k, то справедливо равенство

L′uk(t, x(t), x′(t)) = C1 − интеграл импульса.
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Если функция L не зависит от переменного t , то

n∑
i=1

x′i(t)L
′
ui

(x(t), x′(t)) − L(x(t), x′(t)) = C1 − интеграл энергии.

4. Вариационные задачи для функционалов, содержащих произ-
водные высших порядков. Рассмотрим следующее обобщение простейшей
вариационной задачи

f(x) =

∫
∆

L
(
t, x(t), x′(t), . . . , x(m)(t)

)
dt→ min , (10)

x(j−1)(t0) = x0j, x(j−1)(t1) = x1j (j = 1, . . . ,m). (11)

Здесь ∆ = [t0, t1] – фиксированный отрезок действительной прямой, −∞ < t0 <
t1 < ∞, L(t, u0, u1, . . . , um) – функция, определённая на прямом произведении
∆ × W отрезка ∆ и открытого подмножества W пространства Rm+1, x0j, x1j

(j = 1, . . . ,m) – фиксированные числа. Будем считать, что функция L и её
частные производные L′ui (i = 0, 1, . . . ,m) определены и непрерывны по сово-
купности переменных на ∆×W . Положим

X := {x ∈ Cm(∆), x(j−1)(t0) = x0j, x
(j−1)(t1) = x1j (j = 1, . . . ,m),

(x(t), x′(t), . . . , x(m)(t)) ∈ W ∀t ∈ ∆},

Cm
0 (∆) := {x ∈ Cm(∆), x(j−1)(t0) = x(j−1)(t1) = 0, j = 1, . . . ,m}.

Задача (10), (11) может быть записана в стандартной форме

f(x)→ min, x ∈ X. (12)

Это позволяет определить понятия глобального и локального решения зада-
чи (10),(11). Например, x̂ – локальное решение задачи (10),(11), если найдётся
такое δ > 0, что

f(x) > f(x̂) ∀x ∈ X, ‖x− x̂‖m < δ.

Основное необходимое условие локального минимума в рассматриваемой задаче
– дифференциальное уравнение Эйлера–Пуассона порядка 2m. Для его вывода
нам потребуется несколько вспомогательных утверждений.

Лемма 1 (Лемма Лагранжа). Пусть a(t) – непрерывная на отрезке ∆
функция. Если для любой функции h класса Cm

0 (∆) справедливо равенство∫
∆

a(t)h(t) dt = 0, (13)

то a(t) ≡ 0.
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J В предположении противного найдётся точка θ из интервала (t0, t1), для
которой a(θ) 6= 0. Пусть для определённости a(θ) = 2α > 0. В силу непре-
рывности функции a(t) найдётся такое ε > 0, что справедливо неравенство
a(t) > α для всех чисел t из[θ− ε, θ+ ε] ⊂ (t0, t1). Введём в рассмотрение функ-
цию

h(t) =

{
(t− θ − ε)m+1(t− θ + ε)m+1, если t ∈ [θ − ε, θ + ε]

0, если t /∈ [θ − ε, θ + ε].

Функция h принадлежит классу Cm
0 (∆), поэтому для неё выполняется равен-

ство (13). Вместе с тем

∫
∆

a(t)h(t) dt =

θ+ε∫
θ−ε

a(t)(t− θ − ε)m+1(t− θ + ε)m+1 dt >

> α

θ+ε∫
θ−ε

(t− θ − ε)m+1(t− θ + ε)m+1 dt > 0.

Полученное противоречие доказывает лемму. I
Лемма 2. Пусть ak ∈ Ck(∆) (k = 0, 1, . . . ,m) и для любой функции h класса

Cm
0 (∆) выполнено равенство∫

∆

m∑
k=0

ak(t)h
(k)(t) dt = 0.

Тогда
m∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
ak(t) = 0.

J Пусть 1 6 k 6 m,h ∈ Cm
0 (∆). Используя интегрирование по частям и

включение h ∈ Cm
0 (∆), получаем последовательно∫

∆

ak(t)h
(k)(t) dt = −

∫
∆

(ak(t))
′(t)h(k−1)(t) dt = · · · = (−1)k

∫
∆

(ak(t))
(k)h(t) dt.

Суммируя подобные равенства, приходим к соотношению∫
∆

m∑
k=0

ak(t)h
(k)(t) dt =

∫
∆

m∑
k=0

(−1)k(ak(t))
(k)h(t) dt,

верному для произвольной функции h из Cm
0 (∆). Последнее равенство согласно

лемме Лагранжа влечёт за собой доказываемое утверждение. I
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Лемма 3. Пусть x̂ – локальное решение задачи (10),(11),

âk(t) :=
∂L

∂uk

(
t, x̂(t), x̂′(t), . . . , x̂(m)(t)

)
(k = 0, 1, . . . ,m).

Тогда для любой функции h из Cm
0 (∆) справедливо равенство∫

∆

m∑
k=0

âk(t)h
(k)(t) dt = 0,

называемое уравнением Эйлера–Пуассона в интегральной форме.
J Пусть h ∈ Cm

0 (∆). Введём в рассмотрение функцию I(ξ) := f(x̂ + ξh).
Функция I(ξ) определена и дифференцируема на некоторой окрестности 0. Так
как x̂ – локальное решение задачи (10),(11), то I(ξ) достигает локального ми-
нимума при ξ = 0. В силу теоремы Ферма I ′(0) = 0. Для завершения доказа-
тельства достаточно заметить, что

I ′(0) =

∫
∆

m∑
k=0

âk(t)h
(k)(t) dt.

Последнее равенство вытекает из правила Лейбница дифференцирования ин-
тегралов, зависящих от параметра. I

Теорема 2.Если в условиях леммы 3 x̂ принадлежит C2m(∆), а функции
L′uk(t, u0, u1, . . . , um) k раз непрерывно дифференцируемы по совокупности пере-
менных , то âk ∈ Ck(∆) (k = 0, 1, . . . ,m) и функция x̂ удовлетворяет диффе-
ренциальному уравнению

m∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
L′uk(t, x(t), x′(t), . . . , x(m)(t)) = 0, (14)

называемому уравнением Эйлера–Пуассона в дифференциальной форме.
J Теорема вытекает из лемм 2, 3.I
Поскольку порядок диференциального уравнения (14) равен 2m, его общее

решение x зависит от 2m произвольных постоянных: x = x(t, C1, C2, . . . , C2m).
Для нахождения этих постоянных можно воспользоваться граничными услови-
ями (11). В качестве примера рассмотрим вариационную задачу

f(x) =

1∫
0

x′′
2
(t) dt→ min,

x(0) = x′(0) = x′(1) = 0, x(1) = 1.

В рассматриваемом случае L(t, u0, u1, u2) = u2
2, поэтому L′u0 = L′u1 = 0,

L′u2 = 2u2. Уравнение (14) имеет вид 2x(4) = 0. Его общее решение

x(t) = C0 + C1t+ C2t
2 + C3t

3
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– произвольный многочлен третьей степени. Постоянные Ci находим из гранич-
ных условий:

x(0) = C0 = 0, x′(0) = C1 = 0, x′(1) = 2C2 + 3C3 = 0, x(1) = C2 + C3 = 1.

Отсюда получаем C0 = C1 = 0, C2 = 3, C3 = −2. Искомая экстремаль
x(t) = 3t2 − 2t3. В рассматриваемом примере функционал f выпукл, поэто-
му необходимое условие локального минимума является достаточным условием
абсолютного минимума.

Возвращаясь к общему случаю задачи (10), (11), заметим, что для неё спра-
ведливы аналоги результатов, установленных для простейшей вариационной
задачи. Вопрос о существовании и гладкости обобщённых решений задачи (10),
(11) обсуждается в дополнении B.

5. Вариационные задачи на условный экстремум. Рассматривается
задача о минимизации интегрального функционала

f(x) =

∫
∆

L(t, x(t), x′(t)) dt,

определённого на вектор-функциях x класса C1(∆,Rn), удовлетворяющих кра-
евым условиям

x(t0) = x0, x(t1) = x1 (15)

и условиям связи вида

ϕi(t, x(t)) = 0, i = 1, . . . ,m, m < n. (16)

Предполагается, что функции L : ∆×Rn×Rn → R и ϕi : ∆×Rn → R, i = 1, . . .m
дважды непрерывно дифференцируемы по всем переменным; уравнения связи
(16) независимы, т.е.

rang


∂ϕ1

∂x1
· · · ∂ϕ1

∂xn... . . . ...
∂ϕm
∂x1

· · · ∂ϕm
∂xn

 = m;

связи (16) согласованы с краевыми условиями (15):

ϕi(t0, x0) = 0, ϕi(t1, x1) = 0 (i = 1, . . . ,m).

Поставленная задача относится к задачам на условный экстремум, посколь-
ку, кроме краевых условий (15), на искомую вектор-функцию наложены до-
полнительные условия связи (16). Краткости ради исследуемую задачу будем
обозначать символом (Z) и называть задачей на условный экстремум. Нас будут
интересовать необходимые условия локального минимума в этой задаче.
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Теорема 3 (нeобходимые условия локального минимума в задаче
(Z)). Пусть x̂(t) – локальное решение задачи (Z) класса C2(∆,Rn). Тогда суще-
ствуют такие непрерывные на отрезке ∆ функции λ1(t), . . . , λm(t), что x̂(t)
удовлетворяет системе дифференциальных уравнений

L′xj(t, x(t), x′(t))− d

dt
L′uj(t, x(t), x′(t)) +

m∑
i=1

λi(t)
∂gi
∂xj

(t, x(t)) = 0. (17)

Доказательство теоремы 3 приводится в следующем пункте. Если ввести
обозначение

L̄(t, x, u, λ(t)) = L(t, x, u) +
m∑
i=1

λi(t)gi(t, x),

где L̄(t, x, u, λ(t)) называется функцией Лагранжа, а функции λi (i = 1, . . . ,m)
– множителями Лагранжа, λ(t) = (λ1(t) . . . λm(t))T , то система (17) совпадает с
системой уравнений Эйлера–Лагранжа

L̄′xj =
d

dt
L̄′uj , (j = 1, . . . , n)

составленной для функционала

f̄(x) =

∫
∆

L̄(t, x(t), x′(t), λ(t)) dt.

Теорема 3 сводит решение задачи (Z) к исследованию экстремалей функциона-
ла f̄ при отсутствии уравнений связи. Приведённый способ аналогичен методу
множителей Лагранжа для решения задачи математического программирова-
ния. В рассматриваемом случае множители Лагранжа λi уже не скаляры, а
функции переменного t ∈ ∆.

6. Доказательство теоремы 3 проведём в случае m = 1. Оно опирает-
ся на ряд вспомогательных утверждений. Пусть b(t) – гладкая на отрезке ∆
вектор-функция со значениями в пространстве Rn (кратко b ∈ C1(∆,Rn)) и
b(t) 6= 0∀t ∈ ∆. Введём в рассмотрение множество

C1
0(∆, b⊥) := {h ∈ C1

0(∆,Rn), (h(t), b(t)) = 0 ∀t ∈ ∆}.

Лемма 4. Пусть a ∈ C(∆,Rn). Если∫
∆

(a(t), h(t)) dt = 0 ∀h ∈ C1
0(∆, b⊥),

то a(t) = µ(t)b(t), где µ : ∆→ R– непрерывная на отрезке ∆ функция.
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J Пусть h ∈ C1
0(∆, b⊥), ϕ ∈ C1(∆). Тогда ϕh ∈ C1

0(∆, b⊥) и в силу условий
леммы справедливо равенство∫

∆

ϕ(t)(a(t), h(t)) dt = 0.

Так как ϕ – произвольная функция класса C1(∆), то согласно лемме Лагранжа
(a(t), h(t)) = 0 для каждой функции h из C1

0(∆, b⊥).
Фиксируем число τ из интервала (t0, t1) и вектор v из Rn, для которого

(v, b(τ)) = 0. Построим такую вектор-функцию h из C1
0(0, b⊥), что h(τ) = v; спо-

соб построения предлагается придумать читателю в качестве самостоятельного
упражнения. В силу уже доказанного (a(t), h(t)) = 0, в частности,

(a(τ), h(τ)) = (a(τ), v) = 0.

Таким образом, (a(τ), v) = 0 для каждого вектора v, ортогонального вектору
b(τ). Отсюда следует равенство a(τ) = µ(τ)b(τ). Определяемая таким образом
функция µ(τ) непрерывна на интервале (t0, t1). По непрерывности равенство
a(t) = µ(t)b(t) продолжается на весь отрезок ∆.I

Положим
bi(t) =

∂ϕ1

∂xi
(t, x̂(t)) (i = 1, . . . , n)

и введём в рассмотрение вектор-функцию b(t) = (b1(t) . . . bn(t))T . В силу при-
нятых выше предположений b(t) – гладкая вектор-функция на отрезке ∆ и
b(t) 6= 0 ∀t ∈ ∆. Класс C1

0(∆, b⊥), определяемый этой вектор-функцией, заведо-
мо непуст.

Лемма 5. Пусть h ∈ C1
0(∆, b⊥). Тогда существует такая функция

η = η(t, ξ) (t ∈ ∆, |ξ| < δ, δ – некоторое положительное число), что

ϕ1(t, x̂(t) + ξh(t) + ηb(t)) = 0; (18)

функции η(t, ξ), η′ξ(t, ξ) непрерывны по совокупности переменных на ∆× (−δ, δ)
и

∂η

∂ξ
(t, 0) = 0. (19)

J Положим
Φ(t, ξ, η) = ϕ1(t, x̂(t) + ξh(t) + ηb(t)).

Тогда Φ(t, 0, 0) = 0; функция Φ непрерывно дифференцируема по переменным
t, η, ξ при t ∈ ∆, (ξ, η) ∈ U,U – некоторая окрестность точки (0,0);

Φ′ξ(t, 0, 0) = 0,Φ′η(t, 0, 0) 6= 0. (20)

Согласно теоремам о неявных функциях (см., например, [1]) существует функ-
ция η = η(t, ξ), удовлетворяющая условиям
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1) Φ(t, ξ, η(t, ξ)) = 0;
2) функции η(t, ξ), η′ξ(t, ξ) непрерывны по совокупности переменных на

∆ × (−δ, δ) при некотором δ > 0, справедливо правило дифференцирования
неявной функции η(t, ξ), а именно

∂η

∂ξ
(t, ξ) = −

Φ′ξ(t, ξ, η)

Φ′η(t, ξ, η)
. (21)

Функция η(t, ξ) является искомой. Действительно, она и её частная произ-
водная η′ξ(t, ξ) непрерывны по совокупности переменных на множестве
∆ × (−δ, δ), δ – некоторое положительное число; равенство (19) вытекает из
соотношений (20), (21). I

Введём в рассмотрение функции

a0i(t) := L′xi(t, x̂(t), x̂′(t)), a1i(t) := L′ui(t, x̂(t), x̂′(t)) (i = 1, . . . , n)

и вектор-функции

a0(t) := (a01(t), . . . , a0n(t)))T , a1(t) := (a11(t), . . . , a1n(t))T .

Поскольку x̂ ∈ C2(∆,Rn), а функция L(t, x, u) дважды непрерывно диффе-
ренцируема, то вектор-функции a0(t), a1(t) непрерывно дифференцируемы на
отрезке ∆. В частности, для любой вектор-функции h класса C1

0(∆,Rn) имеет
место равенство∫

∆

(a1(t), h′(t)) dt = (a1(t), h(t))|t1t0 −
∫
∆

(a′1(t), h(t)) dt = −
∫
∆

(a′1(t), h(t)) dt.

Из этого равенства вытекает формула∫
∆

[(a0(t), h(t)) + (a1(t), h′(t))] dt =

∫
∆

[(a0(t)− a′1(t), h(t))] dt. (22)

Доказательство теоремы 3. Пусть h ∈ C1
0(∆, b⊥), η(t, ξ) – функция, фи-

гурирующая в лемме 5. Вектор-функция x̂(t) + ξh(t) + η(t, ξ)b(t) удовлетворяет
ограничениям задачи (Z). Поскольку x̂ – локальное решение этой задачи, то
f(x̂ + ξh + η(., ξ)b) > f(x̂) при достаточно малых ξ. Иначе говоря, ξ = 0 есть
точка локального минимума функции I(ξ) := f(x̂+ξh+η(., ξ)b). В силу теоремы
Ферма имеем I ′(0) = 0. Расшифруем последнее равенство. Используя правило
Лейбница дифференцирования интегралов, зависящих от параметра, и форму-
лы (19), (22), приходим к соотношениям

I ′(0) =

∫
∆

[(a0(t), h(t)) + (a1(t), h′(t))] dt =

∫
∆

((a0(t)− a′1(t)), h(t)) dt = 0.
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В силу леммы 4 найдётся такая непрерывная на отрезке ∆ функция µ(t), что
a0(t)− a′1(t) = µ(t)b(t). Отсюда и следует (17) с λ1(t) = −µ(t).

В случае m = 1 теорема доказана. При m > 1 доказательство проводится по
той же схеме; читатель может найти его в [8], c. 105-106.I

Наряду с методом множителей Лагранжа для решения задачи (Z) применя-
ют метод исключения. Условия связи (16) используют для исключения m неиз-
вестных координат вектор-функции x(t). Рассмотрим, например, приведённую
в [14] задачу о нахождении экстремума функционала

f(x) =

∫ π
2

0

[
x2

1(t) + x2
2(t)− x′1

2
(t)− x′2

2
(t)
]
dt

на классе вектор-функций x(t) = (x1(t), x2(t))T , удовлетворяющих граничным
условиям:

x1(0) = 1, , x2(0) = −1, , x1

(π
2

)
= 1, x2

(π
2

)
= 1

и уравнению связи x1 − x2 − 2 cos t = 0.
Вряд ли для решения этой задачи целесообразно применять правило мно-

жителей Лагранжа; впрочем, данный подход также реализуем (см. [14], c. 514-
516). Проще всего воспользоваться вытекающим из уравнения связи равенством
x1(t) = x2(t) + 2 cos t и свести исследуемую проблему к задаче минимизации ин-
тегрального функционала, зависящей от одной неизвестной функции x2(t) . При
реализации намеченного подхода относительно неизвестной функции возникает
уравнение Эйлера.

7. Задача Больца. В простейшей вариационой задаче

f(x) =

∫
∆

L(t, x(t), x′(t)) dt→ min, x(t0) = x0, x(t1) = x1

числа x0, x1 предполагаются фиксированными. Отказ от этого предположения
приводит к задаче Больца

f(x) =

∫
∆

L(t, x(t), x′(t)) dt+ g(x(t0), x(t1))→ min . (23)

Минимизируемый функционал наряду с интегральным слагаемым содержит
терминальную часть — g(x(t0), x(t1)). Задача (1) может быть записана в стан-
дартной форме

f(x)→ min, x ∈ X := C1(∆).

Это позволяет обычным образом ввести понятия решения и локального реше-
ния задачи (23).

Считаем, что функции L(t, x, u), L′x(t, x, u), L′u(t, x, u) определены и непре-
рывны по совокупности переменных на ∆×R2, а функция g(z0, z1) определена
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и непрерывно дифференцируема на плоскости R2. В наших предположениях
функционал f : X → R всюду дифференцируем, а если говорить более точно,
при любых x и h из X существует производная f ′(x, h) функционала f в точке
x по направлению h:

f ′(x, h) = lim
ξ→0

f(x+ ξh)− f(x)

ξ
=

d

dξ
f(x+ ξh)

∣∣∣∣
ξ=0

=

=

∫
∆

[L′x(t, x(t), x′(t))h(t) + L′u(t, x(t), x′(t))h′(t)] dt+

+g′z0(x(t0), x(t1))h(t0) + g′z1(x(t0, x(t1))h(t1). (24)

Формула (24) вытекает из правила Лейбница дифференцирования интегралов,
зависящих от параметра.

Назовём элемент x из X критической точкой функционала f , если
f ′(x, h) = 0 для любого направления h из X.

Лемма 6. Элемент x из X есть критическая точка функционала f в том
и только в том случае, если выполнены условия:

1) функция x(t) является решением уравнения Эйлера

d

dt
L′u = L′x;

2) справедливы соотношения(
∂L

∂u
(t, x(t), x′(t)

)∣∣∣∣
t=t1

+ g′z1(x(t0), x(t1)) = 0, (25)

(
∂L

∂u
(t, x(t), x′(t)

)∣∣∣∣
t=t0

= g′z0(x(t0), x(t1)). (26)

J Пусть x – критическая точка функционала f . Тогда f ′(x, h) = 0 ∀h из X.
В частности, данное равенство имеет место для всех h из C1

0(∆). Согласно фор-
муле (24) отсюда вытекает равенство∫

∆

[L′x(t, x(t), x′(t))h(t) + L′u(t, x(t), x′(t))h′(t)] dt = 0 ∀h ∈ C1
0(∆).

Теперь выполнение первого условия следует из леммы Дюбуа–Реймона.
Для проверки соотношений (25),(26) снова воспользуемся формулой (24),

но уже для произвольной функции h из X. Интегрирование по частям влечёт
равенство ∫

∆

L′u(t, x(t), x′(t))h′(t) dt = L′u(t, x(t), x′(t))h(t)|t1to −
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−
∫
∆

h(t)
d

dt
L′u(t, x(t), x′(t)) dt,

объединяя которое с формулой (24) и уравнением Эйлера, получаем, что

f ′(x, h) =
(
L′u(t1, x(t1), x′(t1)) + g′z1(x(t0), x(t1))

)
h(t1)+

+
(
−L′u(t0, x(t0), x′(t0)) + g′z0(x(t0), x(t1))

)
h(t0). (27)

Поскольку f ′(x, h) = 0 для произвольной функции h из X, то из (27) следуют
равенства (25),(26).

Верно и обратное утверждение. Если выполнены условия 1), 2), то x – крити-
ческая точка функционала f . Для доказательства достаточно воспользоваться
проведёнными выше выкладками, но уже в обратном порядке.I

Непосредственным следствием леммы 6 является
Теорема 4. Пусть x̂ – локальное решение задачи (23). Тогда x̂ есть реше-

ние уравнения Эйлера, удовлетворяющее граничным условиям (25), (26).
Граничные условия (25),(26) называют естественными. В исходной вариа-

ционной задаче (23) эти условия отсутствуют, однако они возникают при её
анализе. В качестве примера рассмотрим функционал

f(x) =

∫
∆

(
a(t)x′

2
(t) + b(t)x2(t)− 2c(t)x(t)

)
dt+ k0x

2(t0) + k1x
2(t1).

Здесь a(t), b(t), c(t) – непрерывные на отрезке ∆ функции, k0, k1 – действитель-
ные постоянные. В этом случае

L(t, x, u) = a(t)u2 + b(t)x2 − 2c(t)x, g(z0, z1) = k0z
2
0 + k1z

2
1 .

Естественные краевые условия имеют вид

a(t1)x′(t1) + k1x(t1) = 0, a(t0)x′(t0) = k0x(t0).

В математической физике в подобной ситуации говорят о смешанном краевом
условии (k2

0 + k2
1 > 0) и задаче Неймана при k0 = k1 = 0.

В теореме 4 содержатся необходимые условия локального минимума первого
порядка для задачи (23). Они могут быть дополнены достаточными условиями
минимума. Например, если функции L(t, .), g выпуклы на R2, то необходимые
условия локального минимума, даваемые теоремой (4), являются достаточны-
ми для абсолютного минимума. Двукратная непрерывная дифференцируемость
функций L, g гарантирует двукратную дифференцируемость функционала f и
позволяет сформулировать условия минимума второго порядка, аналогичные
изложенным в предшествующем параграфе применительно к простейшей ва-
риационной задаче.
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1.3 Вариационные принципы

1. Принцип Ферма и закон Снеллиуса. Хорошо известно, что в однород-
ной среде свет распространяется по прямой линии. Если же среда неоднородна,
то траектория света может быть и криволинейной; например, если имеются
две однородные среды, занимающие две полуплоскости, то при переходе че-
рез плоскость раздела происходит преломление света. Соответствующий закон
преломления был найден голландским учёным Снеллиусом.

Математическое объяснение закона преломления было дано Ферма. Для его
формулировки введём понятие оптической длины пути. Пусть v = v(x, y, z) –
скорость распространения луча света в точке (x, y, z), Γ – траектория луча све-
та, ds – элемент длины кривой Γ. Тогда по определению скорости
ds/dt = v(x, y, z). Отсюда время прохождения траектории Γ равно криволи-
нейному интегралу первого рода

T =

∮
Γ

ds

v(x, y, z)
;

число T называют оптической длиной пути. Принцип Ферма гласит: из всех
траекторий, соединяющих точки A, B, свет выбирает ту, оптическая дли-
на которой минимальна. Принцип Ферма сводит задачу оптики к следующей
вариационной задаче:

T =

∮
Γ

ds

v(x, y, z)
→ min; (1)

минимизация происходит по всем кривым, соединяющим точки A,B.
Применим принцип Ферма к задаче Снеллиуса о законе преломления. Пусть

в плоскости Π даны две точки A,B , расположенные по разные стороны от пря-
мой l, разделяющей две среды. Требуется на прямой l найти точку C такую,
что время преодоления пути ACB было минимальным при условии, что ско-
рость света в содержащей точку A полуплоскости Π+ равна v1, а скорость в
другой полуплоскости (содержащей точку B) равна v2. Для формализации за-
дачи направим ось OX по прямой l, разделяющей две среды, а ось OY проведём
перпендикулярно прямой l через точку A. Пусть координаты точек A,B ока-
зались такими A = (0, a), B = (d,−b) (a > 0, b > 0, d > 0). Возьмём на оси OX
точку C с координатами (x, 0). Тогда оптическая длина пути ACB равна

T =
|AC|
v1

+
|CB|
v2

=

√
a2 + x2

v1

+

√
b2 + (d− x)2

v2

.

В итоге возникла следующая экстремальная задача без ограничений

f(x) :=

√
a2 + x2

v1

+

√
b2 + (d− x)2

v2

→ min . (2)
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Минимизируемая функция дважды дифференцируема и строго выпукла. Она
имеет единственную критическую точку, определяемую из уравнения

f ′(x) =
x

v1

√
a2 + x2

− d− x
v2

√
b2 + (d− x)2

= 0. (3)

В силу выпуклости функции f решение x̂ уравнения (3) есть решение экстре-
мальной задачи (2). Равенство

x̂

v1

√
a2 + x̂2

=
d− x̂

v2

√
b2 + (d− x̂)2

эквивалентно соотношению

sinα1

v1

=
sinα2

v2

, (4)

выражающему закон Снеллиуса: отношение синусов угла падения и угла от-
ражения равно отношению скоростей в первой и второй среде.

2. Задача Лопиталя. Пусть скорость распространения света в плоскости
xOy равна v(x, y). Найдём световой луч, соединяющий точки (x0, y0), (x1, y1).
Будем считать, что x0 < x1 и траектория распространения светового луча за-
даётся явным уравнением y = y(x) (x0 6 x 6 x1). В силу принципа Ферма
поставленная задача сводится к следующей простейшей вариационной задаче

J(y) :=

x1∫
x0

√
1 + y′2(x)

v(x, y(x))
dx→ min,

(5)

y(x0) = y0, y(x1) = y1.

Если функция v(x, y) зависит лишь от одного из переменных x, y , то задача
(5) существенно упрощается. Рассмотрим вначале случай, когда v зависит лишь
от y (задача Лопиталя). В этом случае интегрант задачи (5)

L(x, y, z) =

√
1 + z2

v(y)

не зависит от x, поэтому имеет место интеграл энергии y′L′z − L = C1, что в
рассматриваемом случае эквивалентно соотношению√

1 + y′2v(y) = C1 − (закон Снеллиуса).

Отсюда вытекают равенства

1 +

(
dy

dx

)2

=
C2

1

v2(y)
,
dy

dx
=

√
C2

1 − v2(y)

v(y)
.
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В итоге получено дифференциальное уравнение первого порядка с разделяю-
щимися переменными. Таким образом, имеем

x+ C2 =

∫
v(y)√

C2
1 − v2(y)

dy = Φ(y, C1). (6)

Для определения неизвестных констант C1, C2 следует воспользоваться краевы-
ми условиями y(x0) = y0, y(x1) = y1. После этого найденное решение y(x;C1, C2)
краевой задачи для уравнения Эйлера необходимо исследовать на оптималь-
ность, используя, например, достаточные условия минимума.

Если функция v зависит лишь от x, то функция L(x, y, z) =
√

1+z2

v(x)
при любом

x выпукла по совокупности переменных y, z, что влечёт за собой выпуклость
функционала J и совпадение необходимых и достаточных условий минимума. В
этом случае имеет место интеграл импульса L′z = C1, что приводит к равенствам

y′√
1 + y′2

= C1v(x), y′ =
C1v(x)√

1− C2
1v

2(x)
.

Отсюда находится общее решение уравнения Эйлера y(x) = Φ(x,C1)+C2; здесь
Φ(x,C1) – некоторая первообразная функции

C1v(x)√
1− C2

1v
2(x)

.

Константы C1, C2 определяются из граничных условий задачи (5). Соответству-
ющее решение y(x;C1, C2) краевой задачи для уравнения Эйлера в данном слу-
чае является решением задачи (5).

3. Частные случаи задачи Лопиталя. Пусть v(y) = kym, где y > 0, k –
положительная постоянная. Не нарушая общности, можно считать k = 1; на
возражения физиков ответим, что равенства k = 1 можно добиться, изменяя
единицы измерения.

1) Наиболее прост случай m = 0. В этом случае траектории луча света есть
прямые — факт очевидный и без вариационного исчисления.

2) Подробнее остановимся на случае m = 1. В этом случае v(y) = y; из
равенства (6) следует соотношение

x+ C2 =

∫
y√

C2
1 − y2

dy.

Поэтому экстремалями рассматриваемой задачи явдяются окружности, опреде-
ляемые уравнением (x+C2)2+y2 = C2

1 . Центры этих окружностей расположены
на оси абсцисс. Искомой будет та экстремаль, которая проходит через заданные
точки (x0, y0), (x1, y1), где y0 > 0, y1 > 0. Задача имеет единственное решение,
так как через любые две точки, лежащие в верхней полуплоскости, проходит
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одна и только одна полуокружность с центром на оси абсцисс. Экстремали, про-
ходящие через точку (x0, y0), попарно не пересекаются. На основании признака
Якоби в его геометрической форме (см. п. 1.7) отсюда вытекает, что экстре-
маль, проходящая через точки (x0, y0), (x1, y1), реализует локальный минимум
функционала J .

C рассматриваемой задачей связана модель плоскости Лобачевского, пред-
ложенная французским математиком А. Пуанкаре. Можно показать, что часть
AD полуокружности Γ, один из концов которой лежит на оси абсцисс, имеет
бесконечную оптическую длину. Точки оси OX будем называть бесконечно уда-
лёнными. Будем считать полуокружности с центрами на оси абсцисс прямыми,
оптические длины таких полуокружностей – их длинами, углами между такими
прямыми – углы между касательными в точке их пересечения. Получим плос-
кую геометрию, в которой сохраняются многие положения обычной геометрии.
Например, через две точки можно провести одну и только одну прямую. Парал-
лельными будем считать две прямые, имеющие общую бесконечно удалённую
точку (т.е. две полуокружности, касающиеся друг друга в точке, лежащей на
оси абсцисс). Тогда через данную точку, не лежащую на прямой Γ, можно про-
вести две прямые Γ1 и Γ2, параллельные Γ.

3) При m > 0 ситуация во многом аналогична возникающей при m = 1.
Рассмотрим случай m = 1/2, встречавшийся ранее в задаче о брахистохроне.
Из закона Снеллиуса следует равенство y(1 + y′2) = C1. Проинтегрируем это
уравнение в параметрической форме, полагая

y′ = tg
ϕ

2
, (ϕ 6= ±π).

Отсюда получаем
y = C1 cos2 ϕ

2
(C1 > 0).

Поскольку
dy = −C1 cos

ϕ

2
sin

ϕ

2
dϕ = y′dx = tg

ϕ

2
dx,

то
dx = −C1cos2ϕ

2
dϕ = −C1

2
(1 + cosϕ)dϕ.

Интегрируя, приходим к соотношению

x = −C1

2
(ϕ+ sinϕ) + C ′.

Последнее уравнение преобразуем, переходя от параметра ϕ к параметру t с
помощью равенства ϕ = π − t. Тогда

x = −C1

2
(π − t+ sin(π − t)) + C ′,

или окончательно
x =

C1

2
(t− sin t) + C2.
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Вспоминая выражение для y, получаем

y = C1 cos2 ϕ

2
=
C1

2
(1 + cosϕ) =

C1

2
(1− cos t).

Таким образом, экстремалями в задаче о брахистохроне являются циклои-
ды, параметрические уравнения которых имеют вид

x =
C1

2
(t− sin t) + C2; y =

C1

2
(1− cos t),

причём геометрический смысл C1 – диаметр окружности, катящейся без сколь-
жения по прямой OX, а C2 – величина сдвига вдоль оси OX в том или ином
направлении. Полученные циклоиды имеют точки возврата на оси OX при
t = 0,±2π, . . . , где y′ обращается в бесконечность. Следовательно, задача о
брахистохроне решений класса C1 не имеет.

4) При m = −1 задача Лопиталя с v(y) = y−1 эквивалентна задаче о поверх-
ности вращения наименьшей площади, ставящейся следующим образом: среди
множества гладких кривых, проходящих через две фиксированные точки A и B,
найти такую кривую, чтобы поверхность вращения этой кривой вокруг прямой
l, лежащей в её плоскости, имела наименьшую площадь.

Формализуем задачу. Будем считать, что прямая l совпадает с осью абсцисс
в координатной плоскости XOY , а рассматриваемые кривые являются графи-
ками положительных функций y класса C1(∆), ∆ = [x0, x1],−∞ < x0 < x1 <∞,
причём y(x0) = y0, y(x1) = y1; здесь (x0, y0) и (x1, y1) – координаты точек A и
B соответственно. Поставленная геометрическая задача сводится к следующей
простейшей вариационной задаче

S(y) = 2π

∫
∆

y(x)
√

1 + y′2(x) dx→ min,

y(x0) = y0, y(x1) = y1.

Здесь S(y) – площадь соответствующей поверхности вращения. Из закона
Снеллиуса следует соотношение

y = C1

√
1 + y′2.

Для интегрирования полученного уравнения введём новое переменное ϕ с по-
мощью равенства

y′ = shϕ,

из которого, пользуясь свойствами гиперболических функций, получаем

1 + y′
2

= ch2 ϕ.

Следовательно, y = C1 chϕ и dy = C1 shϕdϕ. Деля обе части последнего равен-
ства на dx и сравнивая с соотношением, вводящим новое переменное, получаем
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простое дифференциальное уравнение dx = C1dϕ, из которого находим сначала
x = C1ϕ+ C2, а затем и

ϕ =
x− C2

C1

, C1 6= 0.

Подставляя найденное значение ϕ в полученное ранее соотношение y = C1 chϕ,
получаем двухпараметрическое семейство цепных линий

y = C1 ch
x− C2

C1

,

с осями симметрии, параллельными оси ординат и задаваемыми уравнениями
x = C2. Вершины цепных линий располагаются в точках (C2, C1).

Далее следует выяснить, можно ли через точки A,B провести кривую линию
расматриваемого семейства. Обсудим этот вопрос в случае x0 = −1, x1 = 1,
y0 = y1 = h > 0. В этой ситуации вопрос сводится к задаче о разрешимости
уравнения

C ch
1

C
= h

относительно C. Несложные вычисления показывают, что функция
ψ(ξ) := ξ ch 1

ξ
строго выпукла и бесконечно дифференцируема на луче (0,∞).

Она достигает абсолютного минимума в единственной точке ξ0 и ψ(ξ0) ≈ 1, 51.
Если h < ψ(ξ0), то экстремали, соединяющей точки A,B, нет. При h = ψ(ξ0)
будет одна экстремаль, соединяющая точки A,B, а при h > ψ(ξ0) таких экс-
тремалей будет две. В этом последнем случае мы получаем два значения C:
меньшему из них соответствует более низкая цепная линия, а большему – более
высокая. Для нижней цепной линии условие Якоби не выполнено, а для верхней
оно выполнено. Поэтому нижняя цепная линия не даёт минимума, а верхняя
даёт сильный минимум (соответствующие выкладки можно найти в [7]).

4. Принцип Торичелли и задача о прогибе тяжелой однородной
нити. Определим форму однородной, гибкой, нo нерастяжимой нити длины l,
подвешенной своими концами в точках A = (x0, y0) и B = (x1, y1), (x0 < x1), ес-
ли на неё действует только сила тяжести. Основу решения составляет принцип
Торичелли: тяжёлая система материальных точек с идеальными связями
находится в равновесии только при том условии, что высота её центра масс
имеет стационарное значение.

Если нить задаётся как график функции y = y(x), x ∈ ∆ = [x0, x1], то
координаты (xc, yc) её центра масс определяются равенствами

xc =
1

l

∫
∆

x
√

1 + y′2(x) dx, yc =
1

l

∫
∆

y(x)
√

1 + y′2(x) dx.

Поэтому задача о прогибе нити сводится к нахождению критической точки
функционала

J0(y) =

∫
∆

y(x)
√

1 + y′2(x) dx
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при условиях связи

J1(y) =

∫
∆

√
1 + y′2(x) dx = l, y(x0) = y0, y(x1) = y1.

Решение поставленной задачи есть экстремаль функционала

J(y) = J0(y) + λJ1(y) =

∫
∆

(y(x) + λ)
√

1 + y′2(x) dx

при некотором λ. Положим z(x) = y(x) + λ. Тогда всё сводится к поиску экс-
тремалей функционала

I(z) =

∫
∆

z(x)
√

1 + z′2(x) dx.

В силу результатов предшествующего пункта, относящихся к случаю
v(y) = y−1, семейство экстремалей этого функционала имеет вид

z(x;C1, C2) = C1 ch
x− C2

C1

.

Следовательно,

y(x) = C3 + C1 ch
x− C2

C1

.

Постоянные C1, C2, C3 находятся из условий связи. Исследование возникающей
здесь системы уравнений составляло (и будет составлять) тему многих курсо-
вых, дипломных и других квалификационных работ.

Рассмотрим близкую задачу о равновесии стержня. Пусть стержень длины
l заделан в точках A = (x0, y0) и B = (x1, y1). Из теории упругости известно,
что потенциальная энергия стержня в деформированном состоянии пропорцио-
нальна интегралу, взятому вдоль стержня, от квадрата его кривизны. Примем
за независимую переменную длину стержня s, отсчитываемую от точки A, и
обозначим через θ(s), s ∈ ∆ = [0, l] угол, образованный касательной к стержню
с осью OX. Кривизна равна θ′(s), а потенциальная энергия деформированного
стержня (с точностью до постоянного множителя) выражается интегралом

J0(θ) :=

∫
∆

θ′
2
(s) ds.

Справедливы равенства

dx

ds
= cos θ,

dy

ds
= sin θ,
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приводящие к следующим условиям связи

J1(θ) :=

∫
∆

cos θ(s) ds = x1 − x0, J2(θ) :=

∫
∆

sin θ(s) ds = y1 − y0. (7)

Кроме того, заделанность стержня эквивалентна граничным условиям

θ(0) = a0, θ(l) = a1, (8)

где a0, a1 – некоторые фиксированные числа. Воспользуемся принципом стаци-
онарности потенциальной энергии: система материальных точек находится
в равновесии тогда и только тогда, когда её потенциальная энергия имеет
стационарное значение.

В соответствии с этим принципом характеризующая положение равновесия
стержня функция θ(s), s ∈ ∆ является экстремалью функционала Лагранжа

J(θ) = J0(θ) + λ1J1(θ) + λ2J2(θ) =

∫
∆

[
θ′

2
(s) + λ cos θ(s) + λ2 sin θ(s)

]
ds,

где λ1, λ2 – множители Лагранжа (проверка условий регулярности условий свя-
зи (7) предоставляется читателю). Интегрант функционала J не содержит неза-
висимой переменной s, а потому можно сразу выписать первый интеграл урав-
нения Эйлера:

θ′
2

= C + λ1 cos θ + λ2 sin θ. (9)

Введём новые постоянные

h = C +
√
λ2

1 + λ2
2, k2 =

2
√
λ2

1 + λ2
2

C +
√
λ2

1 + λ2
2

и вместо θ введём новую переменную

ϕ =
θ − θ0

2
, где θ0 = arctg

λ2

λ1

.

Теперь (9) приводится к виду

dϕ

ds
=

√
h

2

√
1− k2 sin2 ϕ,

откуда получаем

s =
2√
h

∫
dϕ√

1− k2 sin2 ϕ
+ s0.

Постоянные h, k2, θ0, s0 должны определяться из условий (7),(8).
Декартовы координаты точек стержня находятся так:

dx = cos θds = cos(2ϕ+ θ0)ds, dy = sin θds = sin(2ϕ+ θ0)ds,
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или в силу того, что

ds =
2dϕ

√
h
√

1− k2 sin2 ϕ
,

получим

dx =
2 cos(2ϕ+ θ0)√
h(1− k2 sin2 ϕ)

dϕ, dy =
2 sin(2ϕ+ θ0√
h(1− k2 sin2 ϕ)

dϕ,

откуда x и y определяются с помощью квадратур.
5. Принцип стационарного действия. Рассмотрим систему n материаль-

ных точек с массами mk и координатами xk, yk, zk (k = 1, . . . , n). Предположим,
что движение системы подчинено связям

ϕj(t, x, y, z) = 0 (j = 1, . . . ), где m < n, (10)

и происходит под действием сил Fk(Xk, Yk, Zk) (k = 1, . . . , n), имеющих потен-
циал (силовую функцию ) U = U(x, y, x, t):

Xk =
∂U

∂xk
, Yk =

∂U

∂yk
, Zk =

∂U

∂zk
(k = 1, . . . , n).

Кинетическая энергия этой системы равна

T =
1

2

n∑
k=1

mk

(
ẋ2
k + ẏ2

k + ż2
k

)
.

Пусть из некоторого положения A, соответствующего моменту времени t = t0,
эта система переместилась к моменту времени t = t1 в некоторое положение
B. Из всех возможных перемещений системы из A в B выбирается класс допу-
стимых движений, а именно тех движений, которые совместимы с условиями
связи (10) и в заданный промежуток времени ∆ = [t0, t1] переводят систему из
A в B.

Обозначим кинетический потенциал (функцию Лагранжа) через L = T +U .
Каждому допустимому движению x(t), y(t), z(t) (t ∈ ∆) сопоставим интеграл

W =

∫
∆

Ldt, (11)

называемый интегралом действия. Его можно рассматривать как функционал,
определённый на допустимых действиях.Принцип стационарного действия
можно сформулировать следующим образом: кривая x(t), y(t), z(t), определяю-
щая закон движения системы, согласуемый со связями (10), является экстре-
малью для интеграла действия при дополнительных условиях – уравнениях
связи (10).
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Это означает, что она должна быть решением системы уравнений Эйлера,
построенной для интегранта

L̄ = L+
m∑
j=1

λjϕj.

Подставляя функцию L̄ в систему уравнений Эйлера

d

dt
L̄′ẋi = L̄′xi ,

d

dt
L̄′ẏi = L̄′yi ,

d

dt
L̄′żi = L̄′zi , (k = 1, . . . , n),

получим соотношения:

mkẍk =
∂U

∂xk
+

m∑
j=1

λj
∂ϕj
∂xk

;

mkÿk =
∂U

∂yk
+

m∑
j=1

λj
∂ϕj
∂yk

;

mkz̈k =
∂U

∂zk
+

m∑
j=1

λj
∂ϕj
∂zk

,

являющиеся уравнениями Лагранжа первого рода механической системы.
Отметим частный, но весьма важный случай. Пусть имеется одна матери-

альная точка единичной массы (m = 1), одно условие связи ϕ(x, y, z) = 0 и
отсутствуют внешние силы (F = 0). В этом случае уравнения Лагранжа перво-
го рода существенно упрощаются и принимают вид

d2x

dt2
= λ(t)

∂ϕ

∂x
,

d2y

dt2
= λ(t)

∂ϕ

∂y
,

d2z

dt2
= λ(t)

∂ϕ

∂z
.

Если ~r(t) = (x(t), y(t), z(t) – радиус-вектор расматриваемой материальной точ-
ки, то справедливы соотношения

ϕ(~r) = 0,
d2~r

dt2
= λ(t) ∇ϕ(r) . (12)

Дифференцируя условие связи ϕ(~r(t)) = 0 по t, приходим к равенству(
∇ϕ(~r(t)),

d~r(t)

dt

)
= 0 .

Это равенство и (12) приводят к соотношению

d

dt

∣∣∣∣d~r(t)dt

∣∣∣∣2 = 2

(
~r(t),

d~r(t)

dt

)
≡ 0 ,



44

означающему, что скорость v(t) = |~r′(t)| движения точки постоянна. Если s –
натуральный параметр кривой ~r = ~r(t), то v = s′t. Справедливо равенство

d2~r

dt2
=

d2~r

ds2
v2 +

d~r

ds
v′t =

d2~r

ds2
v2 = λ(t)∇ϕ(~r) ,

имеющее простой геометрический смысл: главная нормаль к кривой ~r = ~r(t)
совпадает с нормалью к поверхности ϕ(~r) = 0. Отсюда вытекает, что кривая
~r = ~r(t) является геодезической. Суммируя, приходим к весьма интересному и с
точки зрения механики, и с точки зрения математики выводу: скорость переме-
щения материальной точки по поверхности постоянна, а траектория движения
будет геодезической.

Коснёмся уравнений Лагранжа второго рода. Для их вывода тоже можно
воспользоваться необходимыми условиями для соответствующей вариационной
задачи.

Рассмотрим произвольную механическую систему в промежуток времени
∆ = [t0, t1]. Пусть состояние системы определяется обобщёнными координатами
qi и обобщёнными скоростями q̇i, i = 1, . . . , n. Тогда функция Лагранжа будет
определяться временем t и этими величинами: L = L(t, qi, q̇i), а интеграл дей-
ствияW – равенством (11).Принцип стационарного действия в этом случае
формулируется следующим образом: кривая qi = qi(t) (i = 1, . . . , n), описываю-
щая реальное движение механической системы есть экстремаль для нтеграла
действия, то есть для неё должны иметь место уравнения Эйлера

d

dt
Lq̇i = Lqi , (i = 1, . . . , n),

совпадающие в рассматриваемом случае с уравнениями Лагранжа второго рода.
В заключение главы позволю себе привести достаточно обширную цитату

из замечательной книги К. Ланцоша «Вариационные принципы механики» [23].
Вот что пишет автор этого исключительного по красоте произведения: «в зада-
чах о движении существенны лишь стационарные значения некоторых опреде-
лённых интегралов. Поэтому имеется значительное различие между вариаци-
онным исчислением – ветвью чистой математики, и его приложением к задачам
механики – с другой. С точки зрения чистой математики задача о нахождении
стационарных значений не представляет большого интереса. После установле-
ния критерия для стационарных точек идут дальше и ищут дополнительные
критерии для истинных экстремумов. Для вариационных принципов механики,
однако, эти последние исследования представляют интерес только при реше-
нии задач устойчивости, когда ищется действительный минимум потенциаль-
ной энергии. Задачи же по определению движения не связаны со специальными
условиями существования таких минимумов».

Точка зрения Ланцоша во многом спорна. Уже к середине двадцатого века
трудами многих математиков было создано вариационное исчисление в целом,
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та самая часть вариационного исчисления, в которой основное внимание уделя-
ется поиску стационарных (не обязательно минимальных или максимальных)
значений функционалов. Механики, физики и вообще все учёные проявляли и
проявляют значительный интерес к оптимизационным задачам. Вместе с тем
учебников по глобальному вариационному исчислению, доступных массовому
читателю, так и нет. В научной литературе вопросы вариационного исчисле-
ния в целом достаточно широко обсуждались. Ограничусь лишь ссылкой на
имеющую большую библиографию книгу [16].
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Глава 2

Принцип максимума Понтрягина

2.1 Постановка задачи оптимального управления
1. Уравнения движения объекта. Пусть состояние некоторого объекта в

моменты времени t ∈ [t0, t1] характеризуется n величинами x1(t), . . . , xn(t), ко-
торые назовём фазовыми переменными и будем считать компонентами вектор-
функции x(t) = {x1(t), . . . , xn(t)}T (здесь и далее символ T означает операцию
транспонирования). Предположим, что объект может изменять своё состояние
под влиянием некоторых воздействий u1(t), . . . , um(t), называемых в дальней-
шем управлениями. Вектор-функцию u(t) = (u1(t) . . . um(t))T назовём управ-
лением. Размерности n и m фазового и управляющего векторов могут быть
различными.

Пару вектор-функций x(t), u(t) будем называть управляемым процессом. В
качестве примера управляемого процесса рассмотрим движение автомобиля в
плоскости OX1X2. Состояние автомобиля можно охарактеризовать двумя ко-
ординатами x1, x2 и компонентами скорости v1, v2. Эти величины изменяются
в зависимости от силы двигателя F = (F1, F2). В рассматриваемом примере
имеются шесть связанных между собой параметров: x1, x2, v1, v2, F1, F2. Силу
двигателя можно принять за управление, параметры x1, x2, v1, v2 играют роль
фазовых переменных.

Ниже предполагается, что скорость изменения фазовых переменных опре-
деляется значениями в тот же момент фазового вектора и управления. Именно,
пусть поведение объекта описывается системой дифференциальных уравнений

dxi
dt

= fi(x, u, t) (i = 1, . . . , n) ,

записываемой далее в векторном виде

dx

dt
= f(x, u, t), (1)

где f = (f1 . . . fn)T . Если правая часть уравнения (1) не зависит от t, то управ-
ляемый объект называется стационарным.

47
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Для однозначного определения фазовых переменных необходимо к системе
(1) присоединить соотношение

x(t0) = x0, (2)

характеризующее начальное положение объекта. Если некоторому управлению
u(t) соответствует единственное решение x(t) дифференциального уравнения

dx

dt
= f(x, u(t), t) , (3)

удовлетворяющее начальному условию (2), то x(t) называют фазовой траекто-
рией, соответствующей управлению u(t).

Частным случаем системы (1) является система

dx

dt
= A(t)x+ b(u, t) . (4)

Здесь A(t) – квадратная матрица размеров n×n, b(u, t) = (b1(u, t), . . . , bn(u, t))T

– вектор-функция переменных u, t. Объект, описываемой системой (4), будем
называть линейным по фазовым переменным.

Дальнейшей специализацией системы (1) является система

dx

dt
= A(t)x+B(t)u+ c(t) , (6)

где A(t) имеет тот же смысл, что и в (4), B(t) – матрица размеров n×m, c(t) –
вектор-функция. Соответствующий (5) управляемый объект назовём линейным
по фазовым переменным и управлениям.

2. Допустимые управления. Управление u : [t0,∞)→ Rm будем называть
кусочно-непрерывным, если на каждом отрезке [t0, t1] оно непрерывно всюду за
исключением конечного числа точек, в которых отображение u(t) имеет раз-
рывы первого рода. Значение кусочно-непрерывного отображения u(t) в точке
разрыва не играет существенной роли в дальнейшем. Условимся считать, что
все рассматриваемые ниже кусочно-непрерывные функции непрерывны спра-
ва. Совокупность кусочно-непрерывных отображений [t0,∞) в Rm обозначим
символом Dm.

В качестве класса допустимых управлений чаще всего используют совокуп-
ность таких отображений u ∈ Dm, что

u(t) ∈ Ω (t > t0) . (6)

Здесь Ω – некоторое замкнутое подмножество Rm; случай Ω = Rm не исключа-
ется. Множество отображений u класса Dm, для которых выполнено включение
(6), обозначим символом U (Ω).

Под решением задачи Коши (2), (3) ниже понимается непрерывная при t > t0
функция x(t), удовлетворяющая уравнению (3) всюду за исключением точек
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разрыва управления u(t). Функция x(t) является решением интегрального урав-
нения

x(t) = x0 +

t∫
t0

f [x(s), u(s), s] ds . (7)

Если функции fi(x, u, t), ∂fi/∂xj(x, u, t) (i, j = 1, . . . , n) непрерывны по сово-
купности переменных x ∈ Rn, u ∈ Ω, t > t0, то задача Коши (2), (3) имеет
единственное решение, определённое на некотором отрезке [t0, t0 +h]. Величина
h может зависеть от выбора управления u. Если сверх того имеет место оценка

xf(x, u, t) 6 c(R, T0)(1 + |x|2) , (8)

в которой xy – скалярное произведение в Rn, |x| – евклидова норма в Rn, c(R, T0)
– постоянная не зависящая от x из Rn и u из Ω, то число h может быть произ-
вольным.

Соотношение (8) имеет место для линейной по фазовым переменным си-
стемы (4), если только матрица A(t) и вектор-функция b(u, t) непрерывны по
совокупности переменных. В общем случае (8) является достаточным условием
нелокальной продолжимости решений задачи Коши (2), (3). Оно может выпол-
няться и для некоторых нелинейных управляемых объектов.

3. Критерий качества управления. Пусть задан управляемый объект,
описываемый системой (1), фиксированы класс допустимых управлений U (Ω),
начальное состояние объекта и множество V конечных состояний объекта. Бу-
дем говорить, что управление u ∈ U (Ω) переводит точку x0 в множество V
за время t1 − t0, если правый конец x(t1) траектории x(t), соответствующей
управлению u(t), принадлежит V . Если существует несколько управлений, пе-
реводящих точку x0 в множество V , то возникает задача о выборе оптимального
(в смысле какого-нибудь критерия) управления. Определим критерий качества
управления равенством

J(u) = g(x(t1), t1) , (9)

где g : Rn × [t0,∞) → R – некоторая скалярная функция, x(t) – траектория,
соответствующая управлению u(t).

Задача о минимизации функционала (9) на множестве U (Ω) будет записы-
ваться следующим образом

J(u) = g(x(t1), t1)→ min ,

dx

dt
= f(x, u, t), (10)

x(t0) = x0, x(t1) ∈ V, u ∈ U (Ω) .

Процесс (x(t), u(t), t1) называется допустимым, если x(t) – фазовая траектория,
соответствующая управлению u(t) (t0 6 t 6 t1), а x(t1) ∈ V . Допустимый про-
цесс (x̂(t), û(t), t̂1) называется оптимальным, если J(u) = g(x(t1), t1) > J(û) =
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g(x̂(t̂1), t̂1) для любого допустимого процесса. В этом случае û(t) называют оп-
тимальным управлением, x̂(t) – оптимальной траекторией, t̂1 – оптимальным
временем окончания процесса.

Функционал (9) называют терминальным или функционалом качества в
форме Майера. Задача с критерием качества в форме Больца

J1(u) = g(x(t1), t1) +

t1∫
t0

L(x(t), u(t), t) dt

легко сводится к задаче (10). Для этого к системе (1) присоединяют ещё одно
уравнение

dxn+1

dt
= L(x, u, t), xn+1(t0) = 0 .

Так как

xn+1(t1) =

t1∫
t0

L(x(t), u(t), t) dt ,

то J1(u) = g(x(t1), t1) + xn+1(t1), т.е. J1 является терминальным функционалом.
Если V = Rn, то (10) называют задачей со свободным правым концом. В

этом случае условие x(t1) ∈ V не накладывает ограничений на правый конец
траектории. Задачи со свободным правым концом в ряде отношений являются
наиболее простыми.

В приложениях представляет интерес вариант задачи (10), в котором время
t1 окончания процесса фиксировано и не подлежит оптимизации. Введённые
выше определения допустимого и оптимального процессов сохраняются, нуж-
но лишь считать время окончания процесса t1 постоянной величиной. В этом
случае будем предполагать, что управление u(t) непрерывно слева в точке t1.

2.2 Оптимизация линейных систем
1. Простейшая задача оптимального управления. Изучение задач оп-

тимального управления начнём с рассмотрения частного случая, весьма просто-
го с точки зрения используемых средств, но вместе с тем достаточно характер-
ного для данного круга вопросов. На взгляд автора, простейшей представляется
задача

J(u) = px(t1)→ min,

dx

dt
= A(t)x+ b(u, t), (1)

x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) .

Здесь p ∈ (Rn)∗ – вектор-строка, px = p1x1 + . . . pnxn – произведение строки
p = (p1 . . . pn) на столбец x = (x1 . . . xn)T , t1 – фиксированная величина (t1 > t0),
A(t), b(u, t) имеют тот же смысл, что и в (1.4).
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Будем предполагать, что b : Ω× [t0, t1]→ Rn – непрерывное по совокупности
переменных отображение, элементы aij(t) матрицы A(t) кусочно непрерывны
на отрезке [t0, t1].

Задача (1) представляет весьма упрощенный вариант задачи (1.10). Упро-
щение связано с тем, что рассматривается линейный по фазовым переменным
управляемый объект, время окончания процесса фиксировано, правый конец
предполагается свободным, критерий качества управления линейно зависит от
правого конца траектории.

Далее будет неоднократно использоваться одно вспомогательное утвержде-
ние о линейной системе

dx

dt
= A(t)x+ w(t) . (2)

Здесь w(t) – кусочно-непрерывная на отрезке [t0, t1] вектор-функция. Сопря-
жённой к (2) называется однородная система

dψ

dt
= −ψA(t) , (3)

где ψ – вектор-строка c n компонентами. Вектор ψ называется импульсом, а его
компоненты ψ1, . . . , ψn – сопряжёнными переменными. Под решением системы
(3) понимается непрерывная вектор-строка ψ(t), удовлетворяющая интеграль-
ному уравнению

ψ(t) = ψ(t1) +

t1∫
t

ψ(τ)A(τ) dτ ;

если матричная функция A(·) непрерывна в точке t, то функция ψ дифферен-
цируема в точке t и справедливо равенство (3).

Лемма 1. Пусть x(t) – решение системы (2), ψ(t) – решение системы (3).
Тогда

ψ(t1)x(t1)− ψ(t0)x(t0) =

t1∫
t0

ψ(t)w(t) dt . (4)

J Всюду (кроме точек разрыва матричной функции A(t) и вектор-функции
w(t)) имеем

d

dt
(ψ(t)x(t)) =

dψ(t)

dt
x(t) + ψ(t)

dx(t)

dt
=

= −ψ(t)A(t)x(t) + ψ(t)(A(t)x(t) + w(t)) = ψ(t)w(t) .

Интегрируя полученное равенство по отрезку [t0, t1], приходим (в силу формулы
Ньютона–Лейбница) к соотношению (4). I

Равенство (4) будем называть основным свойством сопряжённой системы.
2. Решение простейшей задачи. Ниже будет дана характеристика ре-

шения задачи (10), приводящая к достаточно простому способу его отыскания.
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Теорема 1. Пусть ψ̂(t) есть решение обратной задачи Коши

dψ

dt
= −ψA(t), ψ(t1) = −p . (5)

Для того чтобы управление û(t) было решением задачи (1), необходимо и до-
статочно, чтобы для каждого t из отрезка [t0, t1] имело место соотношение

ψ̂(t)b(û(t), t) = max
v∈Ω

ψ̂(t)b(v, t) . (6)

J Пусть u ∈ U (Ω), x(·) – соответствующая управлению u фазовая траектория.
Согласно лемме 1

ψ̂(t1)x(t1)− ψ̂(t0)x(t0) =

t1∫
t0

ψ̂(t)b(u(t), t) dt ,

Отсюда вытекает равенство

J(u) = −ψ̂(t0)x0 −
t1∫
t0

ψ̂(t)b(u(t), t) dt ,

означающее, что задача (1) эквивалентна задаче

J1(u) =

t1∫
t0

ψ̂(t)b(u(t), t) dt→ max , u ∈ U (Ω) . (7)

Если управление û удовлетворяет соотношению (6), то, очевидно,
J1(û) > J1(u) ∀u ∈ U (Ω), т.е. û – решение задач (1), (7). В части достаточ-
ности теорема 1 доказана.

Пусть теперь û – решение задачи (1). Тогда û является и решением задачи
(7). Предположим, что в некоторой точке τ из ∆ соотношение (6) не имеет
места, т.е. ψ̂(t)b(û(τ), τ) < ψ̂(τ)b(v, τ) для некоторого v из Ω. Так как функция
ψ̂(t)b(u, t) непрерывна, а функция û кусочно-непрерывна, то найдётся такой
отрезок [τ0, τ1] положительной длины, что [τ0, τ1] ⊂ ∆,

ψ̂(t)b(û(t), t) < ψ̂(t)b(v, t) ∀t ∈ [τ0, τ1] (8)

и управление û непрерывно в точках τ0, τ1. Положим

ũ(t) =

{
û(t), если t /∈ [τ0, τ1)

v, если t ∈ [τ0, τ1).

Как нетрудно видеть, ũ ∈ U(Ω). В силу (8) J0(ũ) > J0(û), что эквивалентно
неравенству J(ũ) < J(u). Но это противоречит оптимальности управления û.I
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Процесс отыскания решения задачи (1) удобно разбить на два этапа. Внача-
ле находится решение обратной задачи Коши (5). Особенно просто первый этап
реализуется в случае постоянной матрицы A. Второй этап связан с отысканием
управления û, удовлетворяющего принципу максимума (6). Сложность этой за-
дачи зависит от структуры множества Ω и функции b(u, t). Если Ω – полиэдр,
а функция b(u, t) линейна по u, то нахождение û приводит к некоторой задаче
линейной оптимизации.

В качестве примера рассмотрим задачу о накоплении возмущений. Пусть
поведение системы с одной степенью свободы описывается линейным уравне-
нием

m
d2q

dt2
+ c

dq

dt
+ kq = F (t), (9)

где q – обобщённая координата системы, F – внешняя сила, m – масса, c –
коэффициент трения, k – коэффициент жёсткости. Будем считать, что внешняя
сила ограничена по модулю:

|F (t)| 6 F0 . (10) .

Пусть известно начальное состояние системы:

q(t0) = q0, q′(t0) = q1 . (11)

Задача о накоплении возмущений состоит в отыскании такого воздействия F (t),
которое сообщает уклонению системы I = q(t1) максимальное значение.

Положим x1 = q, x2 = q′, γ = c
m
, δ = k

m
, u = F

m
. Тогда задача о накоплении

возмущений сводится к следующему частному случаю задачи (1):

J(u) = −x1(t1)→ min,

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −δx1 − γx2 + u, (12)

x1(t0) = q0, x2(t0) = q1, |u(t)| 6 F0

m
,

В рассматриваемом случае

A =

(
0 1
−δ −γ

)
, p = (−1, 0), Ω =

[
−F0

m
,
F0

m

]
, b(u, t) =

(
0
u

)
.

Вектор-функция ψ̂(t) определяется как решение обратной задачи Коши

d

dt
(ψ1, ψ2) = −(ψ1ψ2)

(
0 1
−δ −γ

)
, (ψ1(t1), ψ2(t1)) = (1, 0) .

Принцип максимума (6) приводит к соотношениям

û(t)ψ2(t) = max
v∈Ω

vψ2(t), û(t) =
F0

m
sgn(ψ2(t)) . (13)
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Как нетрудно видеть, функция ψ2(t), фигурирующая в (13), есть решение сле-
дующей обратной задачи Коши

d2z

dt2
− γ dz

dt
+ δz = 0, z(t1) = 0, z′(t1) = −1 . (14)

Поэтому для решении задачи о накоплении возмущений достаточно найти
решение обратной задачи Коши (14), а затем воспользоваться формулой (13).
Здесь возможны два разных случая. Если трение достаточно велико, то харак-
теристическое уравнение λ2 − γλ + δ = 0 для дифференциального уравнения
(14) имеет действительные корни. В этой ситуации на каждом отрезке [t0, t1]
решение z(t) обращается в нуль не более чем один раз, поэтому оптимальное
управление û(t) либо постоянно, либо имеет лишь одну точку переключения.
При малом трении корни характеристического уравнения перестают быть дей-
ствительными, а соответствующее решение z(t) становится колеблющимся, чис-
ло его корней зависит от величины отрезка [t0, t1]. Решение задачи (12) в этом
случае есть кусочно-постоянная функция, принимающая поочерёдно значения
F0

m
и −F0

m
.

3. Задача об оптимальном быстродействии. Рассматривается управля-
емый объект, эволюция которого описывается соотношениями

dx

dt
= A(t)x+B(t)u+ c(t),

x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) . (15)

Здесь x = (x1 . . . xn)T – фазовый вектор, u = (u1 . . . um)T – управление, матри-
цы A(t), B(t), c(t) кусочно-непрерывны при t > t0, x0 – фиксированный элемент
Rn, Ω – непустое выпуклое замкнутое подмножество Rm. Таким образом, рас-
сматривается линейный по фазовым переменным и управлениям объект, класс
допустимых управлений которого есть выпуклое подмножество Dm.

Каждому числу t1 > t0 сопоставим множество K (t1), составленное из поло-
жений в момент t1 фазовых траекторий, соответствующих всевозможным до-
пустимым управлениям. Иными словами,

K (t1) := {x ∈ Rn, x = x(t1;x0, u), u ∈ U (Ω)} ,

где через x(t;x0, u) обозначена фазовая траектория, соответствующая управ-
лению u и начальному значению x0. Определенное таким образом множество
K (t1) называют множеством достижимости управляемого объекта (15).

Лемма 2. При любом t1 > t0 множество достижимости K (t1) выпукло.
J Пусть y, z две точки из K (t1), u, v – допустимые управления, переводя-

щие точку x0 в точки y, z соответственно за время t1− t0 . При любом λ из (0, 1)
управление w = (1 − λ)u + λv является допустимым, поскольку Ω – выпуклое
подмножество Rm . Из линейности управляемого объекта вытекает, что w пере-
водит точку x0 в точку (1−λ)y+λz за время t1−t0. Поэтому (1−λ)y+λz ∈ K (t1)
при любом λ из (0, 1), т.е. K (t1) выпуклое множество. I
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Пусть V – подмножество Rn, не содержащее точку x0. Пусть существует
такой управляемый процесс (x(t), u(t), t), что x(t1) ∈ V при некотором t1 > t0.
Задача оптимального быстродействия заключается в нахождении допустимого
управления u(t), переводящего точку x0 в множество V за минимальное время.
Она записывается следующим образом

J(u) = t1 → min ,

dx

dt
= A(t)x+B(t)u+ c(t) , (16)

x(t0) = x0, x(t1) ∈ V, u ∈ U (Ω) .

При выводе необходимых условий минимума для задачи (16) существенную
роль играет

Лемма 3. Пусть C – выпуклое подмножество Rq, не содержащее нулевую
точку 0. Тогда найдутся такие числа a1, . . . , aq, не все равные нулю одновре-
менно, что для любой точки ξ = (ξ1, . . . , ξq)

T из C выполняется неравенство

a1ξ1 + · · ·+ aqξq > 0 .

J Лемма вытекает из теорем отделимости [1], [3]. I
Если X, Y – два подмножества Rn, то определяемое равенством

Z = {z ∈ Rn, z = y − x, y ∈ Y, x ∈ X}

множество Z называют алгебраической разностью множеств X, Y и обознача-
ют символом Y − X. Несложно показать, что алгебраическая разность двух
выпуклых подмножеств Rn есть выпуклое множество в Rn.

Теорема 2. Пусть V – выпуклое подмножество Rn, (x̂(t), û(t), t̂) – опти-
мальный по быстродействию процесс. Тогда существует такое ненулевое ре-
шение ψ̂(t) сопряженной системы (4), что 1◦ при всех t из отрезка [t0, t1]
справедлив принцип максимума

ψ̂(t)B(t)u(t) = max
v∈Ω

ψ̂(t)B(t)v ; (17)

2◦ имеют место соотношения

ψ̂(t1)(v − x̂(t1)) > 0 ∀v ∈ V, ψ̂(t1)
dx̂

dt
(t̂1) > 0 . (18)

J Пусть τs – последовательность, сходящаяся к t̂1, причём τs < t̂1. Поло-
жим Cs = V −K (τs). При любом s множество выпукло и не содержит нуля.
Действительно, включение 0 ∈ Cs означает, что множество V имеет непустое
пересечение с множеством K (τs). Отсюда следовало бы, что t̂1 6 τs. Это про-
тиворечит определению последовательности τs.
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Поскольку 0 /∈ Cs, то согласно лемме 3 найдутся такие числа as1, . . . asn, что
(as1)2 + · · · + (asn)2 = 1 и для любой точки z = (z1, . . . , zn)T из Cs выполняется
неравенство

n∑
i=1

asizi > 0 . (19)

Не нарушая общности, будем считать, что последовательность asi сходится к ai
при s→∞, i = 1, . . . , n. Очевидно равенство a2

1 + · · ·+ a2
n = 1.

Определим вектор-строки as, a равенствами

as = (as1, . . . , a
s
n), a = (a1, . . . , an).

Из неравенства (19) следует соотношение

asy > asz (y ∈ V, z ∈ K (τs)) .

В частности, если x(t) – траектория, соответствующая допустимому управле-
нию u(t), то

asy > asx(τs) (y ∈ V ) . (20)

Устремляя s к ∞, приходим к неравенству

ay > ax(t̂1) (y ∈ V ). (21)

В неравенстве (21) x(t̂1) может быть произвольным элементом K (t̂1).
Поскольку x̂(t̂1) ∈ V ∩K (t̂1), то из (21) вытекают соотношения

ay > ax̂(t̂1) (y ∈ V ), (22)

ax̂(t̂1) > ax (x ∈ K (t̂1) . (23)

Из неравенства (23) следует, что управление û(t) является решением простей-
шей задачи (1)с t1 = t̂1, b(u, t) = B(t)u + c(t), p = −a. В силу теоремы 1 управ-
ление û(t) удовлетворяет принципу максимума (6), если в качестве ψ̂(t) взять
решение обратной задачи

dψ

dt
= −ψA(t), ψ(t̂1) = a .

Учитывая равенство b(u, t) = B(t)u + c(t), приходим к принципу максимума
(17). Так как ψ̂(t1) = a, то из (22) следует первое из неравенств (18) .

Согласно (20) asx̂(t̂1) > asx̂(τs), поэтому

lim
s→∞

a(x̂(t̂1)− x̂(τs)) > 0 .

Отсюда получаем неравенство

lim
s→∞

a

(
x̂(t̂1)− x̂(τs)

t̂1 − τs

)
> 0 ,



57

эквивалентное второму из неравенств (18). I
Неравенство ψ̂(t1)(v − x̂(t1)) > 0 ∀v ∈ V называют условием трансверсаль-

ности в задаче быстродействия. Из него вытекает, например, что если целевое
множество V есть полупространство pv > h, (p 6= 0), то в теореме 2 можно взять
ψ̂(t̂1) = p. По этой причине задачи на быстродействие наиболее просты для це-
левого множества, совпадающего с полупространством или ограничивающей
его гиперплоскостью.

4. Достаточные условия оптимальности по быстродействию. При
некоторых дополнительных ограничениях на управляемый объект и целевое
множество V принцип максимума оказывается достаточным условием опти-
мальности по быстродействию. Говорят, что управляемый объект (15) обладает
свойством единственности, если для каждого нетривиального решения ψ̂(t) со-
пряжённой системы (3) существует единственное управление û(t), удовлетворя-
ющее принципу максимума (17). Обозримые условия, обеспечивающие свойство
единственности, можно найти в [2], [4], [12].

Множество V ⊂ Rn называют устойчивым для объекта (15), если, каковы
бы ни были x1 ∈ V и отрезок [θ0, θ1] (θ0 > t0), найдётся такое допустимое управ-
ление u(t), что соответствующая этому управлению траектория x(t), удовле-
творяющая условию x(θ0) = x1, при t > θ0 целиком расположена в множестве
V . Устойчивость целевого множества V означает, что, из какой бы точки это-
го множества мы ни начинали движение, мы сможем (надлежащим образом
подбирая допустимое управление) как угодно долго оставаться в множестве V .

Теорема 3. Пусть управляемый объект (15) обладает свойством един-
ственности, а целевое множество выпукло и устойчиво. Пусть û(t)
(t0 6 t 6 t̂1) – допустимое управление, переводящее точку x0 в точку x1 ∈ V за
время t̂1−t0, x̂(t) – соответствующая траектория, причём x̂(t) /∈ V при t < t̂1.
Пусть существует нетривиальное решение ψ̂(t) сопряжённой системы, для
которого справедлив принцип максимума (16) и условие трансверсальности.

Тогда (x̂(t), û(t), t̂1) – оптимальный по быстродействию процесс.
J Если процесс (x̂(t), û(t), t̂1) не оптимален по быстродействию, то существу-

ют допустимое управление ũ(t) и соответствующая ему траектория x̃(t), такие,
что x̃(θ) ∈ V при некотором θ < t1. Выберем такое допустимое управление, что
соответствующая ему фазовая траектория, выходящая в момент θ из положе-
ния x̃(θ), будет находиться в множестве V (такое управление существует в силу
устойчивости множества V ). Выбранное управление мы снова обозначим через
ũ(t), а соответствующую траекторию – через x̃(t). Теперь ũ(t), x̃(t) определены
на отрезке [t0, t̂1], причём x̃(t) ∈ V при θ 6 t 6 t̂1. Из включения x̂(t̂1) ∈ V
вытекает в силу условия трансверсальности неравенство

ψ̂(t̂1)(x̃(t1)− x̂(t̂1)) > 0 . (24)

Поскольку управление û(t) удовлетворяет принципу максимума (16), то оно
минимизирует на U (Ω) критерий качества J(u) = −ψ̂(t̂1x(t̂1). В силу (24) это
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возможно лишь при условии J(û) = J(ũ). Следовательно, оба управления ми-
нимизируют один и тот же специальный функционал J ; поэтому

ψ̂(t)B(t)û(t) = ψ̂(t)B(t)ũ(t) = max
v∈Ω

ψ̂(t)B(t)v .

Так как управляемая система обладает свойством единственности, то
ũ(t) = û(t) (t0 6 t 6 t1). Отсюда вытекает равенство x̃(t) = x̂(t) (t0 6 t 6 t1).
Но тогда x̂(θ) ∈ V , что противоречит условиям теоремы. I

Рассмотрим следующий частный случай задачи (16):

J(u) = t1 → min ,

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= u , (25)

x(0) = (ξ1, ξ2)T , −α 6 x1(t1) 6 α, x2(t1) = 0, |u| 6 1 .

В данном примере n = 2, m = 1, Ω = [−1, 1], t0 = 0, α > 0,

A =

(
0 1
0 0

)
, B = (0 1)T , c = (0 0)T , V = [−α, α]× {0} .

Множество V устойчиво для управляемого объекта (25). Действительно, тра-
ектория x(t), соответствующая управлению u = 0 и удовлетворяющая условию
x(0) ∈ V , при t > 0 целиком расположена в множестве V , поскольку x(t) = x(θ)
при t > 0.

Нетривиальные решения сопряжённой системы

d

dt
(ψ1 ψ2) = −(ψ1 ψ2)

(
0 1
0 0

)
имеют вид ψ1(t) = c1, ψ2(t) = d1 − c1t, причём хотя бы одна из констант d1

и c1 отлична от нуля. Каждому нетривиальному решению ψ(t) = (c1, d1 − c1t)
сопряжённой системы соответствует лишь одно управление u(t) = sgn(d2− c2t),
удовлетворяющее принципу максимума. Таким образом, управляемый объект
(25) обладает свойством единственности.

Поскольку ненулевая линейная функция меняет знак не более чем один раз,
то управление, оптимальное по быстродействию, является кусочно-постоянной
функцией времени и может переключаться не более одного раза. Следователь-
но, оптимальными могут быть только четыре последовательности:

{+1}, {−1}, {+1,−1}, {−1,+1} .

Вид оптимального управления зависит от начального положения объекта.
Введем в рассмотрение множества

G∆ = {(x1 x2)T ∈ R2 : −x2|x2|
2
− α 6 x1 6 −

x2|x2|
2

+ α, ∆x2 < 0} ,
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R∆ = {(x1, x2)T ∈ R2 : ∆x1 < −∆
x2|x2|

2
−∆α} ,

γ∆ = {(x1 x2)T ∈ R2 : x1 = −x2|x2|
2
−∆α} ,

где ∆ = ±1. Очевидно, что G1 ∪G−1 ∪R1 ∪R−1 ∪ V = R2.
Если ξ = (ξ1 ξ2)T ∈ G1, то управление û(t) = 1 есть решение задачи (25).

Действительно, пусть x̂(t) – соответствующая этому управлению траектория.
Как нетрудно видеть, x̂(t) /∈ V при t < |ξ2|) и x̂(|ξ2|) ∈ V . Положим ψ̂(t) = (0 1).
Тогда ψ̂(t) – нетривиальное решение сопряжённой системы, для которого спра-
ведлив принцип максимума и условие трансверсальности. В силу теоремы 3
û(t) ≡ 1 есть оптимальное по быстродействию управление для рассматрива-
емого случая. Совершенно аналогичные рассуждения показывают, что если
ξ ∈ G−1, то решением задачи (25) является управление û(t) ≡ −1.

Пусть ξ ∈ R1. Докажем, что в данном случае оптимальное по быстродей-
ствию управление имеет вид

û(t) =

{
+1, если t ∈ [0, τ);

−1, если t ∈ [τ, t̂1].

где τ, t̂1 – некоторые константы. Для отыскания констант τ, t̂1 обозначим через
x̂(t) соответствующую управлению û(t) траекторию. Определим числа τ, t̂1 из
условий

x̂(τ) ∈ γ1, x̂(t̂1) = (−α, 0)T .

Несложные вычисления показывают, что этими условиями числа τ, t̂1 опре-
деляются однозначно, причём x̂(t) /∈ V при t < t̂1. Управление û(t) удовлетворя-
ет принципу максимума с ψ̂(t) = (1, τ − t). Очевидно, ψ̂(t) есть нетривиальное
решение сопряжённой системы, для которого справедливо условие трансвер-
сальности. Из теоремы 3 вытекает, что û(t) – оптимальное по быстродействию
управление.

В случае ξ ∈ R−1 управление, оптимальное по быстродействию, имеет вид

û(t) =

{
−1, если t ∈ [0, τ);

+1, если t ∈ [τ, t̂1].

где τ, t̂1 – константы, определяемые из условия

x̂(τ) ∈ γ−1, x̂(t̂1) = (α, 0)T .

Соответствующая этому случаю функция ψ̂(t) определяется равенством
ψ̂(t) = (−1, t− τ).

Приведённые выше результаты сохраняются и для α = ∞. В этом случае
R∆, γ∆ – пустые множества, G1, G−1 – нижняя и верхняя полуплоскости со-
ответственно, оптимальное быстродействие постоянно, причём û(t) = −∆ для
ξ ∈ G∆.
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5. Задача терминального управления. Пусть g : Rn → R – диффе-
ренцируемая функция n переменных. Рассматривается задача терминального
управления

J(u) = g(x(t1))→ min ,

dx

dt
= A(t)x+B(t)u+ c(t), (26)

x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) .

Число t1 > t0 и фиксировано. Как и в п. 3, x = (x1, . . . , xn)T – фазовый вектор,
u = (u1, . . . , um)T – управление, матрицы A(t), B(t), c(t) кусочно-непрерывны
при t ∈ [t0, t1], x0 – фиксированный элемент Rn, Ω – непустое выпуклое за-
мкнутое подмножество Rm, K (t1) – множество достижимости рассматриваемой
управляемой системы.

В силу леммы 2 множество K (t1) выпукло. Для изучения задачи (26) нам
потребуются ещё два вспомогательных утверждения.

Лемма 4. Для того чтобы пара (x̂(t), û(t)) была оптимальным процессом
задачи (26), необходимо и достаточно, чтобы элемент x̂(t1) являлся решением
задачи

g(x)→ min, x ∈ K (t1) . (27)

J Если (x̂(t), û(t)) – оптимальный процесс, то J(u) = g(x(t1)) > J(û) =
g(x̂(t1)), т.е. g(x) > g(x̂(t1) для всех x из K (t1). Таким образом, x̂(t1) – решение
задачи (27).

Обратно, пусть x̂(t1) – решение задачи (27). Это значит, что g(x̂(t1)) 6 g(x)
для всех x из K (t1). Следовательно, J(u) = g(x(t1)) > g(x̂(t1)) = J(û) для
любого допустимого управления u.I

Лемма 5. Пусть K – выпуклое подмножество Rn, f : K → R – действи-
тельнозначная функция на K, дифференцируемая в точке z ∈ K. Для того
чтобы элемент z минимизировал функцию f на множестве K, необходимо, а
в случае выпуклости функции f и достаточно, чтобы точка z была решением
экстремальной задачи

f ′(z)v → min, v ∈ K . (28)

Доказательство леммы 5 и более общих результатов приведено в приложе-
нии A.

Теорема 4. Пусть (x̂(t), û(t)) – оптимальный процесс задачи (26), ψ̂(t) –
решение обратной задачи Коши

dψ

dt
= −ψA(t), ψ(t1) = −g′(x̂(t1)) . (29)

Тогда для каждого t из отрезка [t0, t1] справедлив принцип максимума (17).
J В силу леммы 4 x̂(t1) есть решение задачи (27). Применяя лемму 5 к

функции f(x) = g(x) и K = K (t1), получаем, что x̂(t1) минимизирует на K (t1)
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функцию v → g′(x̂(t1))v. Используя вновь лемму 4, находим, что управление
û(t) есть решение следующей задачи

J0(u) = g′(x̂(t1))x(t1)→ min ,

dx

dt
= A(t)x+B(t)u+ c(t), (30)

x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) .

Задача (30) представляет частный случай задачи (1), возникающий при
b(u, t) = B(t)u + c(t), p = g′(x(t1). Соотношения (30) являются вариантами ра-
венств (5), а принцип максимума (17) это версия равенства (6). Теперь доказы-
ваемое утверждение вытекает из теоремы 1.I

При дополнительных предположениях относительно функции g принцип
максимума (17) становится достаточным условием оптимальности процесса.

Теорема 5. Пусть функция g : Rn → R выпукла. Для оптимальности про-
цесса (x̂(t), û(t)) необходимо и достаточно, чтобы управление û(t) удовлетво-
ряло принципу максимума (17), в котором ψ̂(t) – решение обратной задачи
Коши (29).
J Пусть функция û(t) удовлетворяет принципу максимума (17). В силу тео-

ремы 1 û является решением задачи (30). Отсюда согласно лемме 4 вытекает,
что x̂(t1) минимизирует функцию v → g′(x̂(t1))v на множестве K (t1). Так как g
выпуклая функция, то снова из леммы 5 следует, что x̂(t1) минимизирует функ-
цию g на множестве K (t1). Снова применяя лемму 4, приходим к достаточности
принципа максимума. Его необходимость установлена выше. I

6. Принцип максимума для задачи со скользящим правым концом.
Сформулируем вариант принципа максимума для задачи

J(u) = g0(x(t1))→ min ,

dx

dt
= A(t)x+B(t)u+ c(t), (31)

x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) ,

g1(x(t1)) 6 0, . . . , gk(x(t1)) 6 0 .

Она отличается от рассмотренной в предшествующем пункте задачи наличием
ограничений на правые концы траекторий. Функции g0, g1, . . . , gk определены и
непрерывно дифференцируемыми на Rn. Время t1 > t0 предполагается фикси-
рованным.

Рассуждения, аналогичные использованным при доказательстве леммы 4,
приводят к следующему утверждению.

Лемма 6. Для того чтобы процесс (x̂(t), û(t)) был оптимальным для за-
дачи (31), необходимо и достаточно, чтобы элемент x̂(t1) являлся решением
задачи

g0(x)→ min, gi(x) 6 0 (i = 1, . . . , k), x ∈ K (t1) . (32)
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Применяя к задаче (32) необходимые условия локального минимума (см.
приложение A), получаем следующее утверждение.

Теорема 6. Пусть (x̂(t), û(t)) – оптимальный процесс задачи (31). Тогда
существует такой ненулевой набор Λ̂ = (λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂k) , что λ̂i > 0, и если
ψ̂(t) – решение обратной задачи Коши

dψ

dt
= −ψA(t), ψ(t1) = −

k∑
i=0

λ̂ig
′
i(x̂(t1)) ,

то справедлив принцип максимума (17) и условия дополнительной нежёст-
кости λ̂igi(x̂(t1)) = 0 (i = 1, . . . k) .

Читателю предлагается доказать теорему 6 самостоятельно. Новым в ней по
сравнению с теоремой 4 является наличие k + 1 априори неизвестных множи-
телей λ̂i. Их возникновение обусловлено дополнительными ограничениями на
правые концы траекторий. Набор Λ̂ можно считать нормированным. Условие
нормировки даёт ещё одно уравнение для определения неизвестных параметров
λ̂i . При дополнительных предположениях (выпуклость функций gi, неравен-
ство λ̂0 > 0) принцип максимума становится достаточным условием оптималь-
ности процесса (x̂(t), û(t)).

2.3 Леммы

1. Варианты правила множителей Лагранжа. Для распространения
принципа максимума на нелинейные управляемые системы нам потребуется
ряд вспомогательных утверждений. В этом пункте приводятся формулировки
необходимых условий локального минимума для специальных задач нелиней-
ного программирования. Их доказательства можно найти в приложении A и во
многих руководствах по конечномерной оптимизации (см. например, [19], [25]).

Пусть �N := {α = (αj), 0 6 αj 6 1, j = 1, . . . , n} – стандартный куб с ребром
1 в пространстве RN , Φ(α) – функция, определенная и непрерывно дифферен-
цируемая на некоторой окрестности куба Cη = η �N (η > 0).

Лемма 1. Пусть точка ~0 = (0 · · · 0)T доставляет минимум функции Φ на
кубе Cη. Тогда

∂Φ

∂αj
(~0) > 0 (j = 1, . . . , N) . (1)

Аналогичный лемме 1 результат верен для задачи на условный экстремум

Φ0(α)→ min, α ∈ Cη , (2)

Φi(α) = 0 (i ∈ I0), Φi(α) 6 0 (i ∈ I+) . (3)
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Здесь I0, I+ – непересекающиеся конечные множества натуральных чисел (не
исключается случай пустых множеств I0, I+). Предполагается, что точка ~0 удо-
влетворяет ограничениям (3), а функции Φ0,Φi(i ∈ I = I0 ∪ I+) определены и
непрерывно дифференцируемы на некоторой окрестности куба Cη.

Лемма 2. Пусть точка ~0 есть решение задачи (2), (3). Тогда найдутся
числа λ0, λi(i ∈ I), не все равные 0 одновременно и такие, что
1◦ λ0 > 0, λi > 0, λiΦi(~0) = 0 (i ∈ I+);
2◦ для функции

Φ(α) = λ0Φ0(α) +
∑
i∈I

λiΦi(α) (4)

имеют место соотношения (1).
Числа λ0, λi(i ∈ I) называют множителями Лагранжа, а определяемую ра-

венством (4) функцию Φ – функцией Лагранжа для задачи (2), (3). Лемма 2
гарантирует существование такого ненулевого набора Λ = (λ0, λi), что точка ~0
удовлетворяет необходимым условиям минимума в задаче

Φ(α)→ min, α ∈ Qη . (5)

Переход от задачи (2), (3) к задаче (5) выражает правило множителей Лагран-
жа, основная цель которого заключается в избавлении от условий связи путём
введения дополнительных переменных.

Набор Λ, обладающий требуемыми свойствами, определяется неоднозначно.
Очевидно, например, что вместе с Λ описанными выше свойствами обладает
и набор µΛ при любом положительном числе µ. За счёт выбора множителя µ
всегда можно добиться того, что длина набора Λ равнялась 1:

|Λ| =

(
λ2

0 +
∑
i∈I

λ2
i

)1/2

= 1;

соответствующий набор Λ будем называть нормированным.
Если λ0 > 0, то, умножая набор Λ на положительное число µ = λ−1

0 , можно
добиться равенства λ0 = 1. В этом случае условия связи (3) будем называть
регулярными. Достаточные условия регулярности можно найти в [13].

Обозначим через Qη(τ) произведение куба Qη и отрезка [τ − η, τ + η] , т.е.

Qη(τ) = {(α, t) ∈ RN × R, α ∈ Qη, t ∈ [τ − η, τ + η]} .

Лемма 3. Пусть точка (~0, τ) является решением задачи

Φ0(α, t)→ min, (α, t) ∈ Qη(τ), (6)

Φi(α, t) = 0 (i ∈ I0), Φi(α, t) 6 0 (i ∈ I+). (7)

Пусть функции Φ0,Φi (i ∈ I = I0 ∪ I+) определены и непрерывно дифференци-
руемы в окрестности точки (~0, τ). Тогда существует такой нормированный
набор λ0, λi (i ∈ I), что выполняются соотношения
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λ0 > 0, λi > 0, λiΦi(~0, τ) = 0 (i ∈ I+) , (8)∑
i∈{0}∪I

λi
∂Φi

∂αj
(~0, τ) > 0 (j = 1, . . . , N) , (9)

∑
i∈{0}∪I

λi
∂Φi

∂t
(~0, τ) = 0 , (10)

Как нетрудно понять, из леммы 3 вытекают утверждения лемм 1, 2.
2. Оператор сдвига по траекториям дифференциальных уравне-

ний. Пусть F (x, t) = (F1(x, t) . . . Fn(x, t))T : Rn×R→ Rn – непрерывная вектор-
функция, компоненты F1, . . . , Fn дифференцируемы по пространственным пе-
ременным и частные производные ∂Fi/∂xj(x, t) непрерывны по совокупности
переменных. При этих предположениях справедливы класссические результа-
ты о зависимости решений задачи Коши

dx

dt
= F (x, t) , (11)

x(δ) = ξ (12)

от начальных данных (τ, ξ). В частности, справедлива (см., например, [1])
Лемма 4. Пусть x : [θ0, θ1] → Rn – решение уравнения (1), Γ = {(x(t), t) :

θ0 6 t 6 θ1} – график этого решения.
Тогда существует такое δ > 0 и такое открытое в Rn+1 множество

G ⊃ Γ, что для любых (ξ, τ) ∈ G решение x(t, τ, ξ) задачи Коши (11), (12)
определено на [θ0 − δ, θ1 + δ] и является непрерывно дифференцируемой по со-
вокупности аргументов функцией в [θ0 − δ, θ1 + δ)×G.

Точка ξ ∈ Rn, двигаясь по траекториям системы (11), за время от τ до t,
перейдёт в новую точку x. Оператор U (t, τ) перехода от ξ к x называется опера-
тором сдвига по траекториям системы. Этот оператор определяется равенством

U (t, τ)ξ = x(t, τ, ξ) .

Область его определения зависит от τ и t. Если выполнены предположения
леммы 4 и |t− θ1| < δ, |τ − θ0| < δ, то оператор U (t, τ) определён и непрерывно
дифференцируем в некоторой окрестности точки x(θ0).

3. Определение игольчатых вариаций. Ниже рассматривается нели-
нейный управляемый объект

dx

dt
= f(x, u, t), x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) . (13)

Здесь и далее x = (x1, . . . , xn)T , u = (u1, . . . , um)T – фазовый и управляю-
щий векторы соответственно, Ω – замкнутое подмножество Rm, компоненты
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f1, . . . , fn вектор-функции f дифференцируемы по фазовым переменным, при-
чём функции fi, ∂fi/∂xj (i, j = 1, . . . , n) непрерывны по совокупности пере-
менных на Rn × Ω× [t0,∞).

Для изучения объекта (13) будет использоваться семейство управляемых
процессов, называемое пакетом игольчатых вариаций. Пусть u ∈ U (Ω). Иголь-
чатая вариация управления u зависит от следующих параметров:

конечный момент времени t1;
набор ~τ = (τ1 · · · τN), где t0 < τ1 < . . . τN < t1, причём среди чисел τi содер-

жатся все точки разрыва управления u(t) на (t0, t1);
набор ~α = (α1 . . . αN), где αi, (i = 1, . . . , N) – неотрицательные достаточно

малые числа;
набор ~v = (v1 · · · vN), где vi ∈ Ω (i = 1, . . . , N). Игольчатая вариация управ-

ления u, отвечающая наборам ~τ , ~α,~v, определяется равенством

u(t, ~α) =


u(t), t /∈

⋃N
i=1[τi, τi+1), t < t1

vi, t ∈ [τi, τi+1)

u(t1 − 0), t > t1 .

Очевидно, u(t, ~α) ∈ U (Ω). В пределах этого параграфа наборы ~τ ,~v фиксирова-
ны, поэтому зависимость от них не отмечается.

Числа αi предполагаются настолько малыми, что промежутки [τi, τi + αi)
(i = 1, . . . , N) попарно не пересекаются и принадлежат (t0, t1). На этих проме-
жутках разность u(t, ~α) − u(t) может быть значительной, вне их объединения
при t < t1 она равна нулю.

Управлениям u(t) и u(t, ~α) соответствуют фазовые траектории x(t) и x(t, ~α)
управляемого объекта (13). Траектория x(t, ~α) называется игольчатой вариа-
цией траектории x(t). Будем считать, что x(t) определена на отрезке [t0, t1].
Совокупность пар x(t, ~α), u(t, ~α) образует пакет игольчатых вариаций. Очевид-
но, что (x(t), u(t)) = (x(t,~0), u(t,~0)).

4. Формулировка леммы о пакете иголок. Управляемому процессу
(x(t), u(t)) сопоставим матрицу

A(t) = f ′x(t) =

(
∂fi
∂xj

(x(t), u(t)

)n
i,j=1

.

Элементы aij(t) =
∂fi

∂xj
(x(t), u(t), t) этой матрицы – кусочно-непрерывные при

t > t0 функции. В дальнейшем важную роль играет система

dz

dt
= A(t)z . (14)

Через zk(t) ниже обозначается решение системы (14), удовлетворяющее началь-
ному условию

z(τk) = f(x(τk), vk, τk)− f(x(τk), u(τk), τk) . (15)
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Лемма 5. (Лемма о пакете иголок).
1) Существует такое η > 0, что если ~α ∈ Cη, то игольчатая вариация

x(t, ~α) определена на отрезке [t0, t1 + η].
2) Если ~α→ ~0 , то x(t, ~α)→ x(t) равномерно на отрезке [t0, t1].
3) Отображение (~α, t) → x(t, ~α) может быть продолжено до отображе-

ния, определённого и непрерывно дифференцируемого в некоторой окрестности
точки (~0, t1), при этом справедливы равенства

∂x

∂t
(t0,~0) = f(x(t1), u(t1 − 0), t1) , (16)

∂x

∂αk
(t1,~0) = zk(t1) , (17)

где zk(t) – решение задачи (13), (14).
Доказательство леммы о пакете иголок приводится в следующем пункте.

Его основу составляет специальное представление игольчатой вариации траек-
тории. Положим для единообразия τ0 = t0, τN+1 = t1. Обозначим через wi(t)
(i = 0, 1, . . . , N) непрерывное отображение из R в Ω, совпадающее с u(t) на
интервале (τi, τi+1). Например, можно положить

wi(t) =


u(τ), если t 6 τi

u(t), если t ∈ (τi, τi+1)

u(τi+1 − 0), если t > τi+1 .

Продолжим функцию f на Rn×Ω×R, полагая f(x, u, t) = f(x, u, t0) при t < t0.
Функции f(x,wi(t), t), f(x, vi, t) (i = 1, . . . , N) удовлетворяют всем услови-

ям гладкости леммы 4. Поэтому к дифференциальным уравнениям

dx

dt
= f(x,wi(t), t), (18)

dx

dt
= f(x, vi, t) (19)

применимы классические результаты о дифференцируемой зависимости реше-
ний от начальных данных. Введём операторы сдвига Pi(t, τ), Qi(t, τ) по траек-
ториям систем (18), (19) соответственно (i = 1, . . . , N).

Если игольчатая вариация x(t, ~α) траектории x(t) определена на отрезке
[τ0, τk+1], то

x(t, ~α) = Qk(t, τk)x(τk, ~α), (τk 6 t 6 τk + αk), (20)

x(t, ~α) = Pk(t, τk + αk)x(τk + αk, ~α), (τk + αk 6 t 6 τk+1). (21)

В частности, если траектория x(t, ~α) определена на отрезке [t0, t1], то формулы
(20), (21) верны для k = 1, . . . , N .
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Для доказательства равенства (20) достаточно учесть, что на отрезке
[τk, τk+αk] функция x(t, ~α) есть решение уравнения (19). Равенство (21) вытека-
ет из того, что на отрезке [τk+αk, τk+1] функция x(t, ~α) удовлетворяет уравнению
(18).

5. Доказательство леммы о пакете иголок. Разобьём доказательство
на несколько этапов.

а) Построение специальной последовательности отображений.
Пусть z2k = z2k−1 = x(τk) (k = 1, . . . , N). Определим отображения
Ti : Rn × RN → Rn (i = 1, . . . , 2N − 1), полагая

T2k−1(ξ, ~α) = Qk(τk + αk, τk)ξ (k = 1, . . . , N) ,

T2k(ξ, ~α) = Pk(τk+1, τk + αk)ξ (k = 1, . . . , N − 1) .

Как нетрудно видеть, zj+1 = Tj(zj,~0) (j = 1, . . . , 2N − 1).
Отображение Ti : Rn × RN → Rn определено и непрерывно дифференциру-

емо на некоторой окрестности точки (zi,~0). Для отображения T2k−1 это следу-
ет из того, что в силу леммы 4 отображение (t, τ, z) → Qk(t, τ)z непрерывно
дифференцируемо в некоторой окрестности точки (τk, τk, x(τk)). Непрерывная
дифференцируемость отображения T2k вытекает из того, что согласно лемме
4 отображение (t, τ, z) → Pk(t, τ)z является непрерывно дифференцируемым в
окрестности точки (τk+1, τk, x(τk)).

б) Доказательство первого утверждения. Введём последовательность отоб-
ражений Yj : RN → Rn, полагая

Yi(~α) = z1, Yj+1(~α) = Tj(Yj(~α), ~α) (j = 1, . . . , 2N − 1) .

Очевидно, Y (0) = zj (j = 1, . . . , 2N). Поскольку суперпозиция непрерывно
дифференцируемых отображений есть непрерывно дифференцируемое отоб-
ражение, то найдётся окрестность W1 точки ~0, в которой все отображения
Yi (i = (1, . . . , 2N) являются непрерывно дифференцируемыми.

Рассмотрим отображения

Φ(t, ~α) = PN(t, τN + αN)Y2N(~α) .

Очевидно, что Φ(t0,~0) = x(t1). Из леммы 4 вытекает существование такого δ > 0
и такой окрестности W точки ~0, что W ⊂ W1 и отображение Φ(t, ~α) определено
и непрерывно дифференцируемо на (t1 − δ, t1 + δ)×W .

Пусть 0 < η < δ и число η настолько мало, что куб Cη = η �N принадле-
жит W . Если ~α ∈ Cη, то

Y1(~α) = z1 = x(τ1) ,

Y2(~α) = Q1(τ1 + α1, τ1)x(τ1) .

Последнее равенство означает, что траектория x(t, ~α) определена на отрезке
[t0, τ1 + α1] и Y2(~α) = x(τ1 + α1, ~α). Из равенства

Y3(~α) = P1(τ2, τ1 + α1)x(τ1 + α1, ~α)
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следует, что траектория x(t, ~α) определена на отрезке [t0, τ2] и Y3(~α) = x(τ2, ~α).
Аналогичные рассуждения приводят к равенствам

Y2k(~α) = x(τk + αk, ~α), Y2k+1 = x(τk+1, ~α) , (22)

Φ(t, ~α) = x(t, ~α) . (23)

Как показывает равенство (23), при любом ~α из Cη игольчатая вариация x(t, ~α)
определена на отрезке [t0, t1 +η]. Тем самым доказано первое утверждение лем-
мы 5.

в) Доказательство второго утверждения. Объединяя (22) с равенствами (20),
(21), приходим к соотношениям

x(t, ~α) =

{
Pk(t, τk + αk)Y2k(~α), t ∈ [τk, τk+1]

Qk(t, τk)Y2k−1(~α), t ∈ [τk, τk + αk] ,
(24)

в которых k = 1, . . . , N, ~α ∈ Cη. Так как Y2k−1(~α) → x(τk),Y2k(~α) → x(τk) при
~α→ ~0, то из соотношений (24) и леммы 4 вытекает, что

x(t, ~α)→ x(t)

равномерно на отрезке [τk, τk+1] (k = 1, . . . , N). Подобное рассуждение приме-
нимо к каждому из отрезков [τk, τk+1] (k = 1, . . . , N). Отсюда следует второе
утверждение леммы 5.

г) Обоснование равенства (16). Как отмечалось выше, отображение Φ(t, ~α)
непрерывно дифференцируемо в окрестности точки (t1,~0). В силу равенства
(23) его можно рассматривать как продолжение отображения (t, ~α)→ x(t, ~α).

Пусть

ũ(t) =

{
u(t) , t < t1

u(t1 − 0) , t > t1 .

Управление ũ(t) непрерывно в точке t1, а траектория z(t), соответствующая
управлению ũ(t), при t < t1 совпадает с x(t). В частности,

∂x

∂t
(t1,~0) =

dx

dt
(t1) = f(x(t1), u(t1 − 0), t1) .

Равенство (16) доказано.
д) Доказательство равенства (17). Пусть 0 < λ < η, uλ(t) = u(t, λek), где ek

– вектор-строка, у которой k -ая компонента равна 1, а остальные компоненты
равны 0; xλ(t) = x(t, uλ). Поскольку uλ(t) = u(t) при t < τk, то xλ(t) = x(t) при
t < τk. На отрезке [τk, t1] функция xλ(t) удовлетворяет интегральному уравне-
нию

xλ(t) = x(τk) +

t∫
τk

f(xλ(s), uλ(s), s) ds .
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В частности, справедливы равенства

xλ(τk + λ) = x(τk) +

τk+λ∫
τk

f(xλ(s), uλ(s), s) ds , (25)

xλ(t) = x(λ+ τk) +

t∫
λ+τk

f(xλ(s), uλ(s), s) ds (t > τk + λ) . (26)

В силу (24)

xλ(t) = Pk(t, τk + λ)Y2k(λek) (τk + λ 6 t 6 τk+1) . (27)

Из (21) вытекает равенство

xλ(t) = P1(t, τk + λ) . . . Pk+1(τk+2, τk+1)xλ(τk+1) , (28)

где (τs 6 t 6 τs+1; s = k + 1, . . . , N) .
Введём в рассмотрение области

G0 = {(t, λ) : 0 < λ < η, τk < λ < t < τk+1} ,

Gi = {(t, λ) : 0 < λ < η, τk+i < λ < t < τk+i+1} (i = 1, . . . , N − k) .

Из равенств (27), (28) и леммы 4 легко выводится, что функции

(t, λ)→ xλ(t),
∂xλ(t)

∂t
,

∂xλ(t)

∂λ

непрерывны в областях Gi и могут быть продолжены с сохранением непрерыв-
ности на замыкания этих областей.

Дифференцируя равенство (25) по параметру λ, получаем

∂xλ
∂λ

(τk + λ) = f(xλ(τk + λ), vk, τk + λ) . (29)

Интеграл, находящийся в правой части (26), представим в виде суммы

t∫
τk+λ

f [xλ(s), u(s), s]ds+

τk+1∫
τk+λ

f [xλ(s), u(s), s]ds+

+
N−1∑
j=k+1

τj+1∫
τj

f [xλ(s), u(s), s]ds+

t∫
τN

f [xλ(s), u(s), s]ds. (30)
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В силу отмеченных выше дифференциальных свойств отображения
(t, λ) → xλ(t) к каждому из интегралов в правой части (30) применимо клас-
сическое правило Лейбница дифференцирования интегралов по параметру. Ис-
пользуя это правило и аддитивность интеграла, приходим к равенству

d

dλ

t∫
τk+λ

f [xλ(s), u(s), s]ds = −f [xλ(τk + λ), u(τk + λ), τk + λ]+

+

t∫
τk+λ

f ′x[xλ(s), u(s), s]
∂xλ
∂s

(s) ds . (31)

Положим

z(t) =
∂xλ(t)

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

(t > τk) .

Из соотношений (29), (31) вытекает уравнение

z(t) = f [x(τk), vk, τk]− f [x(τk), u(τk), τk] +

t∫
τk

f ′x[x(s), u(s), s]z(s)ds .

Это означает, что z(t) есть решение задачи Коши (14), (15). Теперь формула
(17) следует из равенства

∂x

∂αk
(t1, 0) =

∂xλ(t1)

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

= z(t1) .

Формула (17), а вместе с ней и лемма о пакете иголок доказаны.

2.4 Оптимизация нелинейных систем

1. Локально оптимальные процессы. В этом разделе изучается задача

J(u) = g(x(t1))→ min ,

dx

dt
= f(x, u, t), (1)

x(t0) = x0, x(t1) ∈ V, u ∈ U (Ω)

с фиксированным временем окончания процесса t1. Рассматриваемый управ-
ляемый объект (1) удовлетворяет предположениям предшествующего раздела.
Как и выше, процесс (x(t), u(t) назовём допустимым, если x(t) – траектория,
соответствующая управлению u(t), а x(t1) ∈ V . Допустимый процесс (x̂(t), û(t))
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называется локально оптимальным для задачи (1), если найдётся такое ε > 0,
что для любого допустимого процесса (x(t), u(t)), удовлетворяющего условию

max
t∈[t0,t1]

|x(t)− x̂(t)| < ε ,

выполняется соотношение J(u) > J(û) . Очевидно, оптимальный процесс явля-
ется и локально оптимальным. Отсюда вытекает, в частности, что необходимое
условие оптимальности процесса (x̂(t), û(t)) является и необходимым условием
локальной оптимальности процесса.

В общем случае локально оптимальный процесс может не быть оптималь-
ным. В качестве примера рассмотрим следующий частный случай задачи (1):

J0(u) = x2(1)→ min ,

dx1

dt
= u,

dx2

dt
= (x2

1 − x4
1)u2 ,

x1(0) = x1(1) = x2(0) = 0, −∞ < u(t) <∞ .

Процесс x̂(t) = 0, û(t) = 0 является локально оптимальным. Действительно,
если |x(t)) < 1/2, то

J0(u) = x2(1) =

1∫
0

(x2
1(t)− x4

1(t))

(
dx1

dt

)2

dt > 0 = J0(0) .

Поскольку
inf
λ
J0(λu) = −∞

для любого ненулевого управления u, то в рассматриваемой задаче оптималь-
ного процесса нет.

2. Принцип максимума для задачи со свободным правым концом.
Ниже выводятся необходимые условия оптимальности в задаче

J(u) = g(x(t1))→ min ,

dx

dt
= f(x, u, t), (2)

x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) .

Характерным для изучаемого случая является отсутствие ограничений на пра-
вые концы траекторий. Считаем, что в точке t1 рассматриваемые управления
непрерывны слева. Функция g : Rn → R предполагается непрерывно дифферен-
цируемой; g′(x) =

(
∂g
∂x1

. . . ∂g
∂xn

)
– вектор-строка, компоненты которой совпадают

с частными производными функции g.
Для того чтобы придать необходимым условиям минимума достаточно обо-

зримую форму, удобно ввести функцию H переменных ψ1, . . . , ψn, x1, . . . , xn,
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u1, . . . , um ,t , называемую функцией Понтрягина объекта (1). Она определяет-
ся равенством

H(ψ, x, u, t) =
n∑
i=1

ψifi(x, u, t) ,

где (f1 · · · fn)T = f . Функция Понтрягина линейна по переменным ψ1, . . . , ψn,
непрерывно дифференцируема по переменным x1, . . . , xn и непрерывна по сово-
купности переменных.

Теорема 1. Пусть (x̂(t), û(t)) – локально оптимальный процесс задачи (2),
ψ̂(t) = (ψ̂1(t) . . . ψ̂n(t)) – решение обратной задачи Коши

dψi
dt

= −∂H
∂xi

(ψ, x̂(t), t), (i = 1, . . . , n) (3)

ψ(t1) = −g′[x̂(t1)] . (4)

Тогда для любого t из отрезка [t0, t1] справедливо равенство

H(ψ̂(t), x̂(t), û(t), t) = max
v∈Ω

H(ψ̂(t), x̂(t), v, t) . (5)

J Пусть u(t, ~α) – игольчатая вариация управления û(t), отвечающая набо-
рам ~α = (α1 · · ·αN), ~τ = (τ1 . . . τN), ~v = (v1 · · · vN), x(t, ~α) – соответствующая
игольчатая вариация траектории x̂(t). Поскольку x(t, ~α)→ ~x(t) равномерно на
[t0, t1] при ~α → ~0, а (~x(t), ~u(t)) – локально оптимальный процесс задачи (2), то
найдётся такое η > 0, что

g[x(t, ~α)] > g[~x(t1)] (~α ∈ Cη) . (6)

Определим на кубе Cη функцию Φ равенством Φ(~α) = g[x(t1, ~α)]. Неравен-
ство (6) означает, что точка ~0 является решением задачи

Φ(~α)→ min, ~α ∈ Cη .

В силу леммы 3.1 отсюда вытекают неравенства

∂Φ

∂αk
(~0) > 0 (k = 1, . . . , N) . (7)

Представим левую часть (7) в удобной для анализа форме. Очевидно,

∂Φ

∂αk
(~0) = g′[x̂(t1)]

∂x

∂αk
(t1,~0) .

Используя лемму об игольчатых вариациях, приходим к равенству

∂Φ

∂αk
(~0) = g′[x̂(t1)]zk(t1) , (8)
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где zk(t) – решение задачи Коши (3.14), (3.15).
Система (3) является сопряженной к системе (3.14). В силу основного свой-

ства сопряжённых систем cправедливо равенство ψ̂(t1)zk(t1) = ψ̂(τk)zk(τk). Со-
гласно (4) ψ̂(t1) = −g′[x̂(t1)], поэтому из (7), (8) вытекает неравенство

0 > ψ̂(τk)zk(τk) = ψ̂(τk)[f(x̂(τk), vk, τk)− f(x̂(τk), û(τk), τk)] .

Таким образом,

ψ̂(τk)f(x̂(τk), û(τk), τk) > ψ̂(τk)f(x̂(τk), vk, τk) . (9)

В предшествующих рассуждениях в качестве τk можно брать произвольное
число t из интервала (t0, t1), а в качестве vk – произвольный элемент из Ω.
Поэтому (9) приводит к (5) при всех t из (t0, t1). При любом v из Ω справедливы
неравенства

H[ψ̂(t1), x̂(t1), v, t1] = lim
t→t1−0

H[ψ̂(t), x̂(t), v, t1] 6

6 lim
t→t1−0

H[ψ̂(t), x̂(t), û(t), t] = H[ψ̂(t1), x̂(t1), û(t1), t1].

Следовательно,

sup
v∈Ω

H[ψ̂(t1), x̂(t1), v, t1] 6 H[ψ̂(t1), x̂(t1), û(t1), t1].

Поскольку обратное неравенство очевидно, то равенство (5) верно и при t = t1.
Случай t = t0 рассматривается аналогично. I

Равенство (5) есть принцип максимума для задачи (2). Отметим, что урав-
нения, описывающие изменения фазовых и сопряжённых переменных, могут
быть записаны в форме

dxi
dt

=
∂H

∂ψi
,

dψi
dt

= −∂H
∂xi

, (1, . . . , n) (10)

напоминающей известные в механике уравнения Гамильтона.
3. Обсуждение принципа максимума. В формулировке принципа мак-

симума имеется 2n + m неизвестных функций: x1, . . . , xn, ψ1, . . . , ψn, u1, . . . , um.
Определим количество соотношений для определения этих функций.

Рассмотрим прежде всего равенство (5), считая Ω ограниченной замкнутой
областью в Rm с достаточно гладкой границей, а функцию f – дифференциру-
емой по u. Нетрудно понять, что оно даёт m соотношений между неизвестными
функциями. Действительно, если û(t) является внутренней точкой множества
Ω, то для выполнения (5) необходимо обращение в нуль частных производных

∂H[ψ̂(t), x̂(t), v, t]

∂vi

∣∣∣∣∣
v=û(t)

,
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что даёт m соотношений между неизвестными функциями. Если элемент û(t)
принадлежит границе множества Ω, то количество соотношений остаётся преж-
ним: действительно, имеем m−1 условий стационарности по касательным к ∂Ω
направлениям плюс одно условие принадлежности к границе.

Кроме соотношения (5), в принципе максимума фигурируют 2n дифферен-
циальных уравнений вида (10). Общее решение системы из 2n дифференци-
альных уравнений зависит от 2n произвольных постоянных, для определения
которых можно использовать начальное условие x(t0) = x0 и равенство (4).
Поэтому естественно ожидать, что существуют лишь отдельные управляемые
процессы, удовлетворяющие условиям теоремы 1. Только эти управляемые про-
цессы могут оказаться оптимальными.

4. Принцип максимума для задачи со скользящим правым концом.
Установим принцип максимума для задачи

J(u) = g0[x(t1)]→ min,

dx

dt
= f(x, u, t), x(t0) = x0, u ∈ U (Ω), (11)

gi[x(t1)] = 0 (i ∈ I0), gi[x(t1)] 6 0 (i ∈ I+) .

В рассматриваемом частном случае задачи (1.10) целевое множество V опреде-
лено равенством

V = {x ∈ Rn, gi(x) = 0 (i ∈ I0), gi(x) 6 0 (i ∈ I+)} .

Здесь и далее I0, I+ – непересекающиеся конечные множества натуральных чи-
сел (не исключается, что одно из этих множеств пусто); I = I0 ∪ I+; функции
gi (i ∈ 0∪ I) определены и непрерывно дифференцируемы на пространстве Rn.
Ненулевой набор Λ = (λi|i∈{0}∪I) назовём допустимым для точки x из V , если
выполняются соотношения

λ0 > 0, λi > 0, λigi(x) = 0 (i ∈ I+).

Допустимый набор Λ именуем нормированным, если его длина

|Λ| =

 ∑
i∈{0}∪I

λ2
i

1/2

= 1 .

Теорема 2.Пусть (x̂(t), û(t)) – локально оптимальный процесс задачи (11).
Тогда существует такой допустимый набор Λ̂ = (λ̂i)

∣∣∣
i∈{0}∪I

, что если ψ̂(t) –

решение системы (3), удовлетворяющее условию

ψ(t1) = −
∑
i∈0∪I

λ̂ig
′
i(x̂(t1)), (12)
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то справедливо равенство (5).
J Разобьём доказательсто теоремы 2 на четыре этапа.
а) Сведение к конечномерной задаче. Фиксируем наборы ~τ = (τ1 . . . τN),

~v = (v1 . . . vN) и обозначим через u(t, ~α), x(t, ~α) игольчатые вариации управ-
ления û(t) и траектории x̂(t) соответственно. Рассуждая так же, как при дока-
зательстве теоремы 1, найдём такое η > 0, что

g0(x(t1, ~α)) > g0(x̂(t1)) ,

если только ~α ∈ Cη, x(t, ~α) ∈ V .
Определим на кубе Cη функции Φi(~α) (i ∈ {0} ∪ I) равенствами

Φi(~α) = gi[x(t1, ~α)] .

Из определения числа η вытекает, что ~0 есть решение задачи

Φ0(~α)→ min, ~α ∈ Cη ∩ V .

К этой задаче применима лемма 3.2. Поэтому существует такой нормированный
набор L = (li)|i∈{0}∪I , что функция

Φ =
∑

i∈{0}∪I

liΦi

удовлетворяет неравенствам

∂Φ

∂αk
(~0) > 0 (k = 1, . . . , N) . (13)

б) Сеточный принцип максимума. Неравенства (13) аналогичны неравен-
ствам (7), поэтому, заменяя в доказательстве теоремы 1 функцию g на функ-
цию ∑

i∈{0}∪I

ligi ,

придём к неравенствам

ψL(τk)f(x̂(τk), û(τk), τk) > ψL(τk)f(x̂(τk), vk, τk) , (14)

где k = 1, . . . , N, ψL(t) – решение системы (3), удовлетворяющее условию

ψ(t1) = −
∑

i∈{0}∪I

lig
′
i(x̂(t1)) . (15)

Неравенство (14) аналогично неравенству (9), и может быть названо сеточным
принципом максимума.



76

Принципиальное отличие (4) от (9) связано с тем, что набор L и соответству-
ющая ему функция ψL могут быть разными для разных наборов ~τ ,~v. Обозна-
чим через Λ(~τ ,~v) совокупность таких нормированных наборов L, для которых
справедливо неравенство (14) с ψL, определяемой как решение задачи (3), (15).

в) Случай кратных τk. Выше всюду предполагалось, что все числа τk раз-
личны. Однако сеточный принцип максимума легко распространяется и на тот
случай, когда некоторые из чисел τk являются кратными, т.е. повторяются в
наборе ~τ = (τ1 . . . τN) более чем один раз. Действительно, для любого набора ~τ
можно построить последовательность наборов ~τ s с попарно различными ком-
понентами и такую, что ~τ s → ~τ . В силу уже доказанного существует набор Ls
из Λ(~τ s, v). В частности, имеют место неравенства

ψLs(τks)f(x̂(τks), û(τks), τks) > ψLs(τks)f(x̂(τks), vk, τks) (k = 1, . . . , N) . (16)

Без ограничения общности можно считать, что последовательность наборов Ls
сходится к некоторому нормированнному набору L. Переходя в (16) к преде-
лу при s → ∞, приходим к (14) и в рассматриваемом случае. Распространим
введенное выше обозначение Λ(~τ ,~v) и на случай наборов ~τ с повторяющимися
компонентами.

г) Существование универсальных множителей. Решение обратной задачи
Коши (3), (14) непрерывно (и даже линейно) зависит от набора L. Поэтому
левая и правая части неравенств (14) суть непрерывные функции от L. Сле-
довательно, множество Λ(~τ ,~v) определяется некоторой совокупностью нестро-
гих неравенств, связывающих непрерывные функции. Отсюда вытекает замкну-
тость множеств Λ(~τ ,~v) для любых наборов ~τ ,~v.

Пусть (~τ 1, ~v1), . . . , (~τ s, ~vs) – некоторые наборы, имеющие, возможно, разное
число компонент, (~τ ,~v) – объединение этих наборов. Как нетрудно видеть,

Λ(~τ ,~v) ⊂
s⋂
j=1

Λ(~τ j, ~vj) ,

поэтому любое конечное число множеств вида Λ(~τ ,~v) имеет непустое пересе-
чение, т.е. система множеств Λ(~τ ,~v) центрирована. (Напомним, что система
множеств Mγ, зависящих от параметра γ, называется центрированной, если
пересечение любого конечного числа множеств из системы Mγ непусто.

Из топологии известно, что пересечение центрированной системы замкну-
тых подмножеств компакта непусто [1], [3]. В частности, существует такой нор-
мированный набор Λ , что

Λ ∈
⋂
~τ,~v

Λ(~τ , v) .

Этот набор является искомым. Действительно, неравенство

ψΛ̂(τk)f(x̂(τk), û(τk), τk) > ψΛ̂(τk)f(x̂(τk), vk, τk)
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будет выполняться для любых наборов ~τ = (τ1 . . . τn), ~v = (v1 · · · vN). I
Основное отличие теоремы 2 от теоремы 1 заключается в появлении неиз-

вестных множителей в условии (12), называемом, как и для линейных управля-
емых объектов, условием трансверсальности. Возникновение этих множителей
вызвано ограничениями на правые концы траекторий. Для задачи (11) можно
провести анализ полноты условий, вполне аналогичный описанному в предше-
ствующем пункте.

2.5 Управляемые процессы
с неизвестным временем окончания

1. Формулировка основных теорем. Если время окончания процесса
не фиксировано, то возникает вопрос о его оптимальном выборе. Допустимый
процесс (x̂(t), û(t), t̂1) называется локально оптимальным для задачи (4.1), ес-
ли найдётся такое ε > 0, что для любого допустимого процесса (x(t), u(t), t1),
удовлетворяющего условиям

|t1 − t̂1| < ε, |x(t)− x̂(t)| < ε ∀t ∈ [t0, t1] ∩ [t0, t̂1] ,

выполняется неравенство g[x(t1)] > g[x̂(t̂1)] .
Случай t1 = t̂1 не исключается. Поэтому если (x̂(t), û(t), t̂1)– локально опти-

мальный процесс для задачи (4.1) с нефиксированным временем окончания, то
пара (x̂(t), û(t)) есть локально оптимальный процесс для варианта задачи (4.1)
с фиксированным и равным t̂1 временем окончания процесса. В силу этого оче-
видного замечания необходимые условия оптимальности процесса, выведенные
в предшествующем разделе, сохраняются и для задачи с переменным t1. Одна-
ко к прежним необходимым условиям добавляется ещё одно, что совершенно
естественно ввиду наличия дополнительного неизвестного t1.

Приведём аналоги теорем 4.1, 4.2 для задач с переменным временем окон-
чания процесса.

Теорема 1. Пусть (x̂(t), û(t), t̂1) – локально оптимальный процесс задачи
(4.2), ψ̂(t) = (ψ̂1(t) . . . ψ̂n(t)) – решение обратной задачи Коши

dψi
dt

= −∂H
∂xi

[ψ(t), x̂(t), û(t), t] (i = 1, . . . , n), (1)

ψ(t1) = −g′[x̂(t̂1)] . (2)

Тогда для каждого t из [t0, t̂1] справедливо равенство

H[ψ̂(t), x̂(t), û(t), t] = max
v∈Ω

H[ψ̂(t), x̂(t), v, t] , (3)

причём
H[ψ̂(t), x̂(t), û(t), t]

∣∣∣
t=t̂1−0

= 0 . (4)
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Теорема 2. Пусть (x̂(t), û(t), t̂1) – локально оптимальный процесс задачи
(4.11). Тогда существует такой допустимый набор Λ̂ = (λ̂i) (i ∈ {0} ∪ I), что
если ψ̂(t) – решение системы (1), удовлетворяющее граничному условию

ψ(t1) = −
∑
i

λ̂ig
′
i[x̂(t̂1] , (5)

то имеют место соотношения (3), (4).
Доказательства теорем 1, 2 приводятся в следующем пункте. Изменяя зна-

чение û(t) в точке t̂1, можно добиться равенства û(t̂1) = û(t̂1 − 0). Такое пе-
реопределение не влияет на траекторию, соответствующую управлению û(t),
поэтому ниже считаем, что управление û(t) непрерывно слева в точке t̂1.

2. Доказательства теорем 1, 2. Равенство (4) есть новое дополнитель-
ное ограничение. Особенно легко оно устанавливается для задачи со свободным
правым концом. Действительно, в этом случае g(x̂(t)) > g(x̂(t̂1)) для t доста-
точно близких к t̂1. Поэтому t̂1 – критическая точка функции g[x(t)]. Это влечёт
за собой равенства

0 =
d

dt
g[x̂(t)]|t=t̂1 = g′[x̂(t̂1)

dx̂(t̂1)

dt
= −ψ̂(t̂1)f(x̂(t̂1), û(t̂1), t̂1) =

= − H[ψ̂(t), x̂(t), û(t), t)
∣∣∣
t=t̂1

.

Полученное равенство в рассматриваемом случае эквивалентно (4). Поскольку
для задачи с переменным временем окончания процесса сохраняются необхо-
димые условия оптимальности, установленные в предшествующем разделе, то
равенство (3) следует из (4.5). Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2 проводится по той же схеме, что и доказательство
теоремы 4.2. Укажем лишь на необходимые изменения в этапах а) - г).

На первом этапе вводятся функции

Φi(~α, t) = gi[x(t, ~α)] (i ∈ {0} ∪ I) .

Здесь x(t, ~α) – игольчатая вариация траектории x̂(t), соответствующая набо-
рам ~α, ~τ , ~v. Показывается, что если (x̂(t), û(t), t̂1) – локально оптимальный про-
цесс задачи (4.11), то при некотором η > 0 точка (~0, t̂1) есть решение задачи
(3.6),(3.7).

На втором этапе используется лемма 3.3, из которой выводится сеточный
принцип максимума. Именно, находится такой нормированный набор L = (li),
что если ψL(t) – решение обратной задачи Коши (1), (5), то справедливы соот-
ношения

ψL(τk)f(x̂(τk), û(τk), τk) > ψL(τk)f(x̂(τk), vk, τk) , (6)

ψL(t)f(x̂(t), û(t), t)|t=t̂1 = 0 . (7)
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Соотношения (6), (7) выводятся из равенств (3.9), (3.10) (см. лемму 3.3).
Ненулевой набор L, для которого выведен сеточный принцип максимума,

может зависеть от наборов ~τ ,~v. Повторяя рассуждения, проведённые на этапах
в), г) доказательства теоремы 4.2, можно убедиться в существовании универ-
сального набора Λ̂, обеспечивающего справедливость сеточного принципа мак-
симума для произвольных наборов ~τ ,~v. Если ψΛ̂(t) – соответствущее универ-
сальному нормированнному набору Λ̂ решение задачи (1), (5), то соотношения
(6), (7) верны для любых наборов ~τ ,~v. Очевидно, что из соотношений (6), (7)
вытекает теорема 2.

3. Задачи с интегральным критерием качества. В этом пункте опи-
сывается способ сведения к задаче (1.10) следующей экстремальной задачи

J(u) = g0(x(t1)) +

t1∫
t0

F0(x(t), u(t), t)→ min ,

dx

dt
= f(x, u, t), x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) , (8)

gi(x(t1)) +

t1∫
t0

Fi(x(t), u(t), t) dt = 0 (i = 1, . . . , k) .

Здесь F0, . . . , Fk – функции на Rn ×Ω× [t0,∞), причём как сами функции, так
и их частные производные по пространственным переменным непрерывны по
совокупности переменных.

Введём новые фазовые переменные y0, y1, . . . , yk, эволюция которых описы-
вается соотношениями

dyi
dt

= Fi(x, u, t), yi(t0) = 0, (i = 0, 1, . . . , k) .

Задача (8) эквивалентна следующему варианту задачи (1.10):

J(u) = g0(x(t1)) + y0(t1)→ min,

dx

dt
= f(x, u, t),

dy

dt
= F (x, u, t),

x(t0) = x0, y(t0) = ~0, (9)

gi(x(t1)) + yi(t1) = 0, (i = 1, . . . , k),

u ∈ U (Ω) ,

где y = (y1 · · · yk)T , F = (F1 . . . Fk)
T . Для доказательства совпадения множества

оптимальных управлений в задачах (8), (9) достаточно заметить, что

yi(t1) =

t1∫
t0

Fi(x(t), u(t), t) dt (i = 0, 1, . . . , k) .
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Функция Понтрягина в задаче (9) имеет вид

H̃ =
n∑
i=1

ψifi(x, u, t) +
k∑
i=0

ϕiFi(x, u, t) .

Из теоремы 2 вытекает существование такого допустимого набора Λ̂ = (λ̂i), что
если x̂(t), ŷ(t), û(t), t) есть локально оптимальный процесс задачи(9),

(ψ̂(t), φ̂(t) = (ψ̂1(t) . . . ψ̂n(t), ϕ̂0(t) . . . ϕk(t))

– решение обратной задачи Коши

dψi
dt

= −∂H̃
∂xi

(i = 1, . . . , n),

dϕi
dt

= −∂H̃
dt

= 0 (i = 0, . . . , k) ,

ψ(t1) = −
k∑
i=0

λ̂ig
′
i(x̂(t̂1), ϕ̂(t̂1) = −Λ̂ ,

то
H̃(ψ̂(t), ϕ̂(t), x̂(t), û(t), t) = max

v∈Ω
H̃(ψ̂(t), ϕ̂(t), x̂(t), v, t) , (10)

H̃[ψ̂(t), ϕ̂(t), x̂(t), ŷ(t), û(t), t)
∣∣∣
t=t̂1

= 0 . (11)

Поскольку
dϕi

dt
= 0, то ϕ̂i(t) = −λ̂i . Таким образом, вспомогательные функ-

ции ϕ̂0(t), . . . , ϕ̂k(t) постоянны и противоположны множителям Лагранжа. Со-
отношение (10) выражает принцип максимума для задачи (9). Равенство (11)
есть дополнительное условие для определения времени окончания процесса. В
задачах с фиксированным временем окончания процесса оно отсутствует.

4. Задача о быстродействии. Будем называть (8) задачей о быстродей-
ствии, если g0 = 0, F0 = 1, F1 = · · · = Fk = 0. В этом частном случае речь
идёт о минимизации времени перехода объекта из начального положения x0 на
целевое множество

V = {x ∈ Rn : g1(x) = · · · = gk(x) = 0} . (12)

Теорема 3. Пусть (x̂(t), û(t), t̂1) – оптимальный процесс в задаче о быстро-
действии. Тогда найдутся такие постоянные λ̂1, . . . , λ̂k, не все равные нулю, что
если ψ̂(t) – решение системы (1), удовлетворяющее условию

ψ̂(t̂1) = −
k∑
i=1

λ̂ig
′
i(x̂(t̂1)), (13)
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то выполняется соотношение (3) и

H̃(ψ̂(t̂1), x̂(t̂1), û(t̂1), t̂1) > 0 . (14)

J Так как F0 = 1, F1 = · · · = Fk = 0, то функция Понтрягина для задачи
быстродействия имеет вид

H̃ =
n∑
i=1

ψifi(x, u, t) + ϕ0 .

Если Λ̂ = (λ̂0, . . . , λ̂k) – допустимый набор, для которого справедливы соотноше-
ния (10), (11), то хотя бы одна из постоянных λ̂1, . . . , λ̂k) отлична от нуля. Дей-
ствительно, в противном случае ψ̂(t) ≡ 0 и из (11) следовало бы, что ϕ̂0(t̂1) = 0.
Как показано в предшествующем пункте, λ̂0 = −ϕ̂0(t̂1) = 0. Следовательно, на-
бор Λ̂ оказывается нулевым. Полученное противоречие приводит к неравенству
λ̂2

1 + · · ·+ λ̂2
k > 0.

Поскольку Λ̂ – допустимый набор, то λ̂0 > 0. Поэтому ϕ̂0(t̂1) = −λ̂0 6 0. Из
равенства (11) вытекает (14). Соотношение (10) влечёт (3). I

Остановимся на геометрической интерпретации условия трансверсальности
(13). Определяемое равенством (12) множество V называют (n−k)-мерным мно-
гообразием в Rn , если выполнено следующее условие: в каждой точке x ∈ V
вектор-строки g′1(x), . . . , g′k(x) линейно независимы. Данное условие равносиль-
но требованию, чтобы ранг функциональной матрицы

∂g1
∂x1

. . . ∂g1
∂xn... . . . ...

∂gk
∂x1

. . . ∂gk
∂xn


был максимальным (т.е. равнялся k). Вектор h из Rn называют касательным к
многообразию V в точке x ∈ V , если существует некоторая линия Γ в простран-
стве Rn, целиком лежащая на многообразии V и проходящая через точку x,
причём вектор h касается линии Γ в точке x. Совокупность подобных векторов
h образует линейное пространство, называемое касательным к многообразию V
в точке x, и обозначается символом TxV . Условие трансверсальности означает,
что импульс-вектор ψ̂(t̂1) ортогонален всем элементам пространства TxV при
x = x̂(t̂1). Иногда (краткости ради) говорят, что импульс-вектор ортогонален
многообразию M .

5. Обобщения принципа максимума. Принцип максимума Понтряги-
на многократно обобщался в различных направлениях. Не претендуя на об-
зор всевозможных модификаций, усилений и приложений, остановимся здесь
лишь на некоторых вариантах принципа максимума. Выше всюду предпола-
галось, что рассматриваемые функции gi, fj определены на всём пространстве
Rn и непрерывно дифференцируемы по фазовым переменным. Однако на са-
мом деле основные рассуждения носили локальный характер, поэтому они без
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труда переносятся на случай, когда фазовые переменные принадлежат откры-
тому множеству, содержащему исследуемые фазовые траектории. Значительно
сложнее ситуация в случае, когда множество допустимых значений фазовых
переменных замкнуто в Rn. В этом случае и формулировка принципа максиму-
ма, и его доказательство становятся более трудными (см., например, [10], [19],
[24] и приведённую там литературу).

Принцип максимума доказан выше для кусочно-непрерывных управлений
u(t) и кусочно-гладких фазовых траекторий x(t). Незначительные изменения
в доказательствах позволяют распространить его на случай измеримых огра-
ниченных управлений u(t) и удовлетворяющих условию Липшица траекторий
x(t). Соответствующие результаты изложены, например, в [4], [12].

Привлечение класса измеримых отображений позволяет дополнить необхо-
димые условия экстремума теоремами о разрешимости соответствующих за-
дач оптимального управления. Например, удаётся установить замкнутость мно-
жеств достижимости как линейных, так и нелинейных управляемых систем.
Применение интеграла Лебега вместо классического интеграла Римана дает
возможность использовать достаточно тонкие теоремы о предельном переходе
под знаком интеграла, а также хорошо развитые методы функционального ана-
лиза. Вместе с тем часто оказывается, что оптимальные управления являются
кусочно-непрерывными, а иногда даже кусочно-постоянными функциями.

2.6 Принцип максимума
и вариационное исчисление

В этом разделе обсуждается связь принципа максимума с классическим ва-
риационным исчислением. Чтобы избежать громоздких выкладок, подробные
рассуждения проведём лишь для простейшей вариационной задачи. Принцип
максимума позволяет получить для этой задачи три из четырёх известных необ-
ходимых условий минимума, а также условия в угловых точках и условия транс-
версальности.

1. Уравнения Эйлера–Лагранжа. Пусть −∞ < t0 < t1 <∞, ∆ = [t0, t1].
Функцию x : ∆ → R назовём кусочно-гладкой на отрезке ∆, если существует
такой конечный набор чисел ϑ0, ϑ1, . . . , ϑm, что

t0 = ϑ0 < ϑ1 < · · · < ϑm−1 < ϑm = t1,

и сужение функции x на каждый из отрезков [ϑi−1, ϑi] (i = 1, . . . ,m) принадле-
жит классу C1([ϑi−1, ϑi]). Совокупность кусочно-гладких на отрезке ∆ функций
обозначим символом KC1(∆). Каждая из функций x класса KC1(∆) непрерыв-
на на отрезке ∆. В каждой точке ϑ интервала (t0, t1) существуют односторонние
производные x′(θ−0), x′(ϑ+0). Если при этом x′(ϑ−0) 6= x′(ϑ+0), то ϑ именуют
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угловой точкой функции x; подобных точек лишь конечное число, при этом

x′(ϑ− 0) = lim
t→ϑ−0

x′(t), x′(ϑ+ 0) = lim
t→ϑ+0

x′(t) .

Изучаемая вариационная задача будет записываться следующим образом

f(x) =

t1∫
t0

L(t, x(t), x′(t)) dt→ min , (1)

x ∈ KC1(∆), x(t0) = a0, x(t1) = a1 . (2)

Здесь L(t, x, u) – функция определённая и непрерывная на ∆×R2 вместе с част-
ными производными L′x, L′u по переменным x, u, a0, a1 – фиксированные числа.
Предположения о функции L(t, x, u), называемой интегрантом функционала
(1), будут далее меняться. Значения производной x′(t) в конечном числе точек
излома функции x не влияют на величину функционала f . Определённости
ради, полагаем функцию u(t) = x′(t) непрерывной справа.

Функцию x̂(t), удовлетворяющую условиям (2), назовём сильным решением
задачи (1), (2), если существует такое δ > 0, что

f(x) > f(x̂) (3)

для всех функций x, удовлетворяющих условиям (2) и неравенству

|x(t)− x̂(t)| < δ.

Понятие сильного решения вариационой задачи (1), (2) отличается от понятия
слабого решения простейшей вариационной задачи. Как нетрудно видеть, силь-
ное решение одновременно является и слабым решением той же вариационной
задачи. Обратное, вообще говоря, неверно.

Сопоставим задаче (1), (2) следующую задачу терминального управления

J(u) = x0(t1)→ min,

dx0

dt
= L(t, x1, u),

dx1

dt
= u, (4)

x0(t0) = 0, x1(t0) = a0, x1(t1)− a1 = 0, u ∈ U (R).

Задача (4) есть вариант рассмотренной в п. 5.3 задачи оптимального управле-
ния со скользящим правым концом, возникающий при x = (x0 x1)T , g0(x) = x0,

g1(x) = x1 − a1, f0(t, x, u) = L(t, x1, u), f1(t, x, u) = u, Ω = R.

Лемма 1. Если x̂(t) – сильное решение задачи (1), (2) и û(t) = x̂′(t), то
пара (x̂(t), û(t)) – локально оптимальный процесс задачи (4).
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J Пусть функция x(t)(t ∈ ∆) удовлетворяет условиям (2). Положим
x1(t) = x(t), u(t) = x′(t) и определим функцию x0(t) равенством

x0(t) =

t∫
t0

L(s, x(s), x′(s)) ds =

t∫
t0

L(s, x1(s), u(s)) ds .

Как нетрудно видеть, (x0(t), x1(t), u(t)) есть допустимый процесс для задачи
(4), при этом J(u) = x0(t1). Поэтому соотношение (3) влечёт за собой локальную
оптимальность процесса (x̂(t), û(t)) в задаче (4). I

Функция Понтрягина H для задачи (4) такова

H = ψ0L(t, x1, u) + ψ1u .

Уравнения для сопряжённых переменных ψ0, ψ1 имеют вид

dψ0

dt
= −∂H

∂x0

= 0 ; (5)

dψ1

dt
= −∂H

∂x1

= −ψ0
∂L

∂x1

(t, x1, u) . (6)

Условия трансверсальности на правом конце траектории с учётом определяю-
щих функции g0, g1 соотношений выглядят следующим образом

ψ0(t1) = −λ0, ψ1(t1) = −λ1 , (7)

причём λ0 > 0 и хотя бы один из множителей Лагранжа λ0, λ1 отличен от нуля.
В соответствии с принципом максимума существуют такие числа λ0, λ1 , что
выполняется соотношение

ψ0(t)L(t, x̂1(t), û(t)) + ψ1(t)û(t) = max
v∈R
{ψ0(t)L(t, x̂1(t), v) + ψ1(t)v} . (8)

Так как û(t) доставляет максимум функции

v → ψ0(t)L(t, x̂1(t), v) + ψ1(t)v

на действительной прямой R, то û(t) – стационарная точка этой функции. Это
приводит к равенствам

0 = ψ0L
′
u + ψ1, ψ1 = −ψ0L

′
u . (9)

Установим неравенство λ0 > 0. В предположении противного λ0 = 0 и из (5)-
(7) вытекает тогда, что ψ0(t) ≡ 0. Но в силу (9) в этом случае и ψ(t) ≡ 0. Это
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противоречит (7) – набор λ0, λ1 должен быть ненулевым. Итак, λ0 > 0, поэтому
можно считать, что λ0 = 1, ψ0(t) ≡ −1. Согласно (9) ψ1 = Lu . Равенство

dψ1

dt
= −ψ0

∂L

∂x1

=
∂L

∂x

влечёт за собой соотношение
d

dt
L′u = L′x , (10)

совпадающее с уравнением Эйлера–Лагранжа.
Следует отметить, что соотношения (5), (10) справедливы лишь в точках

непрерывности функции û(t), т.е. всюду за исключением конечного числа точек.
Дифференциальное уравнение (10) эквивалентно интегральному равенству

L′u(t), x̂(t), x̂′(t)) =

t∫
t0

L′x(s, x̂(s), x̂′(s)) ds+ const , (11)

верному при всех t из отрезка ∆ – непрерывность функции ψ1(t) .
2. Условия Вейерштрасса и Лежандра. Проведённый в предшествую-

щем пункте анализ позволяет считать, что принцип максимума (8) выполнен с
ψ0(t) = −1, ψ(t) = L′u(t), x̂(t), x̂′(t)). Это приводит к неравенству

L(t, x̂(t), x̂′(t))− L′u(t), x̂(t), x̂′(t))x̂′(t) 6

6 L(t, x̂(t), v)− L′u(t), x̂(t), x̂′(t))v , (12)

в котором v – произвольный элемент из R. Неравенство (12) известно как усло-
вие Вейерштрасса сильного локального минимума в простейшей вариационной
задаче. Оно означает, что функция

v → L(t, x̂(t), v)− L′u(t), x̂(t), x̂′(t))v

достигает своего минимума на R при v = x̂(t). Если функция v → L(t, x̂(t), v)
дважды дифференцируема в точке x̂(t), то вторая производная этой функции
в данной точке неотрицательна. Поэтому справедливо неравенство

L′′v2(t, x̂(t), v)|v=x̂′(t) > 0 ,

называемое условием Лежандра локального минимума в простейшей вариаци-
онной задаче.

Условия Вейерштрасса и Лежандра заведомо выполнены, если интегрант
L(t, x, u) является выпуклой функцией по переменной u. Это вытекает из из-
вестных критериев выпуклости дифференцируемых функций. Требование вы-
пуклости L по u именуют условием квазирегулярности. Н. Н. Боголюбовым ещё
в 1928 году была доказана важная теорема, из которой следует, что для любой
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простейшей вариационной задачи существует эквивалентная ей задача с ква-
зирегулярным интегрантом. Точную формулировку теоремы Боголюбова и её
обсуждение можно найти, например, в [10, с. 398–401].

Подводя итог пунктам 1, 2, можно сказать, что принцип максимума Понт-
рягина влёчёт за собой три необходимых условия минимума для простейшей
вариационной задачи: уравнение Эйлера–Лагранжа, условия Вейерштрасса и
условие Лежандра. Четвёртое необходимое условие (условие Якоби) не следует
непосредственно из принципа максимума.

3. Условие в угловых точках. Решение x̂(t) задачи (1), (2) есть функ-
ция класса KC1(∆). В частности, могут существовать точки излома x̂(t), т.е.
такие точки ϑ из (t0, t1), что x̂(ϑ− 0) 6= x̂(ϑ + 0). Оказывается, левая и правая
производные функции x̂ в точке ϑ связаны определёнными соотношениями, на-
зываемыми условиями Вейерштрасса–Эрдмана.

Для их вывода вспомним, что импульс-функция ψ1(t) = L′u(t, x̂(t), x̂′(t))
непрерывна всюду на отрезке I = [t0, t1]. Это приводит к первому условию
Вейерштрасса–Эрдмана

L′u(ϑ, x̂(ϑ), x̂′(ϑ− 0)) = L′u(ϑ, x̂(ϑ), x̂′(ϑ+ 0)) . (13)

Для вывода ещё одного условия воспользуемся принципом максимума (8).
Поскольку x̂′(t) – ограниченная функция, то |x̂′(t)| < r ∀t ∈ ∆. Поэтому

max
v∈R
{ψ0(t)L(t, x̂1(t), v) + ψ1(t)v} = max

|v|6r
{ψ0(t)L(t, x̂1(t), v) + ψ1(t)v} ,

из которого вытекает непрерывность по t правой части (8). Но тогда и левая
часть (8) также непрерывна на отрезке ∆. Учитывая найденные ранее соотно-
шения для функций ψ0, ψ1, приходим к равенству

(L(ϑ, x̂(ϑ), v)− vLu(ϑ, x̂(ϑ), v)|v=x̂(ϑ−0) = (L(ϑ, x̂(ϑ), v)− vLu(ϑ, x̂(ϑ), v)|v=x̂(ϑ+0) ,

именуемому вторым условием Вейерштрасса–Эрдмана.
Решения простейшей вариационной задачи, имеющие угловые точки, появ-

ляются в задачах со сколь угодно гладкими интегрантами L. В качестве при-
мера рассмотрим задачу

f(x) =

2∫
0

x′2(t)(1− x′(t))2 dt → min , (14)

x ∈ KC1(I), x(0) = 0, x(2) = 1 (I = [0, 2]) . (15)

Так как интегрант L = u2(1 − u)2 > 0, то f(x) > 0. Поэтому если для какой-
нибудь функции x, удовлетворяющей условиям (15), имеет место равенство
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f(x) = 0, то x – решение задачи (14), (15). Например, в качестве подобной
функции x можно взять

x(t) =

{
t, 0 6 t 6 1

1, 1 < t 6 2 .

С другой стороны, легко видеть, что f(x) > 0 для любой функции x класса
C1(I). Действительно, подынтегральная функция обращается в нуль только при
x = t+C1 или x = C2, но линии, составленные из отрезков прямых, проходящих
через точки (0, 0) и (2, 1) могут быть лишь ломаными.

Выпишем условия Вейерштрасса–Эрдмана для функционала (14). В рас-
сматриваемом случае

L = u2(1− u)2, L′u = 2u(u− 1)(2u− 1), L− uL′u = u2(u− 1)(1− 3u) .

Если ϑ – точка излома экстремали x(t), то условия Вейерштрасса–Эрдмана
принимают вид

u(u− 1)(2u− 1)|u=x′(ϑ−0) = u(u− 1)(2u− 1)|u=x′(ϑ+0) ,

u2(u− 1)(1− 3u)
∣∣
u=x′(ϑ−0)

= u2(u− 1)(1− 3u)
∣∣
u=x′(ϑ+0)

.

Пусть x(ϑ− 0) 6= x(ϑ+ 0). Тогда данная система имеет два решения:

x′(ϑ− 0) = 0, x′(ϑ+ 0) = 1

или
x′(ϑ− 0) = 1, x′(ϑ+ 0) = 0 .

Поэтому ломаные экстремали могут состоять только из отрезков прямых, при-
надлежащих семействам x = C1 и x = t+ C2.

4. Условия трансверсальности. Выше всюду предполагалось, что гра-
ничные точки (t0, a0), (t1, a1) фиксированы. Предположим теперь, что одна из
этих точек, например, (t1, a1) может перемещаться по кривой Γ, задаваемой
уравнением g(x, t) = 0. Выражаясь более точно, будем считать, что множество

Γ = {(t, x) ∈ R2, g(x, t) = 0}

есть непустой компакт, функция g(x, t) определена и непрерывно дифференци-
руема в некоторой окрестности компакта Γ, причём

|g′t(x, t)|+ |g′x(x, t)| > 0 (t, x) ∈ Γ .

Допустимыми функциями в этом случае являются функции x(t) (t0 6 t 6 t1),
удовлетворяющие предположениям

x ∈ KC1([t0, t1]), x(t0) = a0, g(x(t1), t1) = 0 . (16)
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Число t1 > t0 в рассматриваемой ситуации не фиксировано, требуется лишь,
чтобы точка (t1, x(t1) принадлежала кривой Γ.

Допустимую функцию z(t) (t0 6 t 6 T ) назовём локальным решением за-
дачи (1), (16), если найдётся такое δ > 0, что для любой допустимой функции
x(t) (t0 6 t 6 t1, T − δ < t1 < T + δ), удовлетворяющей соотношению

|x(t)− z(t)| < δ ∀t ∈ [t0, t1] ∩ [t0, T ] ,

выполняется неравенство

t1∫
t0

L(t, x(t), x′(t)) dt >

T∫
t0

L(t, z(t), z′(t)) dt . (17)

В неравенстве (17) не исключается случай t1 = T , поэтому локальное решение
задачи (1), (16) реализует сильный локальный минимум и для задачи (1), (2)
с t1 = T . Поэтому функция z(t) удовлетворяет всем ранее выведенным необ-
ходимым условиям сильного локального минимума. В частности, функция z(t)
должна быть решением уравнения Эйлера–Лагранжа для определяемого ра-
венством (1) функционала f .

Общее решение этого уравнения зависит от двух произвольных постоян-
ных, для определения которых требуется иметь два условия. В случае зада-
чи с закреплёнными границами такими условиями были равенства x(t0) = a0,
x(t1) = a1. В рассматриваемом же случае условие x(t1) = a1 отсутствует. Для
определения произвольных постоянных требуется получить ещё одно условие.

Для вывода соответствующего условия трансверсальности сопоставим зада-
че (1), (16) следующую задачу оптимального управления

J(u) = x0(t1)→ min ,

dx0

dt
= L(x2, x1, u),

dx1

dt
= u,

dx2

dt
= 1 ,

x0(t0) = 0, x1(t0) = a0, x2(t0) = t0 , (18)

g(x(t1), t1) = 0 ,

u ∈ U (R) .

Задача (18) есть частный случай рассмотренной выше задачи оптимального
управления со скользящим правым концом и нефиксированным временем окон-
чания, возникающий при

x = (x0 x1 x2)T , g0(x) = x0, g1(x) = g(x1, x2) ,

f1(t, x, u) = L(x2, x1, u), f2(t, x, u) = u, f3(t, x, u) = 1 .
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Лемма 2. Пусть z(t) (t0 6 t 6 T ) – локальное решение задачи (1), (16).
Тогда (z(t), z′(t), T ) – локально оптимальный процесс для задачи (18).

Доказательство леммы 2 не приводится ввиду его полной аналогии с дока-
зательством леммы 1.

Функция Понтрягина H для задачи (18) такова

H = ψ0L(x2, x1, u) + ψ1u+ ψ2 .

Будем считать, что функция L(t, x, u) определена и непрерывно дифференци-
руема по совокупности переменных при t > t0 и произвольных действительных
x, u. Уравнения для сопряжённых переменных ψ0, ψ1, ψ2 имеют вид

dψ0

dt
= −∂H

∂x0

= 0 ,

dψ1

dt
= −∂H

∂x1

= −ψ0
∂L

∂x1

, (19)

dψ2

dt
= −∂H

∂x2

= −ψ0
∂L

∂x2

.

Условия на правом конце T выглядят следующим образом

ψ0(T ) = −λ0,
dψ1

dt
= −λ1

∂g

∂x1

,
dψ2

dt
= −λ1

∂g

∂x2

. (20)

В соответствии с доказанными выше необходимыми условиями минимума (тео-
рема 5.2) найдутся такие числа λ0 > 0, λ1 ∈ R, что |λ0|+|λ1| > 0, и выполняются
соотношения

ψ0(t)L(t, z(t), z′(t)) + ψ1(t)z′(t) = max
v∈R

(ψ0(t)L(t, z(t), v) + ψ1(t)v) , (21)

(ψ0(t)L(t, z(t), z′(t)) + ψ1(t)z′(t) + ψ2(t))|t=T = 0 . (22)

Повторяя рассуждения, проведённые в п. 1., можно доказать неравенство
λ0 > 0, что позволяет положить λ0 = 1. Это в свою очередь влечёт за собой
соотношения ψ0(t) ≡ −1, ψ1(t) = L′u. Из (22) вытекает, что

ψ2(T ) = (L− uLu)(T ) .

Объединяя полученные соотношения, приходим к равенствам

Lu = −λ1
∂g

∂x1

, L− uL′u = −λ1
∂g

∂x2

. (23)

В исходных переменных равенства (23), называемые условиями трансверсаль-
ности, могут быть записаны следующим образом

L′u(T, z(T ), z′(T )) = −λ1
∂g

∂x
(z(T ), T ) (24)
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L(T, z(T ), z′(T ))− z′(T )L′u(T, z(T ), z′(T )) = −λ1
∂g

∂t
(z(T ), T ). (25)

Неизвестный параметр λ1 можно исключить из условий трансверсальности.
Например, из (23) вытекает равенство

L′ug
′
t = (L− uL′u)g′x , (26)

также называемое условием трансверсальности. Отметим два частных случая.
Если конечная кривая Γ задается явным уравнением x = ϕ(t), то можно по-
ложить g(x, t) = x − ϕ(t). В этой ситуации g′x = 1, g′t = −ϕ′(t) и условие (26)
принимает вид

L = (u− ϕ′(T ))L′u .

Другой интересный случай возникает, если L(t, x, u) = c(t, x)
√

1 + u2. Интегран-
ты такого рода характерны для задач о преломлении света. После очевидных
вычислений условие трансверсальности (26) принимает форму

z′(T )g′t(z(T ), T ) = g′x(z(T ), T ) . (27)

Условие (27) имеет прозрачный геометрический смысл. Оно означает, что кри-
вая z = z(t) в точке (T, z(T )) ортогональна кривой Γ.

Аналогичным образом может быть исследован случай, когда левая гранич-
ная точка (t0, a0) перемещается вдоль некоторой кривой Γ0. Например, если Γ0

задаётся уравнением x = ψ(t), то соответствующее условие трансверсальности
на левом конце оптимальной траектории имеет вид

(L+ (ψ − z′)Lu) |t=t0 = 0 .

Без принципиальных изменений изложенная выше схема переносится на слу-
чай, когда x(t) – вектор-функция со значениями в конечномерном простран-
стве Rn. Естественно считать при этом, что интегрант L есть функция на
∆ × R2n, a0, a1 – фиксированные векторы из Rn. Вместо одного уравнения
Эйлера–Лагранжа в данном случае возникает система уравнений Эйлера–Лаг-
ранжа. Соответствующим образом модифицируются условия сильного миниму-
ма Вейерштрасса, условия в угловых точках и условия трансверсальности.

Лучший способ освоения данного материала (как и многих истин) – это по-
пытаться получить какие-то более общие утверждения. Этот способ не назовёшь
простым, но его эффективность многократно проверена. C целью облегчения
участи потенциального читателя укажу, что богатый фактический материал
можно найти в учебниках по вариационному исчислению (см., например, [7]-
[11], [15], [21], [28]-[30]). Для тех, кто предпочитает справочники, будет полезен
следующий пункт.
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5. Минисправочник. Приведём формулировки основных результатов.

1. Уравнение Эйлера для простейшей вариационной задачи

Простейшая вариационная задача (п.в.з.) записывается следующим образом

f(x) =

∫
∆

L(t, x(t), x′(t)) dt→ min, x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Локальное решение x̂ п.в.з. удовлетворяет уравнению Эйлера

d

dt
Lu = Lx .

В общем случае уравнение Эйлера – это дифференциальное уравнение второго
порядка. Его решения называют экстремалями функционала f ; они образуют
семейство функций, зависящих от двух параметров, значения которых находят
из граничных условий x(t0) = x0, x(t1) = x1, где [t0, t1] = ∆.

2. Первые интегралы уравнения Эйлера

Если функция L = L(t, x, u) не зависит явным образом от x, то справедливо
равенство Lu(t, x′(t)) = C1, называемое интегралом импульса. Если же функ-
ция L = L(t, x, u) не зависит явным образом от t, то имеет место соотношение
x′Lu(x, x

′)− L = C1, именуемое интегралом энергии.

3. Достаточные условия абсолютного минимума в п.в.з.

Если f – выпуклый функционал, x̂ – экстремаль функционала f , удовлетво-
ряющая граничным условиям, то x̂ реализует абсолютный минимум функцио-
нала f . Например, это так, если при любом t из отрезка ∆ = [t0, t1] функция
L(t, ·, ·) : R2 → R выпукла по совокупности переменных.

4. Изопериметрическая задача

Изопериметрической называют вариационную задачу вида

f0(x) =

∫
∆

L0(t, x(t), x′(t)) dt→ min ,

fi(x) =

∫
∆

Li(t, x(t), x′(t)) dt = Ci (i = 1, . . . ,m);

x(t0) = x0, x(t1) = x1 .

Если x̂ – локальное решение изопериметрической задачи, то существует та-
кой ненулевой набор чисел λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂m, что x̂ есть экстремаль функционала
f = λ̂0f0 + λ̂1f1 + · · ·+ λ̂mfm – правило множителей Лагранжа для изоперимет-
рической задачи.
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5. Уравнение Эйлера–Пуассона

Рассматривается следующее обобщение п.в.з.

f(x) =

∫
∆

L(t, x(t), x′(t), . . . , x(m)(t)) dt→ min ,

xj(t0) = x0j, xj(t1) = x1j (j = 0, 1, . . . ,m− 1) .

Локальное решение x̂ этой задачи удовлетворяет дифференциальному уравне-
нию

m∑
k=0

(−1)k
dk

dtk
L′uk(t, x(t), x′(t), . . . , x(m)(t)) = 0 ,

называемому уравнением Эйлера – Пуассона. В общем случае порядок этого
дифференциального уравнения равен 2m.

6. Задача Больца

В задаче Больца

f(x) =

∫
∆

L(t, x(t), x′(t)) dt+ g[x(t0), x(t1)]→ min

отсутствуют априорные ограничения на значения функций x в точках t0 и t1,
вместе с тем минимизируемый функционал наряду с интегральным критери-
ем качества содержит терминальную составляющую −g[x(t0), x(t1)]. Локальное
решение этой задачи удовлетворяет уравнению Эйлера и двум естественным
краевым условиям(

∂L

∂u
(t, x(t), x′(t)

)∣∣∣∣
t=t1

+ gz1 [x(t0), x(t1)] = 0 ,

(
∂L

∂u
(t, x(t), x′(t)

)∣∣∣∣
t=t0

= gz0 [x(t0), x(t1)] .

В рассмотренном случае числа t0, t1 фиксированы. Имеют смысл вариан-
ты задачи Больца, в которых начальная и конечная точки (t0, x(t0)), (t1, x(t1))
принадлежат некоторым подмножествам M0,M1 плоскости (t, x); чаще всего
M0,M1 – гладкие кривые, и речь идёт об оптимальном переходе с началь-
ной кривой на конечную. В этой ситуации появляются так называемые усло-
вия трансверсальности, обобщающие естественные краевые условия; обсужде-
ние условий трансверсальности можно найти в предшествующем пункте этого
раздела. Полезно иметь перед глазами простейшую задачу такого рода: найти
кратчайший путь перехода с одной кривой на другую.
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7. Принцип Ферма. Пусть v = v(x, y, z) – скорость распространения луча
света в неоднородной среде, Γ – траектория луча света. Время прохождения
лучом света траектории Γ называют оптической длиной пути. Принцип Ферма
утверждает: из всех траекторий, соединяющих фиксированные точки, свет
выбирает ту, оптическая длина которой минимальна. Вариационная задача
Лопиталя

J(y) =

x1∫
x0

√
1 + y′2(x)

v[y(x)]
dx→ min, y(x0) = y0, y(x1) = y1

возникла в оптике (начало вариационного исчисления ≈ 1696 г).
8. Принцип максимума для задачи со свободным правым концом.

Сформулируем необходимые условия оптимальности в задаче

J(u) = g(x(t1))→ min ,

dx

dt
= f(x, u, t), (1)

x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) .

Характерным для изучаемого случая является отсутствие ограничений на пра-
вые концы траекторий. Функция Понтрягина объекта (1) определяется равен-
ством

H(ψ, x, u, t) =
n∑
i=1

ψifi(x, u, t) ,

где (f1 · · · fn)T = f .
Теорема 1. Пусть (x̂(t), û(t)) – локально оптимальный процесс задачи (1),

ψ̂(t) = (ψ̂1(t) . . . ψ̂n(t)) – решение обратной задачи Коши

dψi
dt

= −∂H
∂xi

(ψ, x̂(t), t) (i = 1, . . . , n), (2)

ψ(t1) = −g′[x̂(t1)] . (3)

Тогда для любого t из отрезка [t0, t1] справедливо равенство

H(ψ̂(t), x̂(t), û(t), t) = max
v∈Ω

H(ψ̂(t), x̂(t), v, t) . (4)

9. Принцип максимума для задачи со скользящим правым концом.
Приведём принцип максимума для задачи

J(u) = g0[x(t1)]→ min,

dx

dt
= f(x, u, t), x(t0) = x0, u ∈ U (Ω), (5)
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gi[x(t1)] = 0 (i ∈ I0), gi[x(t1)] 6 0 (i ∈ I+) .

Здесь I0, I+ – непересекающиеся конечные множества натуральных чисел
(не исключается, что одно из этих множеств пусто); I = I0 ∪ I+. Ненулевой
набор Λ = (λi|i∈{0}∪I) называют допустимым для точки x, если выполняются
соотношения

λ0 > 0, λi > 0, λigi(x) = 0 (i ∈ I+).

Теорема 2.Пусть (x̂(t), û(t)) – локально оптимальный процесс задачи (11).
Тогда существует такой допустимый для точки x̂(t1) набор Λ̂ = (λ̂i)

∣∣∣
i∈{0}∪I

,

что если ψ̂(t) – решение системы (2), удовлетворяющее условию

ψ(t1) = −
∑
i∈0∪I

λ̂ig
′
i(x̂(t1)), (6)

то справедливо равенство (4).
10. Принцип максимума для задачи на быстродействие.

Рассматривается задача
J(u) = t1 → min ,

dx

dt
= f(x, u, t), x(t0) = x0, u ∈ U (Ω) ,

gi(x(t1)) = 0 (i = 1, . . . , k) .

В этом частном случае речь идёт о минимизации времени перехода объекта из
начального положения x0 на целевое множество

V = {x ∈ Rn : g1(x) = · · · = gk(x) = 0} .

Теорема 3. Пусть (x̂(t), û(t), t̂1) – оптимальный процесс в задаче о быст-
родействии. Тогда найдутся такие постоянные λ̂1, . . . , λ̂k, не все равные нулю,
что если ψ̂(t) – решение системы (2), удовлетворяющее условию

ψ̂(t̂1) = −
k∑
i=1

λ̂ig
′
i(x̂(t̂1)), (7)

то выполняется соотношение (4) и

H̃(ψ̂(t̂1), x̂(t̂1), û(t̂1), t̂1) > 0 .

Cоотношения (3), (6), (7) называют условием трансверсальности в соответ-
ствующих задачах. В задаче на быстродействие это условие имеет простой гео-
метрический смысл. Оно означает, что вектор-импульс ψ̂ в точке t̂1 ортогонален
целевому многообразию V .



Приложение A

Правило множителей Лагранжа

1. Условия минимума на выпуклом множестве. Ниже рассматривает-
ся задача минимизации функции на выпуклом подмножестве пространства Rn.
Результаты приложения неоднократно использовались ранее для вывода усло-
вий минимума в задачах вариационного исчисления и оптимального управле-
ния. В этом пункте формулируются простейшие утверждения.

Линейным функционалом на пространстве Rn называется функция
l : Rn → R, обладающая свойствами

l(x+ y) = l(x) + l(y), l(λx) = λl(x) ∀x, y ∈ Rn, λ ∈ R .

Любая линейная функция на Rn допускает представление l(x) = px = p1x1 +
· · · + pnxn, в котором xi – компоненты вектор-столбца x, а pi – компонен-
ты вектор-строки p. Это позволяет идентифицировать пространство линейных
функционалов на Rn с линейным пространством Rn вектор-строк p = (p1 · · · pn),
изоморфным пространству Rn. В Rn стандартным образом вводится структура
евклидова пространства.

Пусть Q – выпуклое множество в Rn, z ∈ Q. Линейный функционал l назы-
вают опорным к множеству Q в точке z, если l(z) > l(v)∀v ∈ Q. Cовокупность
опорных функционалов обозначим символом NQ(z) и назовём конусом опорных
функционалов к множеству Q в точке z. Очевидно включение 0 ∈ NQ(z). Ес-

ли z ∈
◦
Q , то NQ(z) = {0}. Действительно, производная в точке локального

минимума равна 0.
Для точки z, принадлежащей границе множества Q, конус NQ(z) может

быть достаточно сложно устроенным множеством. Отметим некоторые свойства
конуса опорных функционалов.

1◦. Если l1, l2 ∈ NQ(z), то l1 + l2 ∈ NQ(z).
2◦. Если l ∈ NQ(z), λ > 0, то λl ∈ NQ(z).
3◦. Опорный конус есть замкнутое множество.
4◦. Если B(z,R) – замкнутый шар радиуса R > 0 c центром в точке z,

Q1 = Q ∩ B(z,R), то NQ(z) = NQ1(z) – свойство локальности конуса опорных
функционалов.

95
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Способы нахождения конуса опорных функционалов для достаточно типич-
ных множеств рассматриваются в третьем пункте. В этом пункте обсудим роль
этого понятия в экстремальных задачах.

Пусть g – числовая функция на открытом выпуклом множестве V ⊂ Rn ,
Q – выпуклое подмножество V . Рассматривается задача

g(x)→ min, x ∈ Q. (1)

Стандартным образом вводятся понятия решения и локального решения задачи
(1). Имеют место следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть z – локальное решение задачи (1) и функция g диффе-
ренцируема в этой точке. Тогда −g′(z) ∈ NQ(z) или в эквивалентной (и чаще
используемой) форме

0 ∈ g′(z) +NQ(z) . (2)

JФиксируем v изQ и введём вспомогательную функцию ϕ(t) = g(z+t(v−z))
(0 6 t 6 1). Поскольку множествоQ выпукло, то z+t(v−z) ∈ Q. При достаточно
малых положительных t справедливы соотношения

ϕ(t) = g(z + t(v − z)) > g(z) = ϕ(0),
ϕ(t)− ϕ(0)

t
> 0 .

Отсюда вытекают неравенства

0 6 ϕ′(0) = g′(z)(v − z) ∀v ∈ Q .

Последнее неравенство влечёт за собой включение (2).I
Теорема 2. Пусть g – выпуклая на множестве Q и дифференцируемая

в точке z ∈ Q функция. Если справедливо соотношение (2), то z – решение
задачи (1).
J Из выпуклости функции g и её дифференцируемости в точке z вытекает

неравенство
g(v) > g(z) + g′(z)(v − z) ∀v ∈ Q .

Включение (2) эквивалентно соотношению

g′(z)(v − z) > 0 ∀v ∈ Q .

Объединяя два последних неравенства, приходим к доказываемому утвержде-
нию. I

В случае z ∈
◦
Q условие (2) сводится к условию f ′(z) = 0. Расшифровка усло-

вия (2) для граничной точки z не столь проста. Здесь требуется информация
об устройстве множества Q вблизи точки z.

2. Основная теорема. Результаты предшествующего пункта могут быть
распространены на более сложную задачу с дополнительными ограничениями
типа равенств и неравенств

g0(x)→ min, x ∈ Q , (3)
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gi(x) = 0 (i ∈ I0) , (4)

gi(x) 6 0 (i ∈ I+) . (5)

Здесь I0, I+ – непересекающиеся множества натуральных чисел (не исключается
случай, когда одно из этих множеств пусто), функции gi – определены на неко-
торой выпуклой окрестности V множества Q. Для формулировки аналогов тео-
рем 1, 2 введём некоторые понятия и обозначения. Ниже I = I0∪I+, I1 = {0}∪I.
Ненулевой набор Λ = (λi)|i∈I1 назовём допустимым, если

λi > 0 (i ∈ {0} ∪ I+) .

Допустимый набор Λ будем именовать нормированным, если его длина

|Λ| def=

(∑
i∈I1

λ2
i

)1/2

= 1 .

Теорема 3. Пусть z – решение задачи (3)-(5), функции gi (i ∈ I1) непре-
рывно дифференцируемы в окрестности точки z. Тогда существует такой
допустимый набор Λ = (λi)|i∈I1, что

1◦ функционал
l = −

∑
i∈I1

λig
′
i(z)

является опорным к множеству Q в точке z;
2◦ выполнены условия дополнительной нежёсткости

λigi(z) = 0 (i ∈ I+) . (6)

J Разобьём доказательство теоремы на два этапа. 1-й этап: Q – компактное
выпуклое множество. Не нарушая общности, будем считать, что функции gi
дифференцируемы в каждой точке множества Q и производные g′i непрерывны
на Q. Выполнения этого требования можно добиться, переходя в случае необ-
ходимости от множества Q к множеству Q1 = Q ∩B(z,R) с достаточно малым
положительным числом R – свойство 4 локальности конуса опорных функцио-
налов.

Введём в рассмотрение функцию

h(t) =

{
t2

2
, (t > 0)

0, (t < 0) .

Функция h(t) дифференцируема и

h′(t) =

{
t, (t > 0)

0, (t < 0) .



98

Производная h′(t) непрерывна на всей оси. Положим

Φ(x) =
1

2

∑
i∈I0

g2
i (x) +

∑
i∈I+

h(gi(x)) .

Функция Φ определена на множестве V . Как нетрудно видеть, равенство
Φ(x) = 0 эквивалентно соотношениям (4), (5). Функция Φ дифференцируема
в каждой точке x ∈ Q, и производная Φ′(x) непрерывна.

Каждому натуральному числу ν поставим в соответствие функцию

Φν(x)
def
= g0(x) + νΦ(x) +

|x− z|2

2

и экстремальную задачу

Φν(x)→ min, x ∈ Q . (7)

Из теоремы Вейерштрасса вытекает существование решения xν задачи (7). Име-
ет место неравенство Φν(x

ν) 6 Φν(z) или более побробно

g0(xν) + νΦ(xν) +
|xν − z|2

2
6 g0(z) . (8)

В частности, из (8) вытекает оценка νΦ(xν) 6 g0(z)− g0(xν) и равенство

lim
ν→∞

Φ(xν) = 0 .

Последовательность xν принадлежит Q. Если z̄ – предельная точка этой после-
довательности, то z̄ ∈ Q и Φ(z̄) = 0. Из (8) следует неравенство

g0(z̄) +
|z̄ − z|2

2
6 g0(z) .

C другой стороны, поскольку z – решение задачи (3)-(5), то g0(z) 6 g0(z̄), по-
этому z̄ = z. Всякая предельная точка последовательности xν совпадает с z.
Это означает, что xν → z.

Так как xν – решение задачи (7), то −Φ′ν(x
ν) ∈ NQ(xν). Более подробно

данное включение может быть записано в виде

−
∑
i∈I1

µνi g
′
i(x

ν)− (xν − z)T ∈ NQ(xν) , (9)

где
µν0 = 1, µνi = gi(x

ν) (i ∈ I0), µνi = h′(gi(x
ν)) (i ∈ I+) . (10)

Положим

Kν =

(∑
i∈I1

(µνi )
2

)1/2

.
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Очевидно, что Kν > 1. Разделив (9) на Kν , приходим к включению

−
∑
i∈I1

λνi g
′
i(x

ν)− 1

Kν

(xν − z)T ∈ NQ(xν) , (11)

в котором

λνi =
µνi
Kν

,
∑
i∈I1

(λνi )
2 = 1 . (12)

Каждая из последовательностей λνi , (ß ∈ I1, ν = 1, 2, . . . ) ограничена, поэтому,
не нарушая общности, можно считать, что λνi → λi∀i при ν → ∞. Из (12)
вытекает равенство ∑

i∈I1

λ2
i = 1 ,

в силу которого хотя бы одно из чисел λi отлично от нуля.
Переходя в (11) к пределу при ν →∞, получаем включение

−
∑
i∈I1

λi g
′
i(z) ∈ NQ(z) . (13)

Если gi(z) = 0, то, очевидно, λigi(z) = 0 и условие дополнительной нежёстко-
сти выполнено. Если же gi(z) < 0, то gi(xν) < 0 при достаточно больших ν,
следовательно,

λνi =
ν

Kν

h′(gi(x
ν)) = 0 ,

поэтому условие дополняющей нежёсткости выполнено и в этом случае.
В силу (12)

λν0 =
1

Kν

> 0, λνi > 0 (i ∈ I+) ,

поэтому λ0 > 0, λi > 0∀i ∈ I+. Это означает, что набор Λ = (λi)|i∈I1 является
искомым. Теорема в случае компактного множества Q доказана (и даже в более
сильной формулировке – набор Λ оказался нормированным).

2-й этап: Q – выпуклое (возможно, и незамкнутое) подмножество Rn. Пусть
v1, . . . , vm – произвольный конечный набор элементов vk из множества Q, P –
выпуклая оболочка множества {z, v1, . . . , vm}. Очевидно, P – компактное вы-
пуклое подмножество Q (многогранник), z ∈ P и z минимизирует функцию g0

на множестве элементов, принадлежащих P и удовлетворяющих ограничениям
(3), (4). Применим к многограннику P доказанную часть теоремы. В силу уже
доказанного существует такой нормированный набор Λ = (λi), что

−
∑
i∈I1

λig
′
i(z) ∈ NP (z) (14)

и выполнены условия дополнительной нежёсткости (6). Из (14) вытекают нера-
венства ∑

i∈I1

λig
′
i(z)(vk − z) > 0 (k = 1, . . . ,m) . (15)
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Обозначим через Λ(P ) совокупность нормированных наборов Λ, удовлетворяю-
щих условиям (14), (15). Очевидно, что Λ(P ) – непустое замкнутое подмноже-
ство единичной сферы конечномерного пространства. Система множеств Λ(P ),
соответствующих многогранникам P описанного выше вида, центрирована. По-
этому пересечение множеств вида Λ(P ) непусто, т.е. существует универсальный
нормированный набор Λ, для которого соотношения (14), (15) выполняются при
любом выборе конечного множества {vk}. Этот универсальный набор Λ явля-
ется искомым. I

Из теоремы 1 вытекает
Следствие. Если выполнены предположения теоремы 1, то существует

такой допустимый набор Λ = (λi), что справедливы условия дополнительной
нежёсткости (6) и элемент z является решением экстремальной задачи∑

i∈I1

λig
′
i(z)v → min, v ∈ Q . (16)

Числа λi называют множителями Лагранжа, а сам переход от задачи (3)-
(5) к задаче (16) – правилом множителей Лагранжа. С иными версиями этого
правила и с иными доказательствами теоремы 3 и более общих утверждений
можно познакомиться, например, в [1], [5], [10], [19], [25].

3. Обсуждение правила множителей Лагранжа. Варианты теоремы 3
сохраняются, если одно из множеств I0, I+ пусто. Например, верна

Теорема 4. Пусть z – решение задачи (3), (5) и функции gi непрерывно
дифференцируемы в окрестности точки z. Тогда найдутся такие неотрица-
тельные числа λi (i ∈ {0}∪I+, не все равные нулю, что выполнены соотношение
(13) с I1 = {0} ∪ I+ и условия дополняющей нежёсткости (6).

Полезно следующее дополнение к теореме 4.
Теорема 5. Пусть функции gi (i ∈ {0}∪ I+ выпуклы, λi > 0 (i ∈ I+), λ0 > 0.

Пусть
z ∈ Q, gi(z) 6 0, λigi(z) = 0(i ∈ I+)

и z есть решение задачи (16) с I1 = {0}∪I+. Тогда z является решением задачи
(3), (5).
J Функция

g(x) =
∑

i∈{0}∪I+

λigi(x)

выпукла как неотрицательная линейная комбинация выпуклых функций. По-
скольку z есть решение задачи (16), то −g′(z) ∈ NQ(z). В силу теоремы 2
g(x) > g(z)∀x ∈ Q. Используя это неравенство и условие дополнительной
нежёсткости, получаем последовательно соотношения∑

i∈{0}∪I+

λigi(x) >
∑

i∈{0}∪I+

λigi(z) = λ0g0(z) (x ∈ Q).
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Из этого соотношения вытекает, что если x ∈ Q и gi(x) 6 0 (i ∈ I+), то
λ0g0(x) > λ0g0(z). Поскольку λ0 > 0, то z – решение задачи (3), (5). I

Коснёмся способов описания конуса NQ(z) опорных функционалов к множе-
ству Q ⊂ Rn. Ограничимся случаем, когда множество Q определено равенством

Q = {x ∈ Rn,Φ1(x) 6 0, . . . ,Φp(x) 6 0} ,

где Φk : Rn → R – выпуклые дифференцируемые функции. Пусть z ∈ Q и
множество I(z) = {i, Φi(z) = 0} непусто. При достаточно необременительных
предположениях любой линейный функционал из NQ(z) допускает представле-
ние

l =
∑
i∈I(z)

λiΦ
′
i(z) , (17)

в котором λi – неотрицательные числа. Например, формула (17) справедли-
ва, если функции Φi аффинны или выполнено условие сильной совместности:
существует элемент v̄, для которого Φi(v̄) < 0∀i. В частности, представление
(17) можно применить к случаю, когда Q есть прямое произведение отрезков
действительной оси (именно этот частный случай был важен во многих кон-
струкциях второй главы).

В правиле множителей Лагранжа возможна ситуация, когда λ0 = 0. Это
означает, что в необходимом условии минимума отсутствует сама минимизиру-
емая функция g0. Любое предположение, гарантирующее неравенство λ0 > 0,
называют условием регулярности данных задачи (3)-(5). Не обсуждая и здесь
вопрос с максимальной общностью, ограничимся случаем, когда I0 = ∅ (огра-
ничения типа равенств (4) отсутствуют), а функции gi → Rn → R (i ∈ I+)
выпуклы и дифференцируемы. Сильная совместность ограничений (5) гаран-
тирует неравенство λ0 > 0. Именно, пусть существует элемент v̄ из Q, для
которого gi(v̄) < 0. Предположение λ0 = 0 влечёт за собой неравенство∑

i∈I+

λig
′
i(z)(v̄ − z) > 0 , (18)

в котором хотя бы одно из чисел λi положительно. Поскольку gi(v̄) < 0∀i, то∑
i∈I+

λigi(v̄) < 0 .

С другой стороны, имеют место оценки∑
i∈I+

λigi(v̄) >
∑
i∈I+

λigi(z̄) +
∑
i∈I+

g′i(z)(v̄ − z) > 0 ,

вытекающие из (6), (18). Полученное противоречие доказывает неравенство
λ0 > 0.
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4. Задачи. Цель предлагаемого цикла задач состоит в обобщении прави-
ла множителей Лагранжа на негладкие функции. Напомним, что функционал
h : Rn → R называют сублинейным, если он выпукл и положительно однороден.
Сублинейность функционала h : Rn → R эквивалентна соотношениям

h(x+ y) 6 h(x) + h(x+ y), h(λx) = λh(x) ,

где x, y – произвольные элементы из Rn, λ > 0. Например, если M – произволь-
ное ограниченное подмножество линейных на Rn функционалов, то равенство

h(x)
def
= sup

l∈M
l(x)

определяет сублинейный функционал h.
Задача 1. Линейный функционал l : Rn → R называют опорным к сублиней-

ному функционалу h, если l(v) 6 h(v) для всех v из Rn. Используя конечномер-
ный вариант теоремы Хана–Банаха [1], [3], доказать следующие утвеждения:

a) множество ∂h всех опорных функционалов l к сублинейному функциона-
лу h есть непустое компактное выпуклое подмножество пространства Rn;

b) справедливо равенство

h(v) = max
l∈∂h

l(v) ∀v ∈ Rn .

2. Пусть g – действительная функция, определённая на некоторой окрест-
ности U точки x и удовлетворяющая в этой окрестности условию Липшица.
Тогда

a) для любого v из Rn существует конечный верхний предел

h(v) = lim
y→x,t→+0

g(y + tv)− g(y)

t
;

b) определяемый таким образом функционал h : Rn → R сублинеен, соответ-
ствующее ему множество ∂h именуют субдифференциалом функции g в точке
x и обозначают символом ∂g(x).

3. Пусть Q – выпуклое подмножество Rn, функционал g определён на вы-
пуклой окрестности U точки x ∈ Q, удовлетворяет условию Липшица в этой
окрестности и g(x) 6 g(y)∀y ∈ Q ∩ U . Тогда

0 ∈ ∂g(x) +NQ(x) . (19)

4. Включение (19) очевидным образом аналогично включению (2), а в це-
лом 3. представляет вариант теоремы 1 о необходимых условиях минимума на
выпуклом множестве. Сформулировать и доказать для липшицевых функций
g, gi аналоги всех сформулированных в приложении A утверждений.

5. Применить аналог правила Лагранжа для липшицевых функций к обоб-
щению принципа максимума Понтрягина.



Приложение B

О гладкости решений одномерных
вариационных задач

1. Постановка задачи. В теории вариационных задач имеется определён-
ный разрыв между теоремами существования и условиями минимума. Теоремы
существования обычно устанавливают в достаточно широких нормированных
пространствах, в которых минимизируемый функционал является растущим и
полунепрерывным снизу. С другой стороны, в формулировках условий мини-
мума (и необходимых, и достаточных) фигурирует, как правило, дифференци-
руемость исследуемого функционала, что заставляет предполагать принадлеж-
ность точки минимума некоторому узкому пространству. Один из естественных
путей преодоления этого разрыва для интегральных функционалов заключа-
ется в доказательстве гладкости слабых решений вариационных задач, суще-
ствование которых гарантируется прямыми методами. В случае интегральных
функционалов со степенным порядком роста интегранта имеется большое ко-
личество исследований, связанных с этим вопросом; подробная библиография
содержится в [22], [27].

Менее изучен вопрос о гладкости экстремалей с нестепенными нелинейно-
стями. В монографии ([10], с. 394–398) приводится теорема о гладкости слабых
решений простейшей вариационной задачи

f(x) =

t1∫
t0

L(t, x(t), x′(t)) dt→ min,

x(t0) = x0, x(t1) = x1.

В предположениях этой теоремы интегрант L(t, x, y) может расти по y несте-
пенным образом, однако удовлетворяет оценке

|L(t, x, y)| 6 c(t, x) exp (k|y|) .

Таким образом, указанная теорема не охватывает случая функций L, растущих
по y быстрее экспоненты.

103



104

В этом приложении изучается вопрос о гладкости обобщённых решений ва-
риационной задачи

f(x) =

t1∫
t0

L(t, x(t), x′(t), . . . x(m)(t)) dt→ min, (1)

x(i)(t0) = ai, x(i)(t1) = bi, (i = 0, 1, . . . ,m− 1) , (2)

Для точной постановки задачи введем несколько обозначений и терминов. Да-
лее ∆ = [t0, t1], интеграл ∫

∆

h(t) dt

от функции h : ∆ → R понимается в смысле Лебега. Предполагается знаком-
ство с одномерным интегралом Лебега; более чем достаточно сведений, содер-
жащихся, например, в [3]. Ниже L (∆) – пространство суммируемых на отрезке
∆ функций, Ck(∆) – пространство k раз непрерывно дифференцируемых на
отрезке ∆ скалярных функций.

Непрерывную на отрезке ∆ функцию x будем называть абсолютно непре-
рывной, если она допускает представление

x(t) = x(t0) +

t∫
t0

v(s) ds , (A)

в котором v ∈ L (∆). Функция x : ∆→ R абсолютно непрерывна в том и только
в том случае, когда для каждого ε > 0 существует такое δ > 0, что если (αj, βj)
– конечная система попарно непересекающихся интервалов, суммарная длина
которых меньше δ, то ∑

j

|x(βj)− x(αj)| < ε .

Любая абсолютно непрерывная функция x(t) имеет почти всюду суммируемую
производную x′(t), и функция x′(t) эквивалентна фигурирующей в равенстве
(A) функции v(t). Совокупность абсолютно непрерывных на отрезке ∆ функ-
ций обозначим символом W 1(∆). В класс W 1(∆) входят функции x : ∆ → R,
удовлетворяющие условию Липшица. Функция x(t) =

√
t принадлежит классу

W 1([0, 1]), но не удовлетворяет условию Липшица. Для того чтобы функция
x класса W 1(∆) удовлетворяла условию Липшица, необходимо и достаточно,
чтобы её производная x′ принадлежала пространству L∞(∆). Доказательства
перечисленных свойств абсолютно непрерывных функций можно найти, напри-
мер, в [3].

Пусть m – натуральное число и m > 1. Обозначим через Wm(∆) часть
пространства Cm−1(∆), состоящую из функций x, для которых производная
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x(m−1) порядка m−1 абсолютно непрерывна на отрезке ∆. Для любой функции
x класса Wm(∆) справедливо равенство

x(m−1)(t) = x(m−1)(t0) +

t∫
t0

u(s) ds . (3)

Функция u в равенстве (3) суммируема; её называют производной порядка m
от функции x. Для функции x из Wm(∆) положим

δx(t) = (x(t), x′(t), . . . , x(m−1)(t)) .

Далее C∞0 (∆) – пространство бесконечно дифференцируемых на ∆ функций,
равных нулю вблизи границы промежутка ∆. Если u(t) = x(m)(t) , то для любой
функции ϕ класса C∞0 (∆) имеет место равенство∫

∆

x(t)ϕ(m)(t) dt = (−1)m
∫
∆

u(t)ϕ(t) dt. (4)

Весьма часто равенство (4) принимают в качестве определения производной
порядка m. Это новое определение имеет то преимущество, что легко распро-
страняется на функции многих переменных [22]; соответствующие частные про-
изводные именуют производными в смысле Соболева. В одномерном случае оба
определения по существу эквивалентны.

Если не оговорено противное, в пределах этого параграфа предполагается,
что L(t, u0, . . . , um) – непрерывная на ∆ × Rm+1 функция. Введем множество
Df функций x класса Wm(∆), удовлетворяющих краевым условиям (2), для
которых функция L(·, δx(·), x(m)(·)) принадлежит L (∆). Множество Df явля-
ется естественной областью определения функционала f . Для x(·) из Wm(∆),
не принадлежащих Df , положим f(x) = ∞. Функцию x0(·) из Wm(∆) будем
называть решением вариационной задачи(1), (2), если x0 ∈ Df и для всех x
из Wm(∆) имеет место неравенство f(x0) 6 f(x). Ниже существование реше-
ния задачи (1), (2) предполагается. Достаточные условия выполнимости этого
требования можно найти в [10]. В частности, справедливо

Предложение 1. Пусть функция L(t, u0, u1) выпукла по переменной u1

(при фиксированных значениях остальных переменных) и допускает оценку

L(t, u0, u1) > ψ1(u1)− ψ2(u0)− k , (5)

где k – положительная константа, а функции ψ1, ψ2 удовлетворяют услови-
ям:

1◦ ψ1 выпуклая чётная функция на [0,∞), ψ1(0) = 0 и u−1ψ1(u) → ∞ при
u→∞;

2◦ ψ2 неотрицательна, непрерывна и неубывает на [0,∞);
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3◦ при любых положительных числах γ, λ0 функция

ψ1(u/γ)− ψ2(u+ λ0)→∞ при u→∞.

Тогда задача (1) при m = 1 имеет решение.
Обсуждение предложения 1 и других теорем разрешимости можно найти в

[10, с. 384–386].
2. Уравнения Эйлера–Лагранжа в слабой форме. В этом пункте фор-

мулируется и доказывается центральный результат приложения.
Теорема 1. Пусть функция L : ∆× Rm+1 → R удовлетворяет условиям:
l1) существуют и непрерывны по совокупности переменных частные про-

изводные Lui (i = 0, 1, . . . ,m);
l2) функция L выпукла по переменному um;
l3) для каждой константы R найдутся выпуклая неотрицательная функ-

ция ψR и постоянные cR, kR такие, что lim
|z|→∞

ψR(z) =∞ и при

|u0|+ . . . |um−1| 6 R

справедливы оценки

L(t, u0, . . . , um) > ψR(um)− cR , (6)

m−1∑
i=0

|Lui(t, u0, . . . , um)| 6 kRψ(un) + cR . (7)

Если x0 – решение вариационной задачи (1), (2), то функции Lui(·, δx0(·), x0(·))
принадлежат L (∆) и для любой функции ϕ из C∞0 (I) выполняется равенство

m∑
i=0

∫
∆

Lui(t, δx0(t), x
(m)
0 (t))ϕ(i)(t)dt = 0 . (8)

J Для простоты выкладок будем считать, что

ai = bi = 0 (i = 0, 1, . . . ,m− 1);

общий случай сводится к этому простой заменой переменных. Пусть x ∈ C∞0 (∆),
h = x− x0,

R =
m−1∑
i=0

max
t∈I
|x(i)

0 (t)|+
m−1∑
i=0

max
t∈I
|x(i)(t)| ,

ψR – выпуклая функция, cR, kR – постоянные, построенные в соответствии с
условием l3) по константе R. Фиксируем λ ∈ [0, 1] и установим суммируемость
функции L(·, δx0 +λδh, x

(m)
0 ). В силу леммы о промежуточных значениях суще-

ствует такая измеримая 1 на ∆ функция θ(t), что 0 6 θ(t) 6 1 и
1Возможность измеримого выбора θ(t) следует обосновать читателю.
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L(·, δx0 + λδh, x
(m)
0 )− L(·, δx0, x

(m)
0 ) =

m−1∑
i=0

Lui(·, δx0 + λθδh, x
(m)
0 )λh(i) . (8)

Из условия l3) вытекают соотношения∫
∆

ψR(x
(m)
0 (t)) dt <∞,

|Lui(·, δx0 + λθδh, x
(m)
0 )| 6 kRψR(x

(m)
0 ) + cR (i = 0, . . . ,m− 1) ,

влекущие в силу (8) суммируемость функций L(·, δx0 + λδh, x
(m)
0 ). При

λ = 0 из этих соотношений следует суммируемость функций

Lui(·, δx0, x
(m)
0 ) (i = 0, . . . ,m− 1).

Поскольку x ∈ C∞0 (∆), то L(·, δx0 + λδh, (x0 + h)(m)) ∈ L (I).
Функция g = L(·, δ(x0 + λh), (x0 + λh)(m)) удовлетворяет неравенствам

ψR((x0 + λh)(m))− cR 6 g 6

6 λL(·, δx0 + λδh, (x0 + h)(m))) + (1− λ)L(·, δ(x0 + λh), x
(m)
0 ) . (9)

Как указывалось выше, функции L(·, δx0 +λδh, (x0 +h)(m))), L(·, δ(x0 +λh), x
(m)
0 )

принадлежат L (∆), поэтому правая часть (9) принадлежит L (∆). Поскольку
ψR(x

(m)
0 ) ∈ L (∆), ψR((x0 + λh)(m)) ∈ L (∆), ψR – неотрицательная выпуклая

функция, то левая часть (9) также суммируема. Следовательно,

L(·, δ(x0 + λh), (x0 + λh)(m)) ∈ L (∆), x0 + λh ∈ Df .

Аналогичным образом можно установить суммируемость функции

L(·, δx0, (x0 + h)(m)) .

Так как x0 – решение вариационной задачи (1), (2), то

f(x0 + λh) > f(x0) ∀λ ∈ [0, 1] .

При λ ∈ (0, 1] очевидны соотношения

0 6
f(x0 + λh)− f(x0)

λ
= f1(λ) + f2(λ) , (10)

в которых

f1(λ) = λ−1

f(x0 + λh)−
∫
∆

L(t, δx0(t), (x0 + λh)(m)(t)) dt

 ,
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f2(λ) = λ−1

∫
∆

L(t, δx0(t), (x0 + λh)(m)(t)) dt− f(x0)

 .

Используя вновь лемму о промежуточных значениях, получаем равенство

L(t, δ(x0 + λh)(t), (x0 + λh)(m)(t))− L(t, δx0(t), (x0 + λh)(m)(t)) =

=
m−1∑
i=0

Lui(t, δx0(t) + θ(t)λδh(t), (x0 + λh)(m)(t))λh(i)(t) , (11)

где θ(t) – измеримая функция, 0 6 θ(t) 6 1. Из условий l2), l3) следует

|Lui(t, δx0(t) + θ(t)λδh(t), (x0 + λh)(m)(t))| 6

6 kRλψR((x0 + λh)(m)(t)) + kR(1− λ)ψR(x
(m)
0 (t)) + cR . (12)

Введем последовательность функций yk(t) =

= k
(
L(t, δ(x0 + k−1h)(t), (x0 + k−1h)(m)(t))− L(t, δx0(t), (x0 + k−1h)(m)(t))

)
.

Очевидно, что

f1(k−1) =

∫
∆

yk(t) dt (k = 1, 2, . . . ) .

Соотношение (11) показывает, что последовательность yk при k → ∞ почти
всюду сходится к функции

m−1∑
i=0

Lui(t, δx0(t), (x0)(m)(t))h(i)(t) .

Из (12) вытекает абсолютная непрерывность интегралов от функций yk,
поэтому

lim
k→∞

f1(k−1) =

∫
∆

m−1∑
i=0

Lui(t, δx0(t), (x0)(m)(t))h(i)(t) dt <∞ .

Отсюда в силу соотношений (10) следует ограниченность снизу последова-

тельности f2

(
1

k

)
. Поскольку функция L выпукла по переменной un, то после-

довательность функций

zk(t) = k
(
L(t, x0(t), (x0 + k−1h)(m)(t))− L(t, x0(t), x

(m)
0 (t))

)
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монотонно убывает с ростом k. Так как функция L дифференцируема, то по-
чти всюду существует предел этой функции, равный Lum(t, δx(t), x

(m)
0 (t))h(m)(t).

Согласно теореме Беппо Леви предельная функция суммируема и

lim
k→∞

∫
∆

zk(t) dt =

∫
∆

Lum(t, δx(t), x
(m)
0 (t))h(m)(t) dt .

Переходя к пределу в неравенстве f1(k−1)+f2(k−1) > 0 к пределу при k →∞,
получаем, что функция

m∑
i=0

Lui(t, δx0(t), x
(m)
0 (t))(x− x0)(i)(t)

суммируема и интеграл от неё неотрицателен:∫
∆

m∑
i=0

Lui(t, δx0(t), x
(m)
0 (t))(x− x0)(i)(t) dt > 0 . (13)

Соотношение (13) верно для произвольной функции x из C∞0 (∆). Полагая
x(t) ≡ 0, получаем включение

Lum(t, δx0(t), x
(m)
0 (t))x

(m)
0 (t) ∈ L (∆) .

Согласно условиям l2), l3) при |u0|+ · · ·+ |um−1| 6 R справедливы оценки

Lum(t, u0, . . . , um)um > L(t, u0, . . . , un)− L(t, u0, . . . , um−1, 0) >

> ψR(um)− cR − L(t, u0, . . . , um−1, 0) ,

поэтому существует такое M > 0, что при |u0| + · · · + |um−1| 6 R, |um| > M
имеет место неравенство

Lum(t, u0, . . . , um)um > 0 .

Если |x(m)
0 (t)| > M + 1 , то

Lum(t, δx0(t), x
(m)
0 (t))x

(m)
0 (t) > |Lum(t, δx0(t), x

(m)
0 (t))| ,

поэтому
Lum(,̇δx0(·), x(m)

0 ()̇) ∈ L (∆) .

Положим теперь в (13) x(t) = sϕ(t), где ϕ ∈ C∞0 (∆), s – действительное
число. Тогда имеем∫

∆

m∑
i=0

Lui(t, δx0(t), x
(m)
0 (t))(sϕ− x0)(i)(t) dt > 0
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для произвольного s ∈ (−∞,∞). Это возможно лишь в случае, когда выполне-
но (8). I

Остановимся на возможных обобщениях теоремы. Требование непрерывно-
сти функций L,Lui по совокупности переменных можно заменить соответству-
ющим условием Каратеодори (измеримость по t и непрерывность по совокупно-
сти переменных u0, . . . , um). В теореме 1 предполагается выпуклость L лишь по
одному переменному. Усиление условия выпуклости функции L, например, до
выпуклости по совокупности переменных u0, . . . , um, позволяет ослабить усло-
вие l3), основное назначение которого заключается в подавлении влияния невы-
пуклой зависимости L от переменных u0, . . . , um−1.

3. Гладкость обобщённых решений дифференциальных уравнений.
Соотношение (8) означает, что функция x0 удовлетворяет в смысле обобщённых
функций уравнению Эйлера

m∑
i=0

(−1)i
di

dti
Lui(t, δx(t), x(m)(t)) = 0 . (14)

Изучим свойства обобщённых решений дифференциальных уравнений вида

m∑
i=0

(−1)i
di

dti
Ai(t, δx(t), x(m)(t)) = 0 , (15)

где Ai(t, u0, . . . , um) – непрерывные на ∆×Rm+1 функции. Функцию x0 из про-
странства Wm(∆) будем называть обобщённым решением уравнения (15), если
функции Ai(·, δx0(·), x(m)

0 (·)) (i = 0, 1, . . . ,m) принадлежат L (∆) и для любой
функции ϕ из C∞0 (∆) справедливо равенство∫

∆

m∑
i=0

Ai(t, δx0(t), x
(m)
0 (t))ϕ(i)(t) dt = 0 . (16)

Теорема 2. Пусть выполняются условия:
1) Ai(t, u0, . . . , um) есть i раз непрерывно дифференцируемая функция;
2) ∂An/∂un > 0 на ∆× Rm+1;
3) для любой константы R существуют неотрицательньная выпуклая

функция ψR и константа cR такие, что |z|−1ψR(z) → ∞ и при |u0| + · · · +
|um−1| 6 R справедливо неравенство

Am(t, u0, . . . , um)um > ψR(um)− cR .

Тогда каждое обобщённое решение уравнения (15) есть функция класса C2m(I)
и является классическим решением уравнения (15).
J Пусть m = 2. Введём функции

g0(t) =

t∫
t0

(t− s)A0(s, δx0(s), x
(2)
0 (s)) ds ,
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g1(t) =

t∫
t0

A1(s, δx0(s), x
(2)
0 (s)) ds ,

g2(t) = A2(t, δx0(t), x
(2)
0 (t)) .

Интегральные соотношения, определяющие функции g0, g1, эквивалентны усло-
виям

g
(2))
0 = A0(t, δx0(t), x

(2)
0 (t)), g0(t0) = 0, g′0(t0) = 0 ,

g′1(t) = A1(t, δx0(t), x
(2)
0 (t)), g1(t0) = 0 .

Используя эти соотношения, равенство (16) и интегрирование по частям, полу-
чаем, что ∫

∆

(g2(t)− g1(t) + g0(t))ϕ(2)(t)dt = 0

для любой функции ϕ из C∞0 (∆). Это означает, что вторая производная в смыс-
ле Соболева функции g2(t)− g1(t) + g0(t) равна 0, поэтому данная функция эк-
вивалентна некоторому многочлену P (t) первой степени. Таким образом, почти
всюду в ∆ выполнено равенство

A2(t, δx0(t), x
(2)
0 (t)) =

t∫
t0

A1(s, δx0(s), x
(2)
0 (s)) ds−

−
t∫

t0

(t− s)A0(s, δx0(s), x
(2)
0 (s)) + P (t) ≡ Q(t) . (17)

Введём функцию H(t, z), определённую равенством H(t, z) = A2(t, δx0(t), z)
(t ∈ ∆, z ∈ R). Пусть R > |x0(t)|+ |x′0(t)| при всех t ∈ ∆. Из условия 3 получим

(H(t, z)−Q(t))z > ψR(z)− cr −Q(t)z,

а поскольку ψR(z)|z|−1 → ∞ при |z| → ∞, то при |z| > M , где M достаточно
велико, правая часть последнего неравенства положительна. Отсюда вытекает
сущетвование и ограниченность неявной функции y(t), определяемой из урав-
нения

H(t, y(t)) = Q(t) . (18)

Согласно условию 2 функция H(t, z) = A2(t, δx0(t), z) монотонно возрастает
по z, поэтому уравнение (18) имеет лишь одно решение. Из единственности и
ограниченности неявной функции y(t), определяемой из (18), в силу непрерыв-
ности H(t, z) и Q(t), следует непрерывность функции y(t). В соответствии с (17)
x

(2)
0 (t) = y(t) почти всюду, отсюда следует включение x0 ∈ C2(∆) и равенство
x

(2)
0 (t) = y(t) при всех t из ∆.
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Равенство (17) показывает, что Q ∈ C1(∆). По теореме о неявной функции,
применённой к (18), y ∈ C1(∆), т.е. x0 ∈ C3(∆). Используя снова (17), име-
ем: Q ∈ C2(∆). Применяя ещё раз теорему о неявной функции, приходим к
включению y ∈ C2(∆), т.е. x0 ∈ C4(∆). Функция x0 является классическим ре-
шением уравнения (15). Для того чтобы убедиться в этом, достаточно дважды
дифференцировать (17) по t.

Теорема в случае m = 2 доказана. Общий случай рассматривается анало-
гично. I

Следствием теорем 1 и 2 является
Теорема 3. Пусть функция L удовлетворяет условиям:
1◦ частная производная Lui (i = 0, 1, . . . ,m) есть i раз непрерывно диффе-

ренцируемая функция;
2◦ производная ∂2/∂u2

mL(t, t, u0, . . . , um) > 0 для всех допустимых t, uj;
3◦ имеют место неравенства (6),(7), в которых

lim
|z|→∞

ψR(z)

|z|
=∞ .

Если x0 есть обобщённое решение вариационной задачи (1), (2), то x0 принад-
лежит C2m(∆) и является классическим решением уравнения (14).
J Каждое условие i◦ влечёт за собой условие li) теоремы 1, поэтому согласно

теореме 1 x0 является обобщенным решением уравнения (14). Применим теоре-
му 2 к уравнению (14), полагая Ai = Lui (i = 0, 1, . . . ,m). В силу выпуклости L
по um при |u0|+ · · ·+ |um−1| 6 R имеем соотношения:

Lum(t, u0, . . . , um)um > L(t, u0, . . . , um)− L(t, u0, . . . , un−1, 0) >

> ψR(um)− cR − L(t, u0, . . . , um−1, 0) ,

из которых следует выполнимость условия 3 теоремы 2. Поскольку условия
1 и 2 теоремы 2 выполнены очевидным образом, то доказываемый результат
вытекает из теоремы 2. I

Пример вариационной задачи, удовлетворяющей условиям теоремы 3:

f(x) =

1∫
0

[(2 + sin x) exp(x′)2 − tx(t)] dt→ min,

x(0) = x(1) = 0 .

Существование решения данной вариационной задачи вытекает из предложе-
ния 1. В рассматриваемом случае интегрант

L(t, x, y) = (2 + sinx) exp y2 − tx

растёт по y быстрее любой экспоненты. В качестве ψR можно брать функцию
ψ(z) = exp z2.
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Теорема легко обобщается на случай, когда x – вектор-функция со зна-
чениями в конечномерном пространстве Rn. Естественными аналогами про-
странств L (∆), Cm(∆),Wm(∆) являются пространства вектор-функций со зна-
чениями в Rn, обозначаемые символами L (∆,Rn), Cm(∆,Rn),Wm(∆,Rn). Они
могут расматриваться как прямые произведения n экземпляров соответствую-
щих пространств скалярных функций, поэтому наследуют их свойства. Необ-
ходимо признать, что перечисленные пространства плохо приспособлены для
исследования вариационных задач.

4. Задачи и комментарии.
1. Если в условиях теоремы 2 функции Ai обладают повышенной глад-

костью, то и гладкость обобщённого решения x0 соответствующего диффе-
ренциального уравнения также повышается. Например, если Ai ∈ Ci+k, то
x0 ∈ C2m+k; в случае бесконечной дифференцируемости Ai функция x0 оказы-
вается также бесконечно дифференцируемой. Аналогичное утверждение верно
и для решений вариационных задач. Аккуратно сформулировать и доказать
теоремы о повышенной гладкости решений дифференциальных уравнений. Та-
кого рода результаты полезны при анализе достаточных условий минимума.

2. В общем случае гладкости решений вариационных задач может и не быть.
Аналогичные примеры уже приводились в связи с условием Вейерштрасса–
Эрдмана (см. п. 2.6). Вот ещё один пример, принадлежащий Д. Гильберту.

f(x) =

1∫
0

t2/3(x′(t))2dt→ min; x(0) = 0, x(1) = 1.

Доказать, что экстремаль x̂ этого функционала, удовлетворяющая краевым
условиям в точках 0 и 1, единственна, доставляет глобальный минимум, но
не принадлежит классу C1([0, 1]) .

3. Показать, что у функционала

f(x) =

1∫
0

t2(x′(t))2 dt, x(0) = 0, x(1) = 1

не существует допустимой экстремали даже среди абсолютно непрерывных
функций (пример Вейерштрасса).

4. Рассмотреть вариационнную задачу

f(x) =

1∫
0

((1− x′(t)2)2 + x2(t)) dt→ inf, x(0) = 0, x(1) = 0.

Показать, что точная нижняя грань функционала равна нулю, но не дости-
гается ни на одной допустимой функции класса KC1.

Приведённные примеры подводят к восходящей к Д. Гильберту мысли, что
каждую вариационную задачу следует рассматривать в своём пространстве.
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При этом возникающие пространства и решения могут существенно отличать-
ся от классических образцов (насколько сильно это различие можно понять,
заглянув в книгу Л. Янга [30]). Гильберту же принадлежит гипотеза, что при
определённых предположениях регулярности каждое обобщённое решение ва-
риационной задачи является на самом деле гладким и степень гладкости опре-
деляется лишь степенью гладкости интегранта. Если для одномерных вариа-
ционных задач предположение Гильберта справедливо, то для многомерных
вариационных задач это неверно; обсуждение данных вопросов и точные ре-
зультаты можно найти в [22], [27].

5. В этом приложении речь шла о гладкости решений простейшей вариацион-
ной задачи. В частности, отсутствовали дополнительные ограничения изопери-
метрического типа. Следует разобраться, насколько дополнительные условия
могут повлиять на гладкость обобщённых решений. Трудность заключается
в том, что привычный аппарат анализа экстремальных задач в данной ситуа-
ции может не сработать ввиду недифференцируемости исследуемых функцио-
налов; эта негладкость может возникнуть даже для функционалов, порождае-
мых сколь угодно гладкими интегрантами (из-за плохих свойств пространства
L 1 суммируемых функций).

6. Интересен вопрос об экстремалях функционала

f(x) =

1∫
0

((x′(t))2 + a|x(t|p) dt, (18)

удовлетворяющих граничным условиям

x(0) = 0, x(1) = 0 . (19) .

Здесь p > 1, a ∈ R. Уравнение Эйлера для функционала (18) имеет вид

−x′′ + ap

2
|x|p−2x = 0 . (20)

Допустимые экстремали в данном случае это решения краевой задачи (19, (20).
Доказать следующие утверждения.

α) при любом a > 0 краевая задача (19), (20) имеет единственное решение
x̂ = 0, реализующее абсолютный минимум функционала (18) при граничных
условиях (19);

β) тот же вывод верен, если p = 2 и a > −π2 ; продумать самостоятельно,
что произойдёт в случае p = 2 и a = −π2 или a < −π2;

γ) если p > 2, то при любом a < 0 существует такая последовательность
решений xn краевой задачи (19), (20), что f(xn)→∞ при n→∞; функционал
f неограничен и сверху, и снизу;

δ) если 1 < p < 2, то при любом a < 0 существует такая последователь-
ность решений xn краевой задачи (19), (20), что f(xn) < 0 и f(xn) → 0 при
n→∞.
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Данный пример показывает, что для «вылавливания» критических значе-
ний функционала следует использовать и отличные от максимального или ми-
нимального его значений. Каким образом – это ещё тот вопрос!
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Приложение C

Метод условного градиента

В этом разделе изучается сходимость метода условного градиента в зада-
че приближённого нахождения точек минимума функционалов, определённых
на ограниченных замкнутых и выпуклых подмножествах рефлексивного про-
странства. Устанавливаются достаточные условия сходимости, применимые, в
частности, к невыпуклым функционалам. Приводятся приложения к задачам
оптимального управления и вариационного исчисления. Заключают раздел све-
дения о методе Ритца и несколько посвящённых этому методу задач.

C.1 Сходимость метода условного градиента
1. Сведения из функционального анализа. Напомним некоторые опре-

деления функционального анализа [3], [10], [19]. Пусть X – действительное ба-
нахово пространство с нормой ‖x‖. Его можно рассматривать как полное мет-
рическое пространство с метрикой ρ(x1, x2) = ‖x1 − x2‖. Совокупность X∗ всех
линейных непрерывных функционалов на X (сопряжённое к X пространство)
является банаховым, если задать в X∗ норму

‖x∗‖∗ = sup
‖x‖61

〈x, x∗〉 ,

где 〈x, x∗〉 означает результат применения к x функционала x∗. Любой элемент
x из X порождает линейный функционал на пространстве X∗. Таким образом,
возникает естественное отображение κ пространства X во второе сопряжённое
к X пространство X∗∗ = (X∗)∗. Если отображение κ : X → X∗∗ есть биекция,
то пространство X называют рефлексивным.

В банаховом пространстве X можно рассматривать сильную и слабую схо-
димости последовательности элементов xn этого пространства. Будем говорить,
что последовательность xn сильно сходится к элементу x и писать xn → x, если
ρ(xn, x) = ‖xn − x‖ → 0 при n→∞. Скажем, что последовательность xn слабо
сходится к элементу x, и станем писать xn ⇀ x, если для любого функциона-
ла x∗ ∈ X∗ последовательность 〈xn, x∗〉 сходится к 〈x, x∗〉 при n → ∞. Всякая
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сильно сходящаяся последовательность сходится слабо. Обратное, вообще гово-
ря, неверно.

Сильная топология на пространстве X – это топология, порождаемая мет-
рикой ρ. Слабая топология в X – это слабейшая из топологий, в которой непре-
рывны все функционалы x∗ из X∗. Ниже Cv(X) – совокупность всех непустых
выпуклых замкнутых подмножеств пространства X. В этом определении име-
ется в виду замкнутость относительно сильной топологии. Однако если X –
рефлексивное пространство, то множество Q класса Cv(X) замкнуто относи-
тельно и слабой топологии пространства X.

Стандартным образом определяются замыкания множества M ⊂ X относи-
тельно слабой и сильной топологии. Например, сильное замыкание множества
M – это множество M , состоящее из элементов x, для которых существует по-
следовательность элементов xn, сильно сходящаяся к элементу x. Пространство
X называют сепарабельным, если существует такое его счётное подмножество
M , что M = X.

Первостепенное значение имеет для нас следующий критерий слабой ком-
пактности.

Предложение 1. Пусть Q – ограниченное непустое выпуклое замкнутое
подмножество рефлексивного сепарабельного пространства X. Тогда из всякой
последовательности un элементов множества Q можно извлечь подпоследо-
вательность uin, слабо сходящуюся к некоторому элементу u множества Q.

Отображение F : M1 →M2 (M1,M2 – подмножества банаховых пространств
X1, X2 соответственно) именуют ограниченным, если для каждого ограничен-
ного в X1 множества M ⊂ M1 область значений F (M) есть ограниченное под-
множество X2.

Рассматриваемые ниже функционалы предполагаются действительнознач-
ными. Если f : M → R – функционал на множествеM , то arg min

M
f – множество

точек глобального минимума f на M : включение x∗ ∈ arg min
M

f эквивалентно
неравенству f(x∗) 6 f(x) ∀x ∈ M . Стандартным образом определяется произ-
водная f ′(x) функционала f , заданного на некоторой окрестности O(x) точки
x. Именно, пусть существует такой линейный функционал x∗ класса X∗, что
для любого элемента v из X справедливо равенство

lim
ξ→0

f(x+ ξv)− f(x)

ξ
= 〈v, x∗〉 .

Тогда функционал f называют дифференцируемым в точке x, а функционал
x∗ – производной f в точке x и обозначают символом f ′(x). Через C1(U) обо-
значается совокупность непрерывно дифференцируемых на множестве U ⊂ X
функционалов, C1,ν(U) (0 < ν 6 1) – часть C1(U), состоящая из функционалов
f , производные которых удовлетворяют неравенству

‖f ′(u)− f ′(v)‖X∗ 6 K‖u− v‖νX ,
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постоянная K не зависит от u, v из U .
2. Специальные операторы и функционалы. В этом и следующем

пунктах X – сепарабельное рефлексивное банахово пространство, ‖ · ‖ и ‖ · ‖∗ –
нормы в X и X∗ соответственно, символы → и ⇀ означают слабую и сильную
сходимости соответственно, Q ∈ Cv(X). Обозначим через S(Q) класс ограни-
ченных отображений F : Q→ X∗, удовлетворяющих следующему условию: для
произвольной последовательности xn ∈ X, обладающей свойствами

xn ⇀ x, F (xn) ⇀ x∗, lim
n→∞

〈xn, F (xn)〉 6 〈x, x∗〉 ,

имеют место соотношения xn → x, x∗ = F (x). Близкие к S(Q) классы операто-
ров изучались многими авторами (см., например, [16], [27] и приведённую там
литературу). Отметим, что сужение оператора F класса S(X) на множество Q
принадлежит классу S(Q).

Элемент x ∈ Q назовём особой точкой отображения F : Q→ X∗, если

〈v − x, F (x)〉 > 0 ∀v ∈ Q . (1)

Соотношения типа (1) называют вариационными неравенствами. Они неодно-
кратно появлялись и в нашем курсе для конечномерного пространства X, на-
пример, как необходимые (а иногда и достаточные) условия минимума функ-
ции на выпуклом множестве Q. В настоящее время теория вариационных нера-
венств представляет бурно развивающийся раздел математики (библиография
может быть найдена в [16]).

Если не оговорено противное, ниже предполагается, что Q – ограниченное
подмножество X. В этом случае множество K(F ) всех особых точек отображе-
ния F класса S(Q) есть непустой компакт. Непустота K(F ) установлена для
более широкого, чем S(Q), класса операторов. Докажем компактность K(F ).
Действительно, пусть xn ∈ K(F ), n = 1, 2, . . . . Поскольку Q – ограниченное мно-
жество, то последовательности xn, F (xn) ограничены в пространствах X и X∗
соответственно. Пространство X рефлексивно, поэтому, не нарушая общности,
можно считать, что

xn ⇀ x, F (xn) ⇀ x∗ .

Так как xn ∈ K(F ), то в силу (1) имеет место неравенство

〈v − xn, F (xn)〉 > 0 ∀v ∈ Q . (2)

В частности, неравенство (2) справедливо при v = x. Это влечёт за собой оценку

lim
n→∞

〈xn, F (xn)〉 6 〈x, x∗〉 .

Поскольку F ∈ S(Q), то xn → x, x∗ = F (x). Переходя в (2) к пределу при
n → ∞, получаем, что x ∈ K(F ). Отсюда и вытекает компактность множества
K(F ).
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При любом x из Q линейный функционал z → 〈z, F (x)〉 достигает своего
минимума на множестве Q; имеет смысл функция ζ(x) = min

z∈Q
{〈z − x, F (x)〉}.

Очевидно, что ζ(x) 6 0∀x ∈ Q, при этом {x ∈ Q, ζ(x) = 0} = K(F ).
Последовательность Qn (n = 0, 1, . . . ) множеств класса Cv(X) назовём ис-

черпывающей множество Q, если Qn ⊂ Qn+1 и⋃
N

QN = Q . (3)

Положим ζn(x) = min
z∈Qn+1

{〈z − x, F (x)〉} (n = 0, 1, . . . , x ∈ Qn).

Лемма 1. Пусть F ∈ S(Q). Тогда всякая последовательность xn ∈ Qn

(n = 0, 1, . . . ), для которой ζn(xn) → 0 при n → ∞, содержит подпоследова-
тельность, сходящуюся к элементу из K(F ).
J Будем считать, что xn ⇀ x,F (xn) ⇀ x∗. Фиксируем z из множества

QN (N = 1, 2, . . . ). Из определения функции ζn вытекает неравенство

ζn(xn) + 〈xn, F (xn)〉 6 〈z, F (xn)〉 (n > N),

влекущее за собой оценку

lim
n→∞

〈xn, F (xn)〉 6 〈z, x∗〉 .

В силу (3) последняя оценка верна для z = x. Из установленных свойств после-
довательности xn и включения F ∈ S(Q) вытекает сходимость xn → x, равен-
ство x∗ = F (x) и соотношение (1). В частности, x ∈ K(F ). I

Далее основное внимание уделяется потенциальным отображениям. Пусть f
– дифференцируемый в каждой точке множества Q функционал. Элемент x из
Q назовём стационарной точкой функционала f , если выполняется соотноше-
ние (1) с F = f ′. Множество стационарных точек f обозначим символом K(f ′).
Cправедливо включение arg min

Q
f ⊂ K(f ′). Элементы множества Q \ K(f ′) на-

зовём регулярными точками f . Положим ζ(x) = min
v∈Q
〈v − x, f ′(x)〉. Вычисление

функции ζ в точке x сводится к решению экстремальной задачи

〈z, f ′(x)〉 → min, z ∈ Q .

Существование решения z(x) этой задачи очевидно; решение, вообще говоря,
может быть неединственным.

Пусть Qn (n = 0, 1, . . . ) – исчерпывающая множество Q последовательность
множеств класса Cv(X). Введём функции ζn(x) = min

z∈Qn+1

〈z − x, f ′(x)〉 (x ∈ Qn)

и отображения zn : Qn → Qn+1 (n = 0, 1, . . . ), обладающие свойствами

zn(x) ∈ Qn+1, 〈zn(x), f ′(x)〉 6 〈z, f ′(x)〉 ∀z ∈ Qn+1 .
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Указанными свойствами отображения zn : Qn → Qn+1 (n = 0, 1, . . . ) определя-
ются, вообще говоря, неоднозначно.

Изучаемая версия метода условного градиента для решения задачи

f(x)→ min, x ∈ Q (4)

состоит в построении последовательности xn ∈ Qn (n = 0, 1, . . . ) по следующим
формулам:

xn+1 = xn + αn(zn(xn)− xn), αn ∈ arg min
[0,1]

fn , (5)

где fn(α) = f(xn + α(zn(xn) − xn)) (0 6 α 6 1) . Элемент x0 из Q0 предпо-
лагается заданным. На каждом шаге необходимо решать две вспомогательные
задачи: 1) задачу о минимизации линейного функционала z → 〈z, f ′(x)〉 на мно-
жестве Qn+1, 2) задачу о минимизации функции одного переменного fn(α) на
отрезке [0, 1]. Обе задачи имеют решения. В предшествующих построениях не
исключается случай постоянной последовательности Qn = Q (n = 0, 1, . . . ).

Вопрос о сходимости метода условных градиентов будет исследован при до-
полнительных ограничениях на функционал f и множество Q. Обозначим через
Λ1(Q) совокупность дифференцируемых на множестве Q функционалов, для
которых отображение F (x) = f ′(x) принадлежит классу S(Q). Для конечно-
мерного пространства X класс Λ1(Q) совпадает с классом C1(Q). В бесконеч-
номерном пространстве это уже не так; примеры функционалов класса Λ1 на
пространствах Рисса приводятся далее.

Ниже будет использоваться следующий вариант формулы конечных прира-
щений

f(v)− f(u) = 〈v − u, f ′(w)〉 , (6)

где f ∈ Λ1(Q), u ∈ Q, v ∈ Q,w = u + θ(v − u), 0 < θ < 1. В качестве θ можно
взять точку из (0, 1), в которой реализуется экстремум функции

ϕ(t) = f(u+ t(v − u))− t(f(v)− f(u))

на отрезке [0,1]. Для функционала f класса Λ1(Q) задача (1) корректна. Точ-
ное определение корректности приводится ниже, а сейчас будет установлено
важное само по себе свойство рассматриваемого класса функционалов. Напом-
ним, что функционал f : Q→ R называют слабо полунепрерывным снизу, если
для произвольной слабо сходящейся к элементу x последовательности xn ∈ Q
cправедливо неравенство

lim
n→∞

f(xn) > f(x) .

Лемма 2. Функционал класса Λ1(Q) слабо полунепрерывен снизу.
J В предположении противного существует функционал f класса Λ1(Q),

точка x из Q, числа ε > 0, δ > 0 и последовательность xn ∈ Q, обладающие
свойствами

xn ⇀ x, f(xn) < f(x)− 2ε, f(y) > f(x)− ε ∀y ∈ Q, ‖y − x‖ < δ ;
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в частности, если yn = xn + t(yn)(xn − x), ‖yn − x‖ = δ, 0 < t(yn) < 1 , то
f(yn) > f(x)− ε > f(xn) + ε, t(yn) > δ0 > 0.

В силу формулы конечных приращений имеем

ε > f(xn)− f(yn) = 〈xn − yn, f ′(zn)〉 ,

где
zn = x+ t(zn)(xn − x), t(yn) < t(zn) < 1 ,

xn − yn = (1− t(yn)(xn − x) =
1− t(yn)

t(zn)
(zn − x) .

Поэтому 〈zn − x, f ′(xn)〉 < −εt(zn) < ε δ0. Не нарушая общности, можно счи-
тать, что f ′(zn) ⇀ z∗. Последовательность zn обладает свойствами

zn ⇀ x, f ′(zn) ⇀ z∗, lim
n→∞

〈zn − x, f ′(zn)〉 < −εδ ,

из которых вытекает оценка

lim
n→∞

〈zn, f ′(zn)〉 < 〈x, z∗〉 .

Последняя оценка противоречит включению f ∈ Λ1(Q). I
Задачу (4) называют корректной, если 1) множество Mf = arg min

Q
f непу-

сто; 2) любая минимизирующая функционал f последовательность xn сходится
к множеству Mf , т.е. если xn ∈ Q и f(xn) → a = min

Q
f , то dX(xn,Mf ) → 0

при n → ∞; здесь и далее dX(z,M) = inf
y∈M
‖z − y‖ – расстояние от точки z до

множества M в метрике пространства X.
Теорема 1. Пусть Q – непустое ограниченное выпуклое замкнутое под-

множество рефлексивного пространства X, а f – функционал класса Λ1(Q).
Тогда задача (4) корректна.
J Пусть a = inf

x∈Q
f(x) – точная нижняя грань функционала f на множестве

Q, последовательность xn минимизирует f , т.е.

xn ∈ Q, f(xn)→ a при n→∞ . (7)

Не нарушая общности, можно считать, что xn ⇀ x при n→∞. Так как функ-
ционал f слабо полунепрерывен снизу, то

lim
n→∞

f(xn) > f(x) ,

в частности, f(x) 6 a. Поскольку по самому определению a 6 f(x), то f(x) = a.
Конечность a и непустота множества Mf доказаны.

Пусть xn – последовательность, обладающая свойствами (7). Будем считать,
что a < f(xn) и xn ⇀ x. Последовательность (xn + x)/2 также слабо сходится к
x, поэтому

lim
n→∞

f

(
xn + x

2

)
> a = f(x) .
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В силу формулы конечных приращений (6) справедливо равенство

f(xn)− f
(
xn + x

2

)
= 2−1 〈xn − x, f ′(zn)〉 ,

где zn = x+ θn(xn − x), 1/2 < θn < 1.
Объдиняя полученные соотношения, приходим к неравенству

lim
n→∞

〈zn − x, f ′(zn)〉 6 0 .

Поскольку f ∈ Λ1(Q), то последнее неравенство влечёт сильную сходимость
последовательносей xn, zn к x. Очевидно, что dX(xn,Mf ) 6 ‖xn − x‖, следова-
тельно, dX(xn,Mf )→ 0. I

Вернёмся к методу условного градиента.
Теорема 2. Пусть f ∈ Λ1(Q) и справедлива оценка

f(x+ h)− f(x) 6 〈h, f ′(x)〉+ ω(‖h‖) , (8)

где x, x + h ∈ Q, функция ω : [0,∞)R не зависит от x из Q и ω(s) = o(s)
при s → 0. Пусть xn ∈ Qn (n = 0, 1, . . . ) – последовательность элементов,
определяемая из соотношений (5), причём ζn(xn) < 0.

Тогда f(xn+1) < f(xn), ζn(xn) → 0 при n → ∞, последовательность xn
компактна и всякая предельная точка этой последовательности принадле-
жит K(f ′).
J Полагая в (8) x = xn, h = α(zn(xn)−xn) (0 6 α 6 1), получаем неравенство

f(xn + α(zn(xn)− xn))− f(xn) 6 αζn(xn) + ω(α‖zn(xn)− xn‖) . (9)

Так как ω(s) = o(s), то для любого δ > 0 найдётся такое число τ > 0, что

|ω(α‖zn(xn)− xn‖) <
δα

2
(0 6 α 6 τ), число τ не зависит от выбора начального

приближения x0 и числа n.
Фиксируем δ > 0 и соответствующее ему число τ > 0. Обозначим через N(δ)

совокупность таких натуральных чисел n, что ζn(xn) < −δ. Если n ∈ N(δ), то
из (9) вытекает оценка

f(xn + α(zn(xn)− xn))− f(xn) 6 −δα
2

(0 6 α 6 τ) ,

в частности, f(xn+1) − f(xn) <
δα

2
. Функционал f ограничен снизу, поэтому

множество N(δ) конечно при любом δ > 0. Неравенство f(xn+1) < f(xn) и схо-
димость ζn(xn) → 0 при n → ∞ доказаны, остальные утверждения вытекают
из леммы 1. I

Cледствие. Если в условиях теоремы 2 стационарная точка x∗ функци-
онала f единственна, то xn → x∗ при n→∞ и x∗ ∈Mf .
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Скорость сходимости xn к x может зависеть и от свойств функционала f ,
и от скорости приближения множества Q последовательностью множеств Qn.
Для выполнения оценки (8) достаточно, чтобы отображение F = f ′ : Q → X∗

было равномерно непрерывным. В теореме 2 исключается случай ζn(xn) = 0
при некотором n. В этом случае метод условного градиента конечен, т.е. оста-
навливается после конечного числа шагов. Обсуждение данного вопроса можно
найти в [13, с. 189–190].

3. О скорости сходимости метода условного градиента. В этом разде-
ле метод условного градиента применяется к дифференцируемым и выпуклым
на множестве Q функционалам, производные которых ограничены на множе-
стве Q. Функционалы данного класса удовлетворяют условию Липшица и сла-
бо полунепрерывны снизу, множества точек минимума и стационарных точек
совпадают. Как и в предыдущем разделе, ζ(x) = min

v∈Q
〈v − x, f ′(x)〉, a = min

Q
f .

Выпуклость функции f влечёт неравенство

f(v)− f(x) > 〈v − x, f ′(x)〉 ∀v ∈ Q ,

непосредственным следствием которого является оценка

−ζ(x) > f(x)− a ∀x ∈ Q .

Для анализа сходимости метода условного градиента используется
Предложение 1. [13, с. 52]. Пусть wn > 0 и

wn+1 6 wn − cw1+β
n (c > 0, β > 0, n = 0, 1, . . . ) . (10)

Тогда
wn 6 w0(1 + ncβwβ0 )−1/β . (11)

Обозначим через Λγ(Q)(1 < γ < 2) совокупность выпуклых и дифференци-
руемых на множестве Q функционалов, удовлетворяющих оценкам

‖f ′(x)‖∗ 6 K1, f(x+ h)− f(x) 6 〈h, f ′(x)〉+K2‖h‖γ (12)

с некоторыми постоянными K1, K2, не зависящими от x и x + h из Q. Оценки
(12) имеют место для функционалов f класса C1,ν(Q) (ν > γ − 1).

Сопоставим регулярной точке x из Q элемент z(x) из arg min
Q
f ′(x). Таким

образом, ζ(x) = 〈z(x)− x, f ′(x)〉 < 0 . Полагая в (12) h = α(z(x)− x), приходим
к соотношению

f(x+ α(z(x)− x))− f(x) 6 αζ(x) +K2α
γ‖z(x)− x‖γ 6 αζ(x) +K2D

γαγ ,

где D = sup
u,v∈Q

‖u − v‖ – диаметр множества Q. Из этого соотношения вытекает
оценка

min
06α61

[f(x+α(z(x)−x))−f(x)] 6 min
06α61

(αζ(x)+K2D
γαγ) 6 −c1|ζ(x)|γ/(γ−1) , (13)
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постоянная c1 > 0 не зависит от выбора регулярной точки x из Q.
Теорема 3. Пусть f ∈ Λγ(Q), x0 ∈ Q, xn(n = 1, 3, . . . ) – последователь-

ность из соотношений (5), причём Qn = Q, ζ(xn) < 0 (n = 0, 1, . . . ). Тогда для
последовательности wn = f(xn)− a верна оценка (11), где β(γ − 1) = 1, c = c1

из оценки (10).
J Из оценки (13) следует неравенство

f(xn+1)− f(xn) 6 −c1|ζ(xn)|γβ .

C учётом (10) получаем, что последовательность wn = f(xn)− a удовлетворяет
оценке (11) с β(γ − 1) = 1, c = c1. Теперь доказываемое утверждение вытекает
из предложения 1. I

Для более узкого класса выпуклых множеств Q и выпуклых функциона-
лов f теорема 3 допускает некоторое усиление. Множество Q ⊂ X назовём
r-выпуклым (2 6 r < ∞), если существует такое δ > 0, что для любых x, y

из Q и z из X (‖z‖ 6 δ‖x − ‖r) точка
x+ y

2
+ z принадлежит множеству Q.

Например, если Q – шар в пространстве Lp (1 < p < ∞), то можно положить
r = max{2, p}.

Предложение 2. Пусть Q –r-выпуклое подмножество X, f – выпуклый
функционал ‖f ′(x)‖∗ > ε0 > 0 ∀x ∈ Q и f(x∗) = a = min

Q
f . Тогда

−ζ(x) > 2δε0‖z(x)− x‖r, f(x)− a > 2δε0‖z(x)− x‖r . (14)

Доказательство предоставляется провести читателю; его можно найти, на-
пример, в [20], [26].

Для функционалов класса Λ1(Q) неравенство ‖f ′(x‖∗ > ε0 ∀x ∈ Q с неко-
торым ε0 > 0 следует из условия f ′(x) 6= 0 ∀x ∈ Q. Достаточно заметить, что
если xn ⇀ x, f ′(xn)→ 0, то x ∈ Q и f ′(x) = 0.

Теорема 4. Пусть функционал f , последовательность xn (n = 0, 1, . . . )
удовлетворяют условиям теоремы 3 и предложения 2. Тогда

1) если r > γ, то для последовательности wn = f(xn) − a имеет место

оценка (11), где β =
r − γ
r(γ − 1)

, c – положительная постоянная;

2) если r = γ = 2, то wn 6 c0q
n
0 (c0 <∞, 0 < q0 < 1).

J Пусть вначале r > γ. Установим аналог оценки (13). Применяя (12), (14),
имеем последовательно

f(x+ α(z(x)− x))− f(x) 6 αη(x) +K2α
γ‖z(x)− x‖γ 6 αη(x) +K3α

γ|η(x)|γ/r

с некоторой постоянной K3. Отсюда вытекает соотношение

min
06α61

[f(x+ α(z(x)− x))− f(x)] 6
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6 min
06α61

[αζ(x) +K3α
γ|η(x)|γ/r] 6 −c2|η(x)|1+β , (15)

здесь β =
rγ

r(γ − 1)
, c2 – положительная постоянная, не зависящая от x.

Соотношение (15) влечёт за собой неравенство

f(xn+1 − f(xn) 6 −c2|ζ(xn)|1+β .

Так как |η(xn)| > f(xn)−a, то последовательность wn = f(xn)−a удовлетворяет

оценке (11) с β =
rγ

r(γ − 1)
, c = c2. Теперь первое утверждение теоремы вытекает

из предложения 1.
Если γ = r = 2, то оценка (15) имеет место с β = 0. Отсюда получаем, что

последовательность wn = f(xn)−a удовлетворяет неравенству wn+1 6 wn−c2wn.
Из этой оценки очевидным образом следует второе утверждение теоремы.I

Комбинируя теорему 4 с неравенством (14), можно получить оценки скоро-
сти сходимости последовательности xn к точке x∗ минимума функционала f на
множестве Q. В частности, при γ = r = 2 метод условного градиента сходится
со скоростью геометрической прогрессии, т.е. ‖xn − x∗‖ 6 const qn (0 < q < 1).

Теоремы о сходимости сохраняются и при отличных от (5) способах выбора
параметров αn. Обсуждение такого рода вопросов можно найти в [13, с. 77–80];
[20, с. 89–93].

C.2 Приложения к задачам
оптимального управления

1. Оператор суперпозиции. Для перехода от результатов общего характе-
ра к задачам оптимального управления нам потребуется ряд сведений об опера-
торе суперпозиции. Большинство формулируемых в этом пункте утверждений
хорошо известно, поэтому приводится без доказательства. Вместе с тем цен-
тральные результаты – леммы 1, 2 – доказываются полностью ввиду их прин-
ципиальной важности.

Ниже ∆ = [t0, t1] – отрезок действительной оси R, mes1e – одномерная
мера Лебега множества e ∈ R, Rk – k-мерное арифметическое пространство,
стандартным образом наделённое структурой евклидова пространства. Обозна-
чим через L0(∆,Rk) совокупность измеримых почти всюду конечных функ-
ций ϕ : ∆ → Rk. Как обычно, эквивалентные функции отождествляются. В
L0(∆,Rk) вводится сходимость по мере. Напомним, что последовательность ϕn
из L0(∆,Rk) сходится по мере к функции ϕ того же класса, если для любого
положительного σ лебегова мера множества En(σ) = {t ∈ ∆, |ϕn(t)− ϕ(t)| > σ}
стремится к нулю при n → ∞. В этом случае, краткости ради, будем писать
ϕn ⇒ ϕ.
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В пространстве L0(∆,Rk) рассматривается сходимость почти всюду. Из схо-
димости почти всюду вытекает её сходимость по мере. Обратное неверно. Од-
нако из каждой последовательности, сходящейся по мере, можно извлечь под-
последовательность, сходящуюся почти всюду (теорема Ф. Рисса).

Пусть p ∈ [1,∞). Через L p(∆,Rk) обозначается часть класса L0(∆,Rk),
состоящая из функций ϕ, для которых имеет смысл и конечна норма

‖ϕ‖p =

∫
∆

|ϕ(t)|p dt

1/p

.

Вместе с пространством L p(∆,Rk) рассматривают пространство L∞(∆,Rk)
измеримых функций. Норма в этом пространстве определяется равенством

‖ϕ‖∞ = vraimax
t∈∆
|ϕ(t)| = lim

p→∞
‖ϕ‖p .

Пространства L p(∆,Rk) с введёнными таким образом нормами полны. Со-
пряжённое к пространству L p(∆,Rk) при p ∈ [1,∞) можно отождествить с
пространством L q(∆,Rk), где

q =

{
p
p−1

, если 1 < p <∞
∞ , если p = 1 .

При p ∈ [1,∞) пространства L p(∆,Rk) сепарабельны, а для p ∈ (1,∞) – и
рефлексивны.

Отметим известное неравенство Гёльдера∣∣∣∣∣∣
∫
∆

(ϕ(t), ψ(t)) dt

∣∣∣∣∣∣ 6 ‖ϕ‖p ‖ψ‖q .
Cходимость в L p(∆,Rk) влечёт за собой сходимость по мере. Обратное

неверно. Справедлив
Критерий Валле–Пуссена. Для того чтобы последовательность ϕn схо-

дилась к ϕ в метрике пространства L p(∆,Rk) (1 6 p <∞), необходимо и до-
статочно, чтобы выполнялись условия: 1◦ ϕn ⇒ ϕ; 2◦ интегралы от функций
|ϕn(t)|p равностепенно абсолютно непрерывны, т.е. справедлива оценка∫

e

|ϕn(t)|p dt 6 ω1(mes1e) ,

в которой функция ω1 не зависит от n и ω1(s)→ 0 при s→ 0.
Пусть Rl – l -мерное арифметическое пространство, ∆ × Rl × Rk – прямое

произведение ∆,Rl,Rk, Φ: ∆× Rl × Rk → Rk – непрерывное отображение, удо-
влетворяющее оценке роста

Φ(t, η, ξ)| 6 ψ0(|η|)(1 + |ξ|p−1) , (1)
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в которой ψ0 – непрерывная положительная функция действительного перемен-
ного. Из оценки (1) вытекает, что если 1 < p <∞, v ∈ C(∆,Rl), u ∈ L p(∆,Rk),
то функция w(t) = Φ(t, v(t), u(t)) принадлежит пространству L q(∆). Соответ-
ствие, сопоставляющее паре (v, u) ∈ C(∆,Rl) × L p(∆, Rk) функцию
w = Φ(·, v(·), u(·)) из L q(∆,Rk), обозначим символом F и будем называть опе-
ратором суперпозиции.

Лемма 1. Оператор F действует и непрерывен из C(∆,Rl) ×L p(∆, Rk)
в L q(∆,Rk).
J Пусть vn ∈ C(∆,Rl), un ∈ L p(∆,Rk), wn = F (vn, un), w = F (v, u) и

vn → v в C(∆,Rl), un → u в L p(∆,Rk) .

Последовательность un сходится к u по мере. В силу теоремы Рисса из каждой
последовательности unj (j = 1, 2, . . . ) можно выбрать подпоследовательность
unj′ , сходящуюся к u почти всюду. Из непрерывности функции Φ вытекает, что
последовательность F (unj′ ) также сходится почти всюду к функции w. Это зна-
чит, что из каждой последовательности wn можно выбрать подпоследователь-
ность, сходящуюся к w почти всюду. Поэтому последовательность wn сходится
к w по мере.

Из неравенства (1) вытекает оценка

|wn(t)|q ≤ c0(1 + |un(t)|p) (2)

c не зависящей от n постоянной c0. В условиях доказываемой леммы un → u в
пространстве L p(∆,Rk), поэтому интегралы от функций |un|p равномерно абсо-
лютно непрерывны. В силу оценки (2) аналогичным свойством обладают и инте-
гралы от функций |wn|q. Теперь сходимость wn → w в пространстве L q(∆,Rk)
следует из критерия Валле–Пуссена.I

Отображение Φ(t, x, u) (t ∈ ∆, x ∈ Rl, u ∈ Rk) назовём строго монотонным
по u, если

(Φ(t, x, u)− Φ(t, x, ū), u− ū) > 0

для произвольных t ∈ ∆, x ∈ Rl и любых не равных между собой u, ū из Rk.
Рассмотрим отображение Φ, удовлетворяющее оценке снизу

(Φ(t, x, u), u) > ψ1(|x|)|u|p − ψ2(|x|), (3)

в котором ψ1, ψ2 – непрерывные положительные функции одного переменного.
Лемма 2. Пусть непрерывное отображение

Φ: ∆× Rl × Rk → Rk

удовлетворяет условиям роста (1), (3) и строго монотоннo по u ∈ Rk. Пусть
un ∈ L p(∆,Rk), vn ∈ C(∆,Rl), wn = F (vn, un) ∈ L q(∆,Rk и

un ⇀ u, vn → v, wn ⇀ w , (4)
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lim
n→∞

∫
I

(un(t), wn(t)) dt 6
∫
∆

(u(t), w(t)) dt . (5)

Тогда un → u и w = F (v, u).
I Положим zn = F (vn, u). В силу леммы 1 и (4) последовательность zn

сходится к z = F (v, u) в метрике пространства L q(∆,Rk).
Вначале установим сходимость un ⇒ u. Введём в рассмотрение функции

hn(t) = (un(t)− u(t)) · (wn(t)− zn(t), rn(t) = (un(t)− u(t)) · wn(t) ,

sn(t) = (u(t)− un(t)) · zn(t) (n ∈ N, t ∈ ∆) .

Очевидно, что функции hn(t) неотрицательны и hn = rn+sn. Поскольку zn → z
в L q(∆,Rk, а un ⇀ u, то

lim
n→∞

∫
∆

sn(t) dt = 0 .

Справедливы соотношения

lim
n→∞

∫
∆

rn(t) dt = lim
n→∞

∫
∆

(un(t)− u(t)) · wn(t) dt = lim
n→∞

∫
∆

un(t) · wn(t) dt−

− lim
n→∞

∫
∆

u(t) · wn(t) , dt 6
∫
∆

u(t) · w(t) dt−
∫
∆

u(t) · w(t) dt = 0 .

Здесь используется определение последовательности rn, элементарные свойства
пределов последовательностей, неравенство (5) и сходимость wn ⇀ w. Теперь
ясно, что hn → 0 в L (∆). В частности, hn ⇒ 0 и интегралы от функций hn
равностепенно абсолютно непрерывны.

Некоторая подпоследовательность последовательности hn сходится к 0 по-
чти всюду. Производя перенумерацию, можно указать такое множество ∆1, что
∆1 ⊂ ∆, mes1∆1 = mes1∆ и для всех t ∈ ∆1 выполняются условия

hn(t)→ 0, |u(t)| <∞ .

Из этих условий и (3) вытекает ограниченность последовательности un(t) для
каждого t из множества ∆1: |un(t)| < R(t) <∞∀t ∈ ∆1. Пусть u∗(t) – частичный
предел последовательности un(t) (t ∈ ∆1). Так как hn(t)→ 0 при t ∈ ∆1, то

(u∗(t)− u(t)) · (Φ(t, v(t), u∗(t))− Φ(t, v(t), u(t))) =

= lim
n→∞

(un(t)− u(t)) · (Φ(t, vn(t), un(t))− Φ(t, vn(t), u(t))) = 0 .

Поскольку отображение Φ строго монотонно по u, то u∗(t) = u(t). Таким обра-
зом, un(t)→ u(t) для t из ∆1.
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Проведённые рассуждения показывают, что для любого бесконечного мно-
жества N0 натуральных чисел существует такая возрастающая последователь-
ность in ∈ N0, для которой uin(t) почти всюду сходится к u(t). Это возможно,
когда последовательность un сходится к u по мере.

Как отмечалось выше, zn → z в L q(∆,Rk), а последовательность u − un
ограничена в пространстве L p(∆,Rk). В силу неравенства Гёльдера справед-
лива оценка ∫

e

|sn(t)| dt 6

∫
e

|zn(t)q dt

1/q

‖un − u‖p ,

из которой вытекает, что последовательность sn имеет равностепенные инте-
гралы. Поскольку hn → 0 в L (∆), а hn = rn + sn, то и последовательности
hn, rn также имеют равностепенно абсолютно непрерывные интегралы. Из (17)
вытекает оценка

|rn(t)| > c1|un(t)|p − c2 ,

где c1, c2 – положительные постоянные. Поэтому интегралы от функций |un(t)|p
равностепенно абсолютно непрерывны.

В силу критерия Валле–Пуссена un → u в пространстве L p(∆,Rk). Теперь
очевидны равенства w = F (v, u) = z. I

Внимательный читатель заметит, что требование непрерывности отображе-
ния Φ по совокупности переменных можно заменить менее ограничительным
условием Каратеодори: при любых (x, u) из Rl×Rk отображение Φ(·, x, u) : ∆→
Rk измеримо, а почти при всех t из ∆ отображение Φ(t, ·, ·) : Rl×Rk → Rk непре-
рывно.

2. Производные специальных функционалов. Рассматривается управ-
ляемый объект, эволюция которого описывается соотношениями

dx

dt
= A(t)x+B(t)u, x(t0) = x0 . (6)

Здесь x = (xi) (i = 1, . . . , N) – фазовый вектор, u = (uj) (j = 1, . . . ,m) –
управление, A(t), B(t) – кусочно-непрерывные на отрезке ∆ = [t0, t1] матрицы
размеров N ×N,N ×m соответственно, x0 – фиксированный элемент из RN .

Каждому управлению u класса Up = L p(∆,Rm) (1 < p < ∞) соответствует
единственное решение x = W (u) задачи Коши (6), называемое фазовой траек-
торией. Это решение определяется равенством

x(t) = V (t)x0 +

t∫
t0

V (t)V −1(s)B(s)u(s) ds . (7)

Здесь V (t) – фундаментальная матрица решений однородной системы

dy

dt
= A(t)y ,
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совпадающая при t = t0 с единичной матрицей En. Из равенства (7) вытека-
ет усиленная непрерывность отображения W : Up → C(∆,RN): если последо-
вательность un из Up слабо cходится к u, то W (un) → W (u) в пространстве
C(∆,RN). Критерий качества управления задаётся в форме Больца

J(u) =

t1∫
t0

L(t, x(t), u(t)) dt+ g(x(t1));

здесь и далее u ∈ Up , x = W (u) .
Предложениие 1 [17]. с. 93–95. Пусть функции L,L′x, L

′
u непрерывны по

совокупности переменных (t ∈ ∆, x ∈ RN , u ∈ Rm) и удовлетворяют неравен-
ствам

|L(t, x, u)|+ |L′x(t, x, u)|+ (1 + |u|)|L′u(t, η, ξ)| 6 L0(|x|)(1 + |u|p),

где L0 : [0,∞)→ (0,∞) – непрерывная функция.
Тогда J ∈ C1(Up) и справедливо равенство

〈v, J ′(u)〉 =

t1∫
t0

(a(t)h(t) + b(t)v(t)) dt+ g′(x(t1))h(t1) , (8)

в котором v – произвольный элемент из Up, g ∈ C1(RN),

a(t) = L′x(t, x(t), u(t)), b(t) = L′u(t, x(t), u(t)) ,

h(t) – решение задачи Коши

dh

dt
= A(t)h+B(t)v, h(t0) = 0 . (9)

Если функции L(t, ·, ·) : RN × Rm → R (t ∈ I), g : RN → R выпуклы, то
функционал J : Up → R также выпуклый (см. [17], с. 101). При дополнитель-
ных предположениях о гладкости функций L, g можно установить включение
J ∈ C1,ν(Up) (см., например, [17, с. 97–99]), простой пример такого рода приво-
дится ниже.

Сформулируем ограничения на функции L, g, обеспечивающие включение
J ∈ Λ1(Up).

Лемма 3. Пусть выполнены условия предложения 1. Пусть при любых
(t, x) из ∆×RN функция L(t, x, ·) : Rm → R строго выпукла и L(t, 0, u) > κ0|u|p−
κ1 (κ0 > 0, κ1 > 0).

Тогда J ∈ Λ1(Up).
J Достаточно установить, что отображение F (u) = J ′(u) (u ∈ Up) принад-

лежит классу S(Up). Пусть последовательность un ∈ Up обладает свойствами

un ⇀ u, F (un) ⇀ u∗, lim
n→∞

〈un, F (un)〉 6 〈u, u∗〉 . (10)



132

Положим xn = W (un), an(t) = L′x(t, xn(t), un(t)), bn(t) = L′u(t, xn(t), un(t)). Из
формулы (8) вытекает равенство

〈v, F (un)〉 =

t1∫
t0

(an(t)h(t) + bn(t)v(t)) dt+ g′(xn(t1))h(t1) ,

где v ∈ Up, h – решение задачи Коши (9). Последовательность xn = W (un) схо-
дится к x = W (u) в пространстве C(∆,RN), последовательности an, bn ограниче-
ны в пространствах L (∆,RN),L q(I,Rm) соответственно. Без ограничения общ-
ности можно считать, что последовательность bn слабо сходится в L q(∆,Rm) к
некоторой функции b0. Из (24) следует неравенство

lim
n→∞

〈un − u, F (un)〉 6 0 ,

эквивалентное в силу формул (8), (9) неравенству

lim
n→∞

 t1∫
t0

(an(t)hn(t) + bn(t)(un(t)− u(t))) dt+ g′(xn(t1)hn(t1)

 6 0 ,

где hn – решение задачи Коши (9) с v = un−u. Так как hn → 0 в C(I,RN), после-
довательность an ограничена в L (∆,RN), а bn ⇀ b0, то последнее неравенство
влечёт за собой оценку

lim
n→∞

t1∫
t0

bn(t)un(t) dt 6

t1∫
t0

b0(t)u(t) dt .

Согласно лемме 2 из этой оценки вытекает сходимость un → u в метрике про-
странства Up и равенство b0(t) = Lξ(t, x(t), u(t)) = b(t). Поскольку xn → x в
C(∆,RN), un → u в Up, то an → a = L′x(·, x, u) в метрике L (∆,RN). Установ-
ленные свойства последовательностей an, bn и их пределов a, b означают, что
u∗ = F (u). I

Условиям леммы 3 удовлетворяют функции L(t, x, u) = |u|p (1 < p < ∞),
g ∈ C1,ν(RN). Функционал качества, соответствующий такой паре L, g, принад-
лежит C1,ν(Up), если ν + 1 6 min{2, p}, g ∈ C1,ν(RN).

Так как сопряжённое к пространству Up = L p(∆,Rm) можно отождествить

с пространством L q(∆,Rm) (q =
p

p− 1
), то равенство (8), определяющее про-

изводную J ′(u), можно записать в виде

〈v, J ′(u)〉 =

t1∫
t0

(F(u)(t), v(t)) dt ,
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где F(u) – элемент пространства U∗p = L q(∆,Rm), (·, ·) – скалярное произведе-
ние в Rm. Иногда производную J ′(u) отождествляют с вектор-функцией F(u)
(см. [16, c. 298]; [17, с. 93]; [20, с. 129]); там же описаны способы нахождения
вектор-функции F(u).

Задачи минимизации функционала Больца на множестве Q ⊂ Up записыва-
ют в виде

J(u) =

t1∫
t0

L(t, x(t), u(t)) dt+ g(x(t1))→ min, u ∈ Q , (11)

при этом подразумевается, что x = W (u), т.е x, u связаны соотношениями (7).
В условиях леммы 3 задача (7), (11) корректна для любого ограниченного мно-
жества Q класса Cv(Up).

Для нахождения её решения по методу условного градиента конструируется
последовательность un ∈ Qn (n = 0, 1, . . . ), Qn – исчерпывающая множество Q
последовательность множеств класса Cv(Up)). В качестве исходного приближе-
ния выбирается любой элемент u0 из Q0. Если известны начальные приближе-
ния u0, u1, . . . , un, то для отыскания следующего приближения находится F(un),
затем определяется vn как решение вспомогательной экстремальной задачи

〈v, J ′(un)〉 =

∫
I

(F(un)(t), v(t)) dt→ min, v ∈ Qn+1 ,

далее составляется выпуклая комбинация unα = (1− α)un + αvn и вычисляется
αn из [0, 1], минимизирующее функцию α→ J(unα) на отрезке [0, 1], и, наконец,
полагается un+1 = (1 − αn)un + αnvn. Чаще всего ограничиваются постоянной
последовательностью Qn = Q. Если Q – достаточно простое множество в про-
странстве Up (например, шар), то вспомогательные задачи легко решаются.

Приведённый выше анализ свойств функционала J показывает, что в до-
статочно общих относительно функций L, g предположениях к задаче (7), (11)
применимы результаты предшествующих разделов. В частности, из теоремы
1 и леммы 2 следует компактность последовательности un в пространстве Up,
всякая предельная точка u этой последовательности является стационарным
управлением, т.е. удовлетворяет линеаризованному принципу минимума

t1∫
t0

(F(u)(t), v(t)− u(t)) dt > 0∀v ∈ Q .

Если стационарное управление единственно, то оно является решением за-
дачи (7), (11). Требование единственности можно заменить предположением о
выпуклости функционала J , в этой ситуации можно применить теоремы 3, 4.

В качестве частного случая рассмотрим вариационную задачу со свободным
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правым концом

f(x) =

t1∫
t0

L(t, x(t), x′(t)) dt+ g(x(t1))→ min, x(t0) = x0. (12) .

Эта задача эквивалентна задаче (7), (11), если считать m = N , A(t) – нулевая
матрица, B(t) = EN – единичная матрица размеров N × N . Соответствующая
(12) задача оптимального управления может быть записана в следующей форме

J(u) =

t1∫
t0

L(t, x(t), u(t)) + g(x(t1)) dt→ min, u ∈ Up , (13)

dx

dt
= u, x(t0) = x0 . (14)

Основное отличие (13),(14) от аналогичной ей задачи (11), (7) связано с тем,
что в (13) множество Q – всё пространство Up, а не его ограниченная часть, как
в (11).

Справедливы следующие утверждения (доказать самостоятельно).
Лемма 4. Интегральный оператор

A(u) =

t∫
t0

u(s) ds

действует и непрерывен в пространстве Up.
Лемма 5. Пусть функция g ограничена снизу, а функция L(t, x, u) удовле-

творяет предположениям леммы 3 и условию роста

L(t, x, u) > α|u|p − β|x|p − r ,

где α, β, r – положительные константы и

α > β‖A‖pUp .

Тогда для всех функций u класса Up имеет место оценка

J(u) > α1‖u‖pp − β1 , (15)

в которой α1, β1 – положительные постоянные.
Следствие. Пусть u0 ∈ Up. Тогда 1) множество {u ∈ Up, J(u) 6 J(u0)}

ограничено в пространстве Up, т.е. принадлежит некоторому шару Q про-
странства Up; 2) функция u∗, минимизирующая функционал J на шаре Q,
реализует абсолютный минимум функционала J на пространстве Up.



135

В условиях леммы 5 функционал J принадлежит классу Λ1(Up) и является
растущим на этом пространстве. Задача (13), (14) корректна и для её решения
можно использовать метод условного градиента. В качестве Q можно взять
шар ‖u‖ 6 R с достаточно большим радиусом R; величину R можно найти,
применяя оценку (15).

Укажем способ отыскания производной функционала J в точке u ∈ Up по
направлению v. Положим

a(t) = Lx(t, x(t), u(t)), A (t) =

t1∫
t

a(s) ds, b(t) = Lu(t, x(t), u(t)) ,

где

x(t) = x0 +

t∫
t0

u(s) ds .

Тогда

J ′(u)v =

t1∫
t0

(A (t) + b(t) +∇g(x(t1))v(t) dt .

Данное равенство (в других терминах) уже встречалось нам при анализе задачи
Больца. Если J ′(u)v = 0 для всех v из Up, то

A (t) + b(t) +∇g(x(t1)) = 0 .

Из этого равенства можно ещё раз вывести уравнение Эйлера и условие транс-
версальности для решения исходной вариационной задачи (12).

3. Метод Ритца. В вариационном исчислении издавна используется метод
Ритца. Кратко опишем его суть. Пусть требуется минимизировать действитель-
нозначный функционал J на некотором множестве U . В методе Ритца задаче

J(u)→ min, u ∈ U (16)

сопоставляется последовательность аналогичных задач

J(u)→ min, u ∈ U n. (16n)

При этом предполагается, что задача (16n) проще исходной задачи (16) и её
решение un не только существует, но и достаточно легко находится. Анализ un
– приближения Ритца – оказывается полезным и для отыскания, и для харак-
теристики решения û исходной задачи (16). Такого рода подход фактически
уже использовался нами. Например, при доказательстве принципа максиму-
ма Понтрягина исходная бесконечномерная задача редуцировалась с помощью
игольчатых вариаций к некоторой конечномерной экстремальной задаче.
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При определённых предположениях относительно функционала J и мно-
жеств U ,U n удаётся установить равенство

lim
n→∞

J(un) = min
u∈U

J(u) = J(û) .

В этом случае говорят о сходимости метода Ритца по функционалу. Если же
последовательность un сходится к û в смысле какой-нибудь метрики ρ, то гово-
рят о сходимости метода Ритца в смысле данной метрики. Вниманию читателя
предлагается несколько задач, связанных с методом Ритца. Ниже U – непустое
ограниченное замкнутое выпуклое подмножество рефлексивного пространства
X, f – функционал класса Λ1(U).

Задача 1. Последовательность Un непустых замкнутых выпуклых подмно-
жеств Q назовём исчерпывающей множество U , если

Un ⊂ Un+1 и
⋃
n

Un = U .

Доказать, что
1◦ задачи (16) и (16)n имеют решения û и un соответственно;
2◦ J(un+1) 6 J(un) и J(un)→ J(û при n→∞ , т. е. метод Ритца сходится

по функционалу;
3◦ если решение û задачи (16) единственно, то un → û – сильная сходимость

метода Ритца.
Задача 2. Для сепарабельного банахова пространства X существует после-

довательность Xn конечномерных подпространств X , обладающая свойствами

Xn ⊂ Xn+1 и
⋃
n

Xn = X . (17)

Задача 3. Пусть U – замкнутое выпуклое подмножество пространства X c
непустой внутренностью

◦
U , а последовательность конечномерных пространств

Xn обладает свойствами (17). Доказать, что последовательность множеств

Un := U ∩Xn

исчерпывает множество U .
Задача 4. Построить последовательность конечномерных пространств Xn,

исчерпывающую пространство X = Lp(∆,Rm) (1 < p <∞) .
Задача 5. Реализуйте метод Ритца для задачи (7), (11).

Задача 6. Как избавиться от предположения
◦
U 6= ∅?

Задача 7. Опишите несколько реализаций метода Ритца для простейшей
вариационной задачи.



Послесловие

Автор вынужден посетовать, что далеко не всё из задуманного удалось во-
плотить в представляемом суду читателя пособии. Ситуация вполне типичная:
рассказано меньше, чем предполагалось, а объём оказался больше, чем хоте-
лось.

Первоначально автор планировал посвятить отдельную главу постановке,
а иногда и разбору решений ряда конкретных экстремальных задач. Назову
несколько причин, в силу которых подобного раздела нет. Во-первых, по ва-
риационному исчислению имеется большое число руководств, содержащих не
только тексты задач, но и подробный их анализ с разнообразными комментари-
ями (см., например, [5], [6], [11], [14], [28]). Вторая и не менее важная причина:
включение подобного материала в пособие удвоило, а может быть, и утроило
его размер. Это совершенно противоречит основной методической установке ав-
тора о разумной краткости учебных руководств. В-третьих, при всей важности
и полезности задачников и решебников, в настоящее время более востребованы
их электронные версии. Автора убедили в этом многочисленные беседы со сту-
дентами, мнение которых я всегда считал решающим. Мои ученики, бывшие и
настоящие, в значительной мере – соавторы данного пособия. И если я обучаю
и воспитываю студента около пяти лет, то студенты обучают и воспитывают
меня более сорока лет.

Кто добился успехов в своей деятельности – я, студенты или те и другие, –
пусть решит время!
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