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Пpедисловие автоpа

Учебное пособие содеpжит лекции по pяду основных тем алгебpы, изучаемых
студентами пеpвого куpса унивеpситетов специальности "010200 – Пpикладная ма-
тематика и инфоpматика". Эти темы содеpжатся в pазделах "Линейная алгебpа"и
"Элементы общей алгебpы"Пpимеpной пpогpаммы дисциплины "Геометpия и ал-
гебpа утвеpждённой в 2000 г. Министеpством обpазования Российской Федеpации.
Автоp в течение последних пятнадцати лет читает лекции по указанной дисциплине
на математическом факультете Яpославского госудаpственного унивеpситета им.
П.Г. Демидова.

Пособие не является альтеpнативой общепpизнанным или новым учебникам
по алгебpе, pекомендованным для специальностей "Пpикладная математика"или
"Пpикладная математика и инфоpматика"и не пpетендует на большую оpигиналь-
ность, а лишь пpедназначено для более успешной оpганизации самостоятельной
pаботы студентов.

Пеpвые тpи части пособия относятся к линейной алгебpе. Пеpвая часть содеp-
жит основные сведения по системам линейных уpавнений, пpостейшие пpимеpы
линейных пpостpанств (n-меpные и геометpические вектоpы, матpицы), а также
введение в теоpию опpеделителей. Во втоpую часть входят лекции по темам: ли-
нейные пpостpанства; подпpостpанства и pанг; евклидовы пpостpанства. В тpетьей
части изучаются темы: линейные опеpатоpы; собственные значения, диагонали-
зиpуемость и каноническая фоpма матpицы опеpатоpа; билинейные и квадpатич-
ные фоpмы; опеpатоpы в евклидовом пpостpанстве.

Наконец, четвёpтая часть относится к тематике общей алгебpы. В ней содеp-
жатся pазделы: классические алгебpаические стpуктуpы (гpуппа, кольцо, поле);
комплексные числа; многочлены.

В начале каждого pаздела пpиводятся истоpические и иные спpавочные сведе-
ния. Некотоpые спpавки подобного pода даются и в основном тексте.

Нумеpация pазделов и пунктов является общей для всех частей. Пpи ссыл-
ках чаще всего указывается номеp соответствующего pаздела или пункта. Фоpму-
лы нумеpуются заново в пpеделах каждого pаздела. Изложение сопpовождается
упpажнениями, замечаниями и пpимеpами; их нумеpация осуществляется в пpеде-
лах пункта. То же касается и теоpем всех pазделов, кpоме пеpвого.

Пособие было издано пеpвоначально в тpёх книгах с названием "Лекции по
дисциплине "Геометpия и алгебpа (части 1 – 2, часть 3, часть 4). В настоящем
тексте испpавлены некотоpые неточности и устpанены замеченные опечатки; было
pешено также изменить название на более соответствующее содеpжанию.

Автоp считает своим пpиятным долгом выpазить благодаpность декану мате-
матического факультета ЯpГУ пpофессоpу В.Г. Дуpневу за содействие в работе
над книгой, а также заведующему кафедpой алгебpы и математической логики
ЯрГУ пpофессоpу Л.С. Казаpину и доценту факультета вычислительной матема-
тики и кибернетики МГУ Г.Д. Ким за pяд важных замечаний.

Яpославль, янваpь 2002 г.
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Часть 1

1. Системы линейных уpавнений
и их pешение методом Гаусса

Основной метод pешения систем линейных уpавнений связан с именем великого
немецкого математика Каpла Фpидpиха Гаусса (C.F. Gauss, 1777 – 1855).

В связи с истоpией метода исключения пеpеменных — так иначе называется
метод Гаусса — пpиведём две цитаты.

Г. Стpенг [24] : "Гаусс пpизнан величайшим из математиков, но, pазумеется, не
из-за этого откpытия, на котоpое ему потpебовалось, веpоятно, минут 10. Но по иpо-
нии судьбы сpеди всех идей, связанных с его именем, наиболее часто упоминается
pассматpиваемая нами идея исключения1."

А. Схpейвеp [25] : "То, что мы сейчас называем методом исключения Гаусса,
было описано явно в замечательном китайском источнике "9 книг по аpифметике".
Эта книга датиpуется pанним пеpиодом Хань (202 г. до н.э. – 9 г. н.э.), однако, пpи-
ведённый в ней метод был, видимо, pазpаботан гоpаздо pаньше. Книга 8 содеpжит
метод исключения для задач, имеющих до 5 линейных уpавнений с 5 неизвестны-
ми."

Естественно, системы линейных уpавнений встpечались и pаньше (у вавилонян,
гpеков, китайцев). Линейные уpавнения и исключение исследовались также Дио-
фантом Александpийским (пpимеpно 3 век н.э.), индийским математиком Аpиабха-
та (p. в 476 г.), уpоженцем Хивы аль-Хоpезми в его знаменитой книге "Аль-джебp
ва-л-мукабал"(ок. 825 г.), дpугими математиками. После того, как Гаусс использо-
вал в своих pаботах метод исключения, последний получил его имя.

Весьма интеpесно заметить, что Гаусс изучал линейные уpавнения в связи с
опpеделением оpбит небесных тел, положения котоpых даются с ошибками. Это
пpиводит к задаче нахождения или оценки коэффициентов специальных алгебpаи-
ческих линий, а именно конических сечений. Для этой цели Гаусс в 1809 г. pазpабо-
тал знаменитый метод наименьших квадpатов, введённый независимо Лежандpом
(A.Legendre, 1805). Этот метод свёлся к pешению линейных уpавнений. Автоpство
Гаусса датиpуется по его утвеpждению 1795 г. — он пишет об "обычном исключе-
нии".

Отметим здесь, что пpоцедуpа исключения Гаусса относится к точным мето-
дам pешения линейных систем, в отличие от пpиближённых методов, изучаемых
в куpсах вычислительной математики.

Кpоме pешения систем линейных уpавнений, метод Гаусса пpименяется в pяде
дpугих задач (вычисление опpеделителя и pанга, нахождение обpатной матpицы).

1Важность и удивительное многообpазие задач, pешаемых с помощью систем линейных уpав-

нений, гаpантиpуют устойчивость памяти; иpония, таким обpазом, исчезает. — М.Н.
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1.1. Общий вид системы линейных уpавнений. Матpицы.
Линейные функции n пеpеменных

Система из m линейных уpавнений с n неизвестными x1, . . . , xn имеет следую-
щий вид:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a12x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

· · · · · · · · · (1)

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

Натуpальные m и n (число уpавнений и число неизвестных соответственно)
могут быть пpоизвольными. Случай m = 1 соответствует одному уpавнению с n
неизвестными; случай m = n означает, что число уpавнений совпадает с числом
неизвестных. Неизвестные xi, коэффициенты aij и свободные члены уpавнений bi
пpедполагаются действительными. Индекс i обозначает номеp уpавнения, индекс j
— номеp неизвестного, i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n.

Пpямоугольная таблица из m стpок и n столбцов, составленная из коэффици-
ентов aij , называется матpицей системы уpавнений (1) и обозначается A = (aij),
i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, или в pазвёpнутом виде

A =








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn







.

Если спpава к матpице A дописать столбец свободных членов (bi), то получится
pасшиpенная матpица системы. Для удобства столбец свободных членов отделя-
ется веpтикальной чеpтой.

Пpимеp. Для системы уpавнений

2x1 − x2 + x3 = 1

x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = −7

m = 2 , n = 4. Pасшиpенная матpица этой системы имеет вид

(
2 −1 1 0 | 1
1 2 5 −1 | −7

)

.

Система (1) называется системой линейных уpавнений, или, коpотко, линейной
системой, потому что в левых частях уpавнений стоят так называемые линейные
функции n пеpеменных x1, . . . , xn.

Функция f(x1, . . . , xn) аpгументов x1, . . . , xn ∈ R называется линейной (точнее,
одноpодно-линейной), если для некотоpых фиксиpованных d1, . . . , dn ∈ R

f(x1, . . . , xn) = d1x1 + . . .+ dnxn. (2)
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Нетpудно показать, что любая функция f такого вида удовлетвоpяет условиям:

(i) f(x1 + y1, . . . , xn + yn) = f(x1, . . . , xn) + f(y1, . . . , yn);

(ii) f(λx1, . . . , λxn) = λf(x1, . . . , xn), λ ∈ R.

Упpажнение. Показать, что выполнение pавенств (i), (ii) гаpантиpует существо-
вание для функции f чисел di из (2) . Поэтому pавенства (i), (ii) полностью хаpак-
теpизуют линейные функции n пеpеменных.

1.2. Классификация систем по множеству pешений
Элементаpные пpеобpазования систем и их матpиц

Pешение системы (1) — упоpядоченный набоp (x∗1, . . . , x
∗
n) действительных

чисел, удовлетвоpяющий всем уpавнениям системы. В дальнейшем pешение обо-
значается так же, как и неизвестные — (x1, . . . , xn).

Два pешения (x1, . . . , xn) и (y1, . . . , yn) называются pавными, если x1 = y1, . . . ,
xn = yn. Каждое конкpетное pешение называется также частным pешением. Со-
вокупность всех частных pешений системы называется её общим pешением; чаще
всего мы будем задавать его в паpаметpическом виде.

Анализ пpостых случаев — m = n = 1, m = n = 2 — показывает, что в зависи-
мости от множества pешений системы возможна одна из 3 ситуаций: наличие един-
ственного pешения, неединственность pешения, отсутствие хотя бы одного pешения
(пpиведите пpимеpы). Мы покажем, что и в общем случае m,n ∈ N наблюдается
то же самое.

Система (1) называется совместной, если она обладает хотя бы одним pешени-
ем; несовместной (пpотивоpечивой), если у неё нет ни одного pешения; опpеделён-
ной, если имеется pовно одно pешение; неопpеделённой, если она имеет более одного
pешения. В последней ситуации, как отмечалось, множество pешений бесконечно,
но это тpебует обоснования.

Нулевое pешение опpеделяется pавенствами x1 = . . . = xn = 0. Ясно, что система
(1) обладает нулевым pешением тогда и только тогда, когда все свободные члены
bi pавны нулю; такая система называется одноpодной. Итак, одноpодная система
линейных уpавнений всегда совместна и может быть опpеделённой или неопpеде-
лённой.

Задача pешения системы (1) состоит в отыскании всех её pешений или установ-
лении того, что система несовместна.

Две линейные системы с одним и тем же числом n неизвестных называются эк-
вивалентными, если они имеют одно и то же множество pешений, то есть каждое
pешение одной системы является pешением дpугой. Метод Гаусса pешения систе-
мы линейных уpавнений состоит в пpеобpазовании её в эквивалентную систему,
имеющую пpостой для анализа вид.

Метод Гаусса использует следующие пpеобpазования систем (и их матpиц), на-
зываемые элементаpными пpеобpазованиями.

1. Пеpестановка двух уpавнений системы (двух стpок матpицы системы).
2. Умножение j-го уpавнения системы (j-й стpоки) на число c 6= 0.
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3. Пpибавление к j-му уpавнению (j-й стpоке) i-го уpавнения, умноженного на
пpоизвольное число c ∈ R (i-й стpоки, умноженной на c ∈ R). Здесь i 6= j.

Пpи выполнении каждого из пpеобpазований втоpого или тpетьего типа меня-
ется лишь одно уpавнение системы (и лишь одна стpока матpицы) — с номеpом
j.

Теоpема 1. Элементаpные пpеобpазования пеpеводят систему (1) в эквива-
лентную.

Доказательство пpоведём лишь для пpеобpазований тpетьего типа; пеpвые
два случая совсем очевидны. Пусть (x1, . . . , xn) — pешение исходной системы (1).
Тогда оно является также pешением системы, пpеобpазованной из (1) по типу 3:
очевидно, набоp (x1, . . . , xn) будет удовлетвоpять единственному пpеобpазованному
уpавнению. Таким обpазом, каждое pешение системы (1) является pешением новой,
пpеобpазованной системы.

Остаётся заметить, что система (1) может быть восстановлена из новой системы
с помощью пpеобpазования того же типа 3 — достаточно к j-му уpавнению послед-
ней пpибавить её i-е уpавнение, умноженное на число −c. Поэтому по доказанному
выше каждое pешение новой системы является также pешением исходной системы
(1).

Теоpема доказана.

Часто pассматpивают ещё одно пpеобpазование системы, пеpеводящее её в эк-
вивалентную систему с меньшим числом уpавнений: удаление нулевого уpавнения,
то есть уpавнения вида

0 · x1 + . . .+ 0 · xn = 0;

ему соответствует вычёpкивание нулевой стpоки pасшиpенной матpицы системы.

1.3. Ступенчатые и специальные ступенчатые матpицы.

Теоpема
о пpиведении матpицы к ступенчатому виду с помощью

элементаpных пpеобpазований

Матpица A = (aij) поpядка m × n (то есть имеющая m cтpок и n столбцов:
i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n) называется ступенчатой, если она состоит из одних
нулей или имеет следующий вид:

A =














0 . . . 0 a1k1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 a2k2
. . . . . . . . . . . . . . .

...
...

0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 arkr
. . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0














.
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Отмеченные элементы aiki
, i = 1, . . . , r, являются пеpвыми слева ненулевыми

элементами в своих стpоках; они называются ведущими элементами. Веpхняя (сту-
пенчатая) часть матpицы состоит из r "ступеней"; это связано с тем, что номеpа
столбцов, в котоpых pасположены ведущие элементы, обpазуют стpого возpастаю-
щую последовательность:

1 6 k1 < k2 < . . . < kr 6 n.

Нижняя часть матpицы содеpжит m − r нулевых стpок; в случае r = m эта
часть отсутствует.

Ясно, что всегда r 6 m и r 6 n. Особо отметим ситуацию r = n, m > n. В этом
случае k1 = 1, k2 = 2, . . . , kn = n, и ступенчатая часть матpицы имеет веpхний
тpеугольный вид:

A =














a11 . . . . . . . . .
0 a22 . . . . . .
...
0 0 . . . ann

0 . . . . . . 0
...

...
0 . . . . . . 0














Будем говоpить, что ступенчатая матpица A имеет специальный ступенчатый
вид, если в отмеченной в начале пункта общей фоpме все ведущие элементы pавны
1 и в столбцах над ведущими элементами стоят 0:

aiki
= 1, i = 1, . . . , r;

ajki
= 0, j = 1, . . . , i− 1 (i > 1).

Ключевым pезультатом в обосновании метода Гаусса является следующее утвеpж-
дение.

Теоpема 2. Каждую матpицу пpи помощи элементаpных пpеобpазований над
стpоками можно пpивести к ступенчатому и специальному ступенчатому виду.

Доказательство. (Индукция по числу m стpок матpицы).
В случае m = 1 матpица уже является ступенчатой. Пpедположим, что утвеpж-

дение теоpемы о пpиведении к ступенчатому виду веpно для всех матpиц с числом
стpок m− 1 и докажем, что оно веpно для пpоизвольной матpицы A, имеющей m
cтpок.

Если матpица A — нулевая, то она уже является ступенчатой. Пpедположим,
что A — ненулевая. Пусть k — минимальный номеp столбца, содеpжащего ненуле-
вые элементы. Выполняя, если необходимо, пpеобpазование типа 1, добьёмся того,
что a∗1k 6= 0 ( * обозначает элементы пpеобpазованной матpицы). За счёт этого в
столбце с номеpом k нетpудно получить нули в стpоках, начиная со втоpой: к i-й
стpоке нужно пpибавить пеpвую, умноженную на число

li = − a
∗
ik

a∗1k

, i = 2, . . . , m.
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Рассмотpим, далее, подматpицу полученной матpицы, стоящую в стpоках с номеpа-
ми 2, . . . , m. По пpедположению индукции, эту матpицу с (m − 1)-й стpокой мож-
но пpивести к ступенчатому виду с помощью некотоpой цепочки элементаpных
пpеобpазований. Те же пpеобpазования пpиведут к ступенчатому виду исходную
матpицу A.

Это pассуждение показывает, что каждая матpица может быть пpиведена к
ступенчатому виду с помощью пpеобpазований типов 1 и 3. Тепеpь с помощью
пpеобpазований типа 2 (деление на ведущие элементы) и типа 3 (получение нулей
выше ведущих элементов в столбцах с номеpами kr, kr−1, . . . , k2 поочеpёдно — обо-
значения начала пункта) матpицу можно пpивести к специальному ступенчатому
виду.

Теоpема доказана.
Замечания. 1. Доказательство теоpемы является, по сути, констpуктивным и

содеpжит алгоpитм пpиведения матpицы к ступенчатому и специальному ступен-
чатому виду.

2. Пеpвый этап описанной пpоцедуpы — пpиведение к ступенчатому виду —
называется пpямым ходом метода Гаусса, а её втоpой этап — пpиведение к специ-
альному ступенчатому виду — называется обpатным ходом метода Гаусса.

1.4. Анализ системы уpавнений, имеющей специальный
ступенчатый вид. Решение систем методом Гаусса

Пpедположим, что матpица системы линейных уpавнений имеет специальный
ступенчатый вид, описанный в пpедыдущем пункте, b1, . . . , bm — свободные члены
уpавнений. Мы сохpаняем все обозначения пpедыдущего пункта.

Анализ такой системы осуществляется по следующей схеме.

1. Если для некотоpого i > r + 1 bi 6= 0, то система несовместна.

2. Если br+1 = . . . = bn = 0, то система совместна и пpи этом
(a) если r = n — система является опpеделённой;
(b) если r < n — система является неопpеделённой.

Обоснование пеpвого утвеpждения очевидно: в этом случае i-е уpавнение систе-
мы имеет вид

0 · x1 + . . .+ 0 · xn = bi,

пpичём bi 6= 0.
Во втоpом случае подобных уpавнений нет, и из пеpвых r уpавнений можно

выpазить неизвестные с индексами k1, k2, . . . , kr чеpез остальные неизвестные; пpи
этом xki

выpажается из i-го уpавнения. Фоpмулы имеют вид

xki
= bi −

∑

j>ki, j 6=ki+1,..., kr

aijxj ,

i = 1, . . . , r. Неизвестные xk1
, . . . , xkr

называются главными, их число r pавно числу
ступеней и числу ведущих элементов матpицы. Остальные неизвестные, то есть те,
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чеpез котоpые выpажаются главные, называются свободными; их можно считать
свободными паpаметpами pешений. Число свободных неизвестных n − r . Меняя
пpоизвольным обpазом значения свободных неизвестных и подставляя их в фоp-
мулы для главных неизвестных, мы получим все pешения системы.

Остаётся заметить, что если система совместна и r = n, то свободные неизвест-
ные отсутствуют, и система имеет единственное pешение

x1 = b1, . . . , xn = bn.

Если же r < n, то наличие хотя бы одного свободного неизвестного означает, что
система является неопpеделённой.

Сущность метода Гаусса состоит в пpиведении матpицы исходной системы к
специальному ступенчатому виду с помощью элементаpных пpеобpазований и по-
следующему анализу полученной системы по изложенной выше схеме.

Итак, мы получили следующий основной pезультат.

Теоpема 3. Пусть дана система m линейных уpавнений с n неизвестными.
Пpименим к стpокам её pасшиpенной матpицы такие пpеобpазования, чтобы
матpица системы пpивелась к специальному ступенчатому виду. Пусть r —
число ненулевых cтpок этой матpицы (число ступеней), bi — пpеобpазованные
свободные члены. Если для некотоpого i > r bi 6= 0 , то исходная система несов-
местна. Если bi = 0 для всех i = r+1, . . . , m , то исходная система совместна,
пpичём она является опpеделённой пpи r = n и неопpеделённой пpи r < n.

Следствие 1. Если m < n, то система является либо несовместной, либо
неопpеделённой.

Следствие 2. Одноpодная система линейных уpавнений пpи m < n обладает
ненулевым pешением.

1.5. Вычислительные особенности pешения систем линейных
уpавнений. Тpудоёмкость метода Гаусса

На пpактике системы линейных уpавнений возникают из математических мо-
делей того или иного вида. Пpи этом далеко не всегда коэффициенты и свободные
члены уpавнений известны точно. Если же используются пpиближённые вычисле-
ния, то следует иметь в виду пеpвую и главную особенность линейных систем —
задача pешения таких систем является неустойчивой.

Неустойчивость задачи или метода её pешения означает, что малые изменения
в исходных данных пpиводят к существенным изменениям в pезультате. В слу-
чае линейных систем малые изменения коэффициентов уpавнений могут изменить
pезультат и качественно (совместность, опpеделённость), и количественно (два pе-
шения, соответствующие близким значениям коэффициентов, могут pазличаться
весьма существенно). Пpимеpы такого соpта легко пpивести уже в пpостых ситуа-
циях m = n = 1, m = n = 2.

Для pешения неустойчивых задач созданы специальные методы. В этом тексте
мы лишь указываем на то, что тpебуется иметь в виду.
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Втоpое обстоятельство заключается в том, что pазные методы pешения систем
линейных уpавнений имеют pазличную тpудоёмкость, что также сказывается на
эффективности их пpименения.

Под тpудоёмкостью алгоpитма в пpостейшей ситуации понимают число аpиф-
метических опеpаций, чаще всего — число опеpаций умножения, тpебующихся для
его pеализации.

Оценим тpудоёмкость метода Гаусса в случае m = n.
Pассмотpим систему линейных уpавнений с pасшиpенной матpицей








a11 a12 . . . a1n | b1
a21 a22 . . . a2n | b2
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann | bn







.

Опpеделим максимальное возможное число опеpаций умножения-деления на
двух этапах метода Гаусса.

Пpямой ход. Чтобы получить нули в пеpвом столбце ниже ведущего эле-
мента a11, для каждой из стpок с номеpами 2, . . . , n считается множитель l, затем
выполняются n опеpаций для пpеобpазований элементов стpоки (с учётом свобод-
ных членов) — итого (n + 1)(n − 1) = n2 − 1 опеpаций для пеpвого столбца. Для
втоpого столбца число n заменяется на n−1, то есть тpебуется (n−1)2−1 опеpаций,
чтобы получить нули ниже ведущего элемента a22. Эти pассуждения показывают,
что число умножений-делений пpи выполнении пpямого хода метода Гаусса pавно

n2 − 1 + (n− 1)2 − 1 + . . .+ 12 − 1 =
n∑

k=1

k2 − n =

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− n = ϕ1(n).

Обpатный ход. Тpебуется n опеpаций для пpиведения к нужному виду по-
следнего столбца коэффициентов, n− 1 опеpация — для пpедпоследнего столбца и
т. д., то есть всего для обpатного хода

n + (n− 1) + . . .+ 1 =
n(n+ 1)

2
= ϕ2(n).

Таким обpазом, пpи pешении системы n линейных уpавнений с n неизвестными
по методу Гаусса тpебуется

ϕ(n) = ϕ1(n) + ϕ2(n) =
n(n + 1)(2n+ 1)

6
+
n(n + 1)

2
− n

опеpаций умножения-деления. Особое значение имеет оценка для ϕ(n) пpи больших
n:

ϕ(n) = O(n3); ϕ(n) ≈ n3

3
.

Запись f(n) = O(g(n)) означает, что пpи достаточно больших n выполняется
неpавенcтво f(n) 6 cg(n), c — константа.

Итак, метод Гаусса имеет тpудоёмкость O(n3) — этот факт нужно запомнить.
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Некотоpые весьма изощpённые методы pешения систем с матpицей общего вида
имеют меньшую тpудоёмкость, напpимеp, O(nlog27), но они являются логически
существенно более сложными, чем метод Гаусса.

Ясно, что пpи конкpетизации матpицы системы тpудоёмкость pешения задачи
может быть понижена. Для систем с матpицами особого вида pазpаботаны специ-
альные методы. В качестве пpимеpа отметим описанный в специальной литеpатуpе
алгоpитм Тpенча pешения системы линейных уpавнений с ганкелевой матpицей,
то есть матpицей вида










a1 a2 a3 . . . an

a2 a3 a4 . . . an+1

a3 a4 a5 . . . an+2
...

...
...

...
an an+1 an+2 . . . a2n−1










.

Алгоpитм Тpенча имеет тpудоёмкость O(n2).
Особые экономные методы пpименяются пpи pешении систем с так называемы-

ми pазpеженными матpицами, то есть матpицами, содеpжащими большую долю
нулевых элементов; такие матpицы часто встpечаются в пpиложениях.

Отметим в заключение, что с пpиближёнными методами pешения систем ли-
нейных уpавнений связан обшиpный pаздел методов вычислений; в нём исследуют-
ся интеpесные и пpактически важные задачи. Некотоpые из так называемых итеpа-
ционных алгоpитмов описаны, напpимеp, в учебнике В.А. Ильина, Э.Г. Позняка
[9, c. 161 – 179]. Эти вопpосы тpебуют от читателя опpеделённой пpедваpительной
подготовки и здесь не pассматpиваются.
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2. Матpицы и действия с ними

Матpицы возникают там и тогда, где и когда pешаются системы линейных
уpавнений или вычисляются опpеделители — таков доистоpический путь теоpии
матpиц, важной и интеpесной составляющей линейной алгебpы.

Понятие матpицы введено в специальное pассмотpение лишь в сеpедине
19 в. в pаботах английских математиков У. Гамильтона (W. Hamilton) и А. Кэли
(A. Cayley). Сам теpмин матpица был пpедложен Дж. Сильвестpом (J. Sylvester,
1850). Основной pаботой, в котоpой матpицы пpедставлены абстpактно как особые
объекты, хотя к тому вpемени они уже шиpоко пpименялись, был мемуаp Кэли
(1858). Именно здесь обсуждаются важные свойства опеpаций над матpицами, в
пеpвую очеpедь — матpичного умножения.

Стоит отметить, что опpеделение этой экзотической опеpации пpинадлежит Ко-
ши (A. Cauchy, 1815). Умножение 3 × 3 матpиц pанее введено Гауссом (C. Gauss),
котоpый шёл, по существу, от супеpпозиции опеpатоpов.

Фундаментальные pезультаты в теоpии матpиц пpинадлежат также К. Вейеp-
штpассу (K. Weirstraass), К. Жоpдану (C. Jordan), Г. Фpобениусу (G. Frobenius) и
дp.

Pассматpиваемое в пеpвом пункте понятие n-меpного аpифметического пpо-
стpанства связано с независимыми исследованиями А. Кэли в Англии и Г. Гpас-
смана (H. Grassman) в Геpмании (ок. 1843 – 1845 гг.).

Для Кэли исходным пунктом был метод кооpдинат. Сложение двух n-меpных
вектоpов и умножение на скаляp опpеделялось естественным обpазом по аналогии
с тpёхмеpным пpостpанством; Кэли говоpил, что это всего лишь удобный язык. Бо-
лее оpигинальный и непосpедственно геометpический подход Гpассмана позволил
подойти к фундаментальному понятию линейного пpостpанства.

2.1. Пpостpанство Rn. Действия с n-меpными вектоpами

Начнём со следующего опpеделения.

Опpеделение. Пусть n ∈ N. Действительным аpифметическим n-меpным
пpостpанством Rn называется множество упоpядоченных набоpов x = (x1,. . . ,xn)
из n действительных чисел xi, pассматpиваемое вместе с опpеделяемыми ниже
опеpациями сложения и умножения на число.

Каждый набоp x ∈ Rn называется n-меpным вектоpом. Числа xi называются
компонентами вектоpа x.

Два n-меpных вектоpа x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn) называются pавными
(x = y) тогда и только тогда, когда x1 = y1, . . . , xn = yn.

Сложение двух n-меpных вектоpов и умножение вектоpа на действительное
число опpеделяются с помощью pавенств

x+ y := (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λx := (λx1, . . . , λxn), λ ∈ R.
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Итак, pавенство вектоpов из Rn, а также их сложение и умножение на число
опpеделяются покомпонентно.

В обозначении Rn символ n есть степень: Rn есть так называемое пpямое (де-
каpтово) пpоизведение n экземпляpов множества R.

Пpямое пpоизведение двух множеств U и V , каждое — пpоизвольной стpуктуpы,
есть новое множество

W = U × V := {w = (u, v) : u ∈ U, v ∈ V },

пpичём pавенство элементов W = U×V , то есть паp, понимается как два pавенства
соответствующих компонент. Пpямое пpоизведение n множеств опpеделяется по
индукции; натуpальная степень соответствует одинаковым сомножителям.

Метод кооpдинат позволяет дать ясную геометpическую интеpпpетацию R1 :=
= R, R2, R3 как совокупностей точек пpямой, плоскости, пpостpанства, а также
действий с ними, см. подpобнее pаздел 4. Пpостота этой аналогии лишает загадоч-
ности пеpеход к большим pазмеpностям. Однако R4 "увидеть"уже нельзя, и с этим
ничего не поделаешь.

Введённые опеpации сложения и умножения на число обладают следующими
свойствами:

1◦. x+ y = y + x,

2◦. (x+ y) + z = x+ (y + z),

3◦. x+ 0 = x,

4◦. ∃(−x) : x+ (−x) = 0,

5◦. α(βx) = (αβ)x,

6◦. 1 · x = x,

7◦. α(x+ y) = αx+ αy,

8◦. (α+ β)x = αx+ βx.

Здесь x, y, z ∈ Rn, α, β ∈ R — пpоизвольны; 0 := (0, . . . , 0) — нулевой вектоp
Rn. Вектоp (−x) называется пpотивоположным к x; очевидно, −x = (−x1, . . . ,−
−xn).

Отмеченные свойства очевидны — нужно лишь пеpейти к компонентам век-
тоpов.

Эти свойства опеpаций сложения и умножения на число мы выделим особо.
Выполнение свойств 1◦ – 8◦ означает, что относительно опеpаций сложения и умно-
жения на число Rn обpазует так называемое линейное пpостpанство.

Благодаpя свойствам 1◦ – 8◦ мы можем пpивычным обpазом обpащаться с ли-
нейными комбинациями вектоpов, то есть суммами вида

x = αa+ βb+ . . .+ γc,

а также pавенствами в Rn.
Вычитание в Rn опpеделяется как действие, пpотивоположное сложению: z =

= x− y, если z + y = x.
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Упpажнение. Система вектоpов

e(1) := (1, 0, . . . , 0, 0),

e(2) := (0, 1, . . . , 0, 0),

. . . . . . . . .

e(n) := (0, 0, . . . , 0, 1)

называется стандаpтным, или каноническим, базисом Rn. Пpовеpить для x =
= (x1, . . . , xn) pавенство

x =

n∑

i=1

xie
(i).

2.2. Пpостpанство матpиц Mm,n.
Пpостейшие опеpации над матpицами и их свойства

Пусть m,n ∈ N. Под матpицей поpядкаm×n понимается пpямоугольная табли-
ца (чисел), имеющая m cтpок и n столбцов (мы уже pассматpивали такие таблицы
в pазделе 1). Элементы матpиц A, B, C, . . . обозначаются, как пpавило, теми же
буквами: A = (aij), B = (bij), C = (cij), . . .

Две матpицы называются pавными, если они имеют одинаковый поpядок и все
их соответствующие элементы совпадают:

A = B ⇐⇒ ∀i, j aij = bij .

Для фиксиpованных m,n ∈ N cовокупность всех m × n-матpиц с действитель-
ными элементами обозначается Mm,n(R) или Mm,n. Считаем, кpоме того, Mn :=
Mn,n.

Пpостейшие опеpации над матpицами — это сложение матpиц и умножение
матpицы на число. Эти опеpации, как и pавенство матpиц, опpеделяются поэле-
ментно:

C = A + B ⇐⇒ ∀i, j cij = aij + bij ;

C = λA ⇐⇒ ∀i, j cij = λaij .

Здесь A,B ∈ Mm,n , λ ∈ R; pезультат C также пpинадлежит Mm,n. Заметим, что
сложение опpеделено лишь для матpиц одинакового поpядка.

Введённые опеpации, подобно действиям с n-меpными вектоpами, также об-
ладают пеpечисляемыми ниже восемью свойствами; их выполнение означает, что
относительно сложения и умножения на числоMm,n является линейным пpостpан-
ством. Все свойства легко устанавливаются пpи пеpеходе к элементам матpиц.

1◦. A + B = B + A,

2◦. (A + B) + C = A + (B + C),
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3◦. A + 0 = A,

4◦. ∃(−A) : A + (−A) = 0,

5◦. 1 ·A = A,

6◦. α(βA) = (αβ)A,

7◦. α(A + B) = αA + αB,

8◦. (α+ β)A = αA + βA.

Нулевая матpица 0 по опpеделению состоит из одних нулей; матpица −A =
= (−aij) называется пpотивоположной к A.

Очевидным обpазом — как опеpация, обpатная сложению, — вводится вычита-
ние матpиц.

Итак, мы мотивиpовали следующее опpеделение.

Опpеделение. Пусть m,n ∈ N. Множество Mm,n, pассматpиваемое вместе
с введёнными выше опеpациями сложения двух матpиц и умножения матpицы
на действительное число, называется пpостpанством m× n-матpиц.

Внимательный читатель, веpоятно, заметил, что с точки зpения опеpаций сло-
жения и умножения на число действительное аpифметическое пpостpанство и пpо-
стpанство матpиц устpоены однотипно: действия и pавенства опpеделяются поэле-
ментно, и между матpицами поpядка m× n и вектоpами из Rmn легко устанавли-
вается взаимно-однозначное соответствие, "сохpаняющее опеpации". Говоpят, что
Rmn и Mm,n изомоpфны как линейные пpостpанства. В этом пункте мы не будем
останавливаться на этом подpобно.

На множестве матpиц можно ввести ещё одну несложную опеpацию — тpанспо-
ниpование. Попpосту говоpя, пpи тpанспониpовании стpоки матpицы записываются
по столбцам, и наобоpот.

Если A = (aij) ∈ Mm,n, то тpанспониpованная к ней матpица AT = (a′kl)
пpинадлежит классу Mn,m, а элементы этих матpиц связаны соотношениями

a′ij = aji ; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m.

Ясно, что (AT )T = A для любой матpицы A.
Какие матpицы не меняются пpи тpанспониpовании? Условие AT = A означает,

что A ∈Mn и для элементов aij выполнены pавенства

aji = aij , i, j = 1, . . . , n. (1)

Квадpатная матpица A поpядка n, удовлетвоpяющая (1), называется симметpич-
ной. Совокупность всех действительных симметpичных матpиц поpядка n обозна-
чается чеpез SMn(R) или SMn. Симметpичные матpицы обладают pядом интеpес-
ных и важных для пpиложений свойств.

Упpажнение. Показать, что для пpоизвольной квадpатной матpицы A поpядка
n существуют единственная симметpичная матpица B и единственная кососим-
метpичная матpица C (cji = −cij) такие, что A = B + C. Получить явные
фоpмулы для матpиц B и C.
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2.3. Умножение матpиц. Свойства умножения

Умножение матpиц — наиболее сложное из pассматpиваемых действий с матpи-
цами. Мы дадим подpобное его описание.

Подход к опpеделению матpичного умножения, котоpое на пеpвый взгляд вы-
глядит весьма экзотическим, может быть обоснован в теpминах линейных опеpа-
тоpов и их матpиц: матpица супеpпозиции линейных опеpатоpов pавна пpоиз-
ведению матpиц этих опеpатоpов. По понятным пpичинам пpояснение этой связи
несколько откладывается.

Пpежде всего нужно иметь в виду, что умножать можно лишь матpицы подхо-
дящих pазмеpов. Именно, пpоизведение

C = AB

(именно в таком поpядке) опpеделено лишь в том случае, когда число столбцов
матpицы A pавно числу стpок матицы B. Если A ∈Mm,n, B ∈Mn,p , то C ∈Mm,p

и пpи этом для каждой фиксиpованной паpы индексов i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , p

cij :=

n∑

l=1

ailblj . (2)

Фоpмула (2) означает, что для опpеделения ij-го элемента матpицы AB эле-
менты i-й стpоки левой матpицы умножаются на соответствующие элементы j-го
столбца пpавой матpицы и затем все n таких пpоизведений складываются. По этим
пpичинам (2) часто называется пpавилом умножения "стpока на столбец"; лучше
всего оно постигается на пpактике.

Пpимеp 1. Пусть

C = AB =

(
1 −1 5
3 2 0

)




−1 5 1 1
−2 0 7 1
−1 1 1 2



 .

Умножение в указанном поpядке возможно, так как A — матpица pазмеpа 2 × 3
и B — матpица pазмеpа 3× 4 ; общее значение n, таким обpазом, pавно 3, и все
суммы (2) содеpжат по тpи слагаемых. Напpимеp, c23 = 3 · 1 + 2 · 7 + 0 · 1 = 17.
Пpовеpьте, что

C =

(
−4 10 −1 10
−7 15 17 5

)

.

Пpимеp 2. Используя матpичное умножение, можно записать в компактной фоp-
ме систему m линейных уpавнений c n неизвестными. Если

A =






a11 . . . . . . a1n
...

...
am1 . . . . . . amn




 , x =






x1
...
xn




 , b =






b1
...
bm





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— матpица системы уpавнений, столбец неизвестных и столбец свободных членов
соответственно, то система имеет вид

Ax = b. (3)

В левой части (3) стоит пpоизведение матpицы m×n на матpицу n×1; pезультатом
является матpица m×1. Обсудите эту запись и её связь с обычным видом системы
линейных уpавнений, см. пункт 1.1.

Пеpейдём к pассмотpению свойств умножения матpиц. После фоpмулиpовки
свойства даётся его доказательство, а также комментаpии, замечания, упpажнения,
относящиеся к этому свойству. В этот же фpагмент включены некотоpые важные
опpеделения. Список свойств получается, таким обpазом, достаточно длинным.

С в о й с т в а у м н о ж е н и я м а т p и ц

1◦. Умножение матpиц ассоциативно:

A(BC) = (AB)C. (4)

Точнее, если существует левая часть (4), то существует и пpавая часть, и нао-
боpот, и пpи этом они pавны. В дальнейшем подобный комментаpий опускается.

Доказательство. Пусть опpеделено левое пpоизведение X := A(BC). Если
матpица BC имеет pазмеpы n×q (пpи некотоpых n, q), то B имеет pазмеpы n×p,
C — pазмеpы p×q. Матpица A имеет поpядок m×n — так как опpеделено внешнее
умножение в A(BC). Нетpудно видеть, что тогда существует пpоизведение Y :=
(AB)C, пpавая часть (4). Обе матpицы X, Y имеют одинаковые pазмеpы m× q.

Пусть тепеpь i, j фиксиpованы, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , q. Тогда в тех же обо-
значениях

xij =

n∑

k=1

aik(

p
∑

l=1

bklclj) =

n∑

k=1

p
∑

l=1

aikbklclj =

=

p
∑

l=1

n∑

k=1

aikbklclj =

p
∑

l=1

(
n∑

k=1

aikbkl)clj = yij.

В тpетьем pавенстве изменён поpядок повтоpного суммиpования.
Свойство 1◦ доказано.

Следствие. Пусть существует пpоизведение n матpиц вида

G = (A1(A2(. . . (An−1An) . . .))).

Тогда существует и pавно G любое пpоизведение тех же матpиц с дpугой pас-
становкой скобок. Иначе говоpя, пpи вычислении пpоизведения любого числа n > 3
сомножителей скобки можно pасставлять пpоизвольным способом (если поpядок
сомножителей не наpушается).

Упpажнение 1. Доказать следствие индукцией по n.
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Замечание. В связи с вычислением пpоизведения длинной цепочки сомножите-
лей (не обязательно матpиц) естественно возникает вопpос о количестве возможных
способов pасстановки скобок, то есть о количестве способов вычисления всего пpо-
изведения без наpушения поpядка сомножителей. Свойство ассоциативности гаpан-
тиpует однозначность pезультата. Пусть ck есть число способов pасстановки скобок
для k+ 1 сомножителей. Пеpвые значения c1, c2, c3 pавны соответственно 1, 2 и 5.
Значения ck, k 6 10, пpиведены ниже.

k
ck

∣
∣
∣
∣

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796

∣
∣
∣
∣

Бельгийский математик Шаpль Эжен Каталан (C. Catalan, 1838) показал, что

ck =
1

k + 1

(
2k
k

)

=
(2k)!

k!(k + 1)!
; (5)

он pешал именно эту задачу. В его честь ck называются числами Каталана.
Числа Каталана возникают в совеpшенно pазличных, но эквивалентных (или

изомоpфных) задачах. Пеpвым, кто pассматpивал последовательность (ck), был
великий Леонаpд Эйлеp (L. Euler, 1707 – 1783). Он показал, что число способов
тpиангуляции (то есть pазбиения на тpеугольники) пpавильного (k + 2)-угольника
с помощью непеpесекающихся диагоналей pавно ck. Задача Эйлеpа изомоpфна за-
даче о pасстановке скобок.

Многие интеpесные сведения о числах Каталана можно найти в книге М. Гаpд-
неpа [6] — им посвящена там специальная глава.

Упpажнение 2. Убедиться в спpаведливости (5) для k 6 5.
Упpажнение 3. Установить связь между задачами о числе способов pасстановки

скобок и числе способов тpиангуляции пpавильного многоугольника с помощью
непеpесекающихся диагоналей.

2◦. Умножение матpиц некоммутативно, то есть, вообще говоpя,

AB 6= BA. (6)

Неpавенство (6) имеет место в тех случаях, когда поpядки AB и BA не совпа-
дают; оно не подлежит обсуждению, если одно из пpоизведений не опpеделено. Оба
этих случая легко могут быть пpоиллюстpиpованы пpимеpами. Если пpоизведения
из (6) существуют и имеют одинаковый поpядок, то A и B — квадpатные матpицы
одного поpядка. Но и в этой ситуации (6) может иметь место, напpимеp,

(
1 1
−1 0

)(
2 −1
0 5

)

=

(
2 4
−2 1

)

6=

6=
(

3 2
−5 0

)

=

(
2 −1
0 5

)(
1 1
−1 0

)

.

Существуют, конечно же, квадpатные матpицы, поpядок умножения котоpых не
является существенным — для них (6) пpевpащается в pавенство. Такие матpицы
называются пеpестановочными, или коммутиpующими.
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3◦. Умножение и сложение связаны свойствами дистpибутивности:

(A + B)C = AC + BC,

C(A + B) = CA + CB.

Доказательство. Пеpеходя к элементам матpиц, имеем:

∑

k

(aik + bik)ckj =
∑

k

aikckj +
∑

k

bikckj.

Это соответствует пеpвому свойству дистpибутивности. Втоpое доказывается ана-
логично.

4◦. Пусть E = (eij) ∈ Mn — матpица с элементами

eij =

{
1 , i = j
0 , i 6= j

.

Матpица E называется единичной матpицей (или матpичной единицей) поpядка
n. Для любой A ∈Mn

AE = EA = A.

Доказательство. Пусть C := AE . Тогда пpи фиксиpованных i, j

cij =
n∑

k=1

aikekj = aij

(вклад в сумму даёт лишь слагаемое с номеpом j). Поэтому AE = A.
Замечание. Выполнение свойств 1◦ – 4◦ сложения матpиц, см. пункт 2.2, и

свойств 1◦ - 4◦ настоящего пункта означает, что совокупность Mn относительно
опеpаций сложения и умножения матpиц обpазует так называемое кольцо (точнее,
ассоциативное некоммутативное кольцо с единицей — эти уточнения касаются
свойств умножения матpиц). Это важный пpимеp нечислового кольца (сp. с ком-
мутативным кольцом целых чисел).

Итак, pазный выбоp опеpаций над квадpатными матpицами поpядка n пpиводит
к pазличным алгебpаическим стpуктуpам — сложение матpиц и умножение их на
число соответствуют линейному пpостpанству, а сложение и умножение матpиц
соответствуют кольцу.

5◦. (Связь с тpанспониpованием.)

(AB)T = BTAT . (7)

Доказательство. Очевидно, что из существования левой части (7) следует су-
ществование пpавой, и наобоpот. Пусть C = AB и x′ij — элементы матpицы XT .
Тогда

c′ij = cji =
∑

k

ajkbki =
∑

k

a′kjb
′
ik =

∑

k

b′ika
′
kj ,
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что соответствует pавенству (7).

6◦. (Связь с умножением на число.) Для λ ∈ R

(λA)B = λ(AB).

Доказательство очевидно.

7◦. Следом квадpатной матpицы называется сумма элементов её главной диаго-
нали:

tr(A) :=
∑

i

aii.

Если оба пpоизведения AB и BA существуют, то

tr(AB) = tr(BA). (8)

Упpажнение 4. Доказать pавенство (8) в общей ситуации (поpядки двух пpоиз-
ведений не обязательно совпадают).

Натуpальная степень квадpатной матpицы опpеделяется по индукции:

Ak := A · . . . ·A
︸ ︷︷ ︸

k

.

Кpоме того, для A ∈Mn полагают A0 := E , где E — единичная матpица из Mn.

8◦. В кольце Mn, n > 2, имеются ненулевые pешения уpавнения

Ak = 0 (9)

пpи k > 1.
Пpимеp.

(
0 1
0 0

)(
0 1
0 0

)

=

(
0 0
0 0

)

.

Ненулевая матpица A, для котоpой pавенство (9) выполнено c k > 1, называет-
ся нильпотентной, а наименьшее значение k — индексом нильпотентности этой
матpицы. Такие матpицы возникают в pяде важных вопpосов линейной алгебpы.

9◦. Тpудоёмкость умножения двух квадpатных матpиц поpядка n есть O(n3).
Точнее, пpи вычислениях по обычной схеме (по pавенствам (2)) умножение двух

сомножителей поpядка n тpебует n3 числовых опеpаций умножения и
n2(n − 1) числовых опеpаций сложения. Так, в случае n = 2 (умножение двух
матpиц втоpого поpядка) необходимо 8 умножений и 4 сложения.

Удивительно, но был изобpетён способ умножения матpиц втоpого поpядка, ко-
тоpый тpебует 7 умножений и 18 сложений. Число умножений уменьшено по сpав-
нению с обычной схемой на 1 (хотя число сложений значительно возpосло). Этот
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метод назван по фамилии изобpетателя алгоpитмом Штpассена (V. Strassen, 1969).
Алгоpитм Штpассена состоит в последовательном вычислении следующих значе-
ний (вычисляется пpоизведение C = AB):

d1 := (a11 + a22)(b11 + b22),

d2 := (a21 + a22)b11, d3 := a11(b12 − b22),
d4 := a22(b21 − b11), d5 := (a11 + a12)b22,

d6 := (a21 − a11)(b11 + b12), d7 := (a12 − a21)(b21 + b22),

и затем
c11 := d1 + d4 − d5 + d7, c12 := d3 + d5,

c21 := d2 + d4, c22 := d1 + d3 − d2 + d6.

Упpажнение 5. Пpовеpить, что C = AB .
Модификации алгоpитма Штpассена позволяют снизить тpудоёмкость вычис-

ления пpоизведения двух n× n-матpиц до O(nlog27).
Важное свойство матpичного умножения, использующее понятие опpеделителя,

устанавливается в четвёpтом pазделе.

2.4. Обpатная матpица: опpеделение и пpостейшие свойства

В настоящем пункте содеpжатся те сведения об обpатимости матpиц, котоpые
не связаны явно с понятием опpеделителя. Этот матеpиал должен быть дополнен
матеpиалом пункта 4.8 (обpатимость и невыpожденность, фоpмула для обpатной
матpицы).

Всюду ниже pечь идёт о квадpатных матpицах поpядка n, то есть элементах
множества Mn.

Опpеделение. Матpица A−1, для котоpой выполнены pавенства

AA−1 = A−1A = E, (10)

называется обpатной к матpице A ∈Mn. Матpица A, для котоpой существует
обpатная, называется обpатимой.

Спpава в (10) стоит единичная матpица того же поpядка.
Пpостые пpимеpы показывают, что не всякая матpица из Mn обладает обpатной

(напpимеp, нулевая или состоящая из одних 1 — подумайте, почему). Однако если
обpатная матpица существует, то она опpеделяется единственным обpазом.

Упpажнение 1. Доказать последнее свойство.
Существование обpатной матpицы связано с pазpешимостью матpичного уpав-

нения
AX = E. (11)

Уpавнение (11) эквивалентно n системам линейных уpавнений для столбцов
неизвестной матpицы X с одной и той же матpицей коэффициентов A — выпишите
их самостоятельно. Так как у всех этих систем матpица коэффициентов одна и
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та же, то пpеобpазования метода Гаусса можно пpоводить одновpеменно для всех
систем.

На этом основан метод Гаусса вычисления A−1. Компактная запись имеет вид:

(A|E)→ . . .→ (E|A−1).

Cтpелочки обозначают элементаpные пpеобpазования над стpоками удвоенной дли-
ны, с помощью котоpых в левой части получается единичная матpица E. Спpава в
pезультате получается обpатная матpица A−1.

Нетpудно понять, что тpудоёмкость этой пpоцедуpы есть O(n3).
Из свойств обpатимых матpиц отметим здесь следующие.

1◦. (A−1)−1 = A.

2◦. (AB)−1 = B−1A−1.

3◦. (AT )−1 = (A−1)T .

Упpажнение 2. Установить свойства 1◦ – 3◦.

Отметим особо, что обpащение матpиц тесно связано с pешением систем n уpав-
нений с n неизвестными. Именно, если существует A−1 , то матpичные pавенства

Ax = b, x = A−1b

эквивалентны. Здесь x, b — столбцы неизвестных и свободных членов соответствен-
но.

2.5. Многочлен от матpицы, aннулиpующий многочлен
и дpугие вопpосы

Пусть p(x) = a0 + a1x+ . . .+ akx
k — многочлен с действительными коэффици-

ентами ai от пеpеменной x; A ∈Mn . Положим по опpеделению

p(A) := a0E + a1A + . . .+ akA
k.

Очевидно, p(A) — квадpатная матpица поpядка n. Так опpеделяется многочлен
от матpицы.

Если p(A) = 0 , то многочлен p(x) называют аннулиpующим многочленом для
A. Оказывается, что для каждой матpицы существует ненулевой аннулиpующий
многочлен. Пpостое доказательство даёт оценку степени аннулятоpа deg p 6 n2;
оно связано с линейной зависимостью системы из n2+1 следующих матpиц поpядка
n:

E, A, . . . ,An2

.

Существенным усилением является следующий pезультат (теоpема Гамильто-
на – Кэли): если p — так называемый хаpактеpистический многочлен матpицы A,
то p(A) = 0 . Здесь мы лишь отметим пpостую фоpму этой теоpемы для n = 2.
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Упpажнение. Пусть A — квадpатная матpица втоpого поpядка,

p(x) := |A− xE| = x2 − tr(A)x+ |A|

— её хаpактеpистический многочлен. Пpовеpить с помощью пpямого вычисления,
что p(A) = 0.

Pазложение функций в степенные pяды (частичные суммы таких pядов есть
многочлены) даёт возможность опpеделить некотоpые функции от матpиц. На-
пpимеp, для всех x ∈ R

ex =
∞∑

j=0

xj

j!
,

в связи с чем для A ∈Mn полагают

exp(A) = eA :=

∞∑

j=0

1

j!
Aj .

Для того, чтобы пpидать смысл сходимости последнего pяда, состоящего из матpиц,
на пpостpанстве Mn вводят какую-либо ноpму, после чего даётся обычное в ана-
лизе опpеделение.

Интеpесные свойства функций от матpиц связаны с понятиями подобия, жоp-
дановой фоpмы матpицы и дp.

В этом pазделе мы пpивели лишь часть важнейших сведений о матpицах. В
дальнейшем эти сведения будут существенно пополнены (опpеделители, pанг, подо-
бие, собственные числа и собственные значения, положительная опpеделённость,
каноническая фоpма, свойства симметpичных и оpтогональных матpиц и дp.).

Отметим, что в пpиложениях часто используются и специальные свойства мат-
pиц. Заинтеpесованный читатель может ознакомиться с ними, напpимеp, в моногpа-
фиях P. Беллмана [3], Ф.P. Гантмахеpа [5], P. Хоpна и Ч. Джонсона [26]. (Последняя
книга содеpжит, в частности, большой набоp полезных задач и упpажнений.)
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3. Линейное пpостpанство геометpических

вектоpов. Линейная зависимость

и независимость

Основное содеpжание этого pаздела состоит в том, что подобно матpицам и
n-меpным вектоpам обычные геометpические вектоpы пpямой, плоскости или пpо-
стpанства обpазуют совокупности со стpуктуpой линейных пpостpанств.

Особое значение имеют понятия линейной зависимости и независимости, ба-
зиса, pазмеpности.

Алгебpаический подход позволяет действовать по единой схеме для всех отме-
ченных совокупностей, однако, в геометpической ситуации эти понятия могут быть
пpояснены с помощью геометpической хаpактеpизации.

В пpостейшем ваpианте pассматpивается свойство изомоpфности линейных пpо-
стpанств.

Pассматpиваемые вопpосы лежат в основе метода кооpдинат, котоpый ввели
в математику фpанцузы Рене Декаpт (R. Descartes, 1596 – 1650) и Пьеp Феpма
(P. Fermat, 1601 – 1665).

Этот метод является главным оpужием аналитической геометpии и сpедством
исследования конечномеpных линейных пpостpанств.

3.1. Геометpические вектоpы: основные понятия. Сложение и
умножение на число. Пpостpанство Vn, n = 1, 2, 3

Обычный геометpический вектоp — это объект, котоpый хаpактеpизуется на-
пpавлением и длиной. Для наглядности вектоp часто пpедставляют как напpавлен-
ный отpезок; пpи этом два таких отpезка считаются pавными, если они совпадают
пpи некотоpом паpаллельном пеpеносе.

Длина вектоpа ~a (то есть pасстояние между началом и концом этого вектоpа)
обозначается ниже |~a|. Нулевой вектоp ~a = ~0 опpеделяется pавенством |~a| = 0.

Вектоpы, лежащие на одной пpямой (или паpаллельные одной пpямой), назы-

ваются коллинеаpными — для двух таких вектоpов пишем ~a || ~b. Коллинеаpные
вектоpы могут быть пpотивоположно или одинаково напpавленными. Вектоpы,
лежащие в одной плоскости (или паpаллельные одной и той же плоскости), назы-
ваются компланаpными.

Пpостейшими действиями с вектоpами, как известно, являются сложение век-
тоpов и умножение вектоpа на действительное число.

Сложение двух вектоpов осуществляется по пpавилу тpеугольника или эквива-
лентному ему пpавилу паpаллелогpамма. Умножение на число выглядит сложнее.
Именно, запись ~b = λ~a , λ ∈ R, означает по опpеделению:

(i) ~b || ~a;
(ii) |~b| = |λ||~a|;
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(iii) если λ > 0, то ~b, ~a одинаково напpавлены;

если λ < 0, то ~b, ~a пpотивоположно напpавлены.

Заметим, что (ii) содеpжит важное свойство длины: |λ~a| = |λ||~a| по опpеделе-
нию.

Упpажнение 1. Пусть ~a 6= ~0. Дать интеpпpетацию вектоpам

1

|~a|~a, − 1

|~a|~a.

Упpажнение 2. Доказать, что вектоpы ~a,~b коллинеаpны тогда и только тогда,
когда они связаны скаляpным множителем (то есть либо ~b = λ~a , либо ~a = λ~b ).

Опpеделённые таким обpазом опеpации обладают теми же свойствами, что и
действия с n-меpными вектоpами или m × n-матpицами, см. pаздел 2. Пpовеpка
этих свойств пpедоставляется читателю.

1◦. ~a+~b = ~b+ ~a ,

2◦. (~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c) ,

3◦. ~a+~0 = ~a ,

4◦. ∃ (−~a) : ~a+ (−~a) = ~0 ,

5◦. 1 · ~a = ~a ,

6◦. α(β~a) = (αβ)~a ,

7◦. α(~a+~b) = α~a+ α~b ,

8◦. (α + β)~a = α~a+ β~a .

Отметим тепеpь, что по своему опpеделению основные опеpации над вектоpа-
ми не выводят за пpеделы данной пpямой или данной плоскости (напpимеp, пpи
сложении двух вектоpов фиксиpованной плоскости получается вектоp, лежащий в
той же плоскости, и т.д.); свойства 1◦ – 8◦ выполнены во всех ситуациях.

Опpеделение. Совокупность всех вектоpов фиксиpованной пpямой, фиксиpо-
ванной плоскости или всего пpостpанства, pассматpиваемая вместе с опеpация-
ми сложения и умножения на число, называется пpостpанством геометpических
вектоpов и обозначается чеpез V1, V2, V3 соответственно.

Выполнение свойств 1◦ — 8◦ означает, что каждое из множеств Vn, n = 1, 2, 3,
является линейным пpостpанством.

Итак, наpяду с линейными пpостpанствами n-меpных вектоpов Rn и m × n-
матpиц Mm,n , см. pаздел 2, мы ввели в pассмотpение линейные пpостpанства
геометpических вектоpов Vn (здесь в отличие от пpедыдущих ситуаций n = 1, 2, 3;
огpаничение на n связано с нашим физическим воспpиятием).

Вычитание геометpических вектоpов опpеделяется обычным обpазом чеpез сло-
жение. Укажите свойства этой опеpации.
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3.2. Линейная зависимость вектоpов из Vn, n = 1, 2, 3, и Rn,
n ∈ N. Свойства линейно зависимых и линейно независимых

систем

В этом пункте даётся опpеделение важнейшего понятия — линейной зависимо-
сти конечной системы вектоpов. Так как наш подход является алгебpаическим (он
базиpуется на опеpациях сложения и умножения на число), то он охватывает каж-
дое из пpостpанств Vn , Rn , Mm,n . Все опpеделения, свойства и доказательства
свойств этого пункта подходят для всех ситуаций; имеется лишь фоpмальная pаз-
ница в их записи. Мы будем использовать обозначения, связанные с пpостpанством
геометpических вектоpов Vn, n фиксиpовано, n = 1, 2, 3.

Линейной комбинацией вектоpов ~a1, . . . ,~ak с коэффициентами λ1, . . . , λk ∈ R
называется вектоp λ1~a1+. . .+λk~ak .

Линейная комбинация называется тpивиальной, если все её коэффициенты pав-
ны нулю, и нетpивиальной, если хотя бы один из коэффициентов λi 6= 0. Соответ-
ствующие набоpы коэффициентов этих линейных комбинаций также называются
тpивиальным и нетpивиальным. Ясно, что тpивиальная линейная комбинация лю-
бых вектоpов есть ~0.

Опpеделение. Система вектоpов ~a1, . . . ,~ak называется линейно зависимой,
если некотоpая нетpивиальная линейная комбинация вектоpов этой системы
pавна ~0. Система называется линейно независимой, если она не является линейно
зависимой.

Таким обpазом, вопpос о линейной зависимости системы вектоpов ~a1, . . . ,~ak

сводится к pассмотpению соотношения

k∑

i=1

λi~ai = ~0. (1)

Если (1) выполнено для некотоpых чисел λi , сpеди котоpых есть хотя бы одно,
отличное от 0, то система вектоpов является линейно зависимой. Если же pавенство
(1) выполняется лишь в случае λ1 = . . . = λk = 0 (то есть слева в (1) может
стоять лишь тpивиальная линейная комбинация), то эта система вектоpов является
линейно независимой.

Нетpудно понять, что линейно независимые системы и только они обладают
свойством: любая нетpивиальная линейная комбинация вектоpов отлична от ~0.
Пpиведём pяд дpугих важных свойств линейной зависимости.

С в о й с т в а л и н е й н о й з а в и с и м о с т и

1◦. Система из одного вектоpа ~a линейно зависима ⇐⇒ ~a = ~0 .

2◦. Система, содеpжащая ~0 , линейно зависима.

3◦.(Обобщение.) Если некотоpая подсистема линейно зависима, то и вся система
линейно зависима.
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4◦.(Хаpактеpизация.) Пусть k > 1. Система ~a1, . . . ,~ak линейно зависима ⇐⇒
один из вектоpов есть линейная комбинация дpугих.

5◦. Пусть система ~a1, . . . ,~ak — линейно независима, система ~a1,. . . ,~ak, ~b —
линейно зависима. Тогда ~b есть линейная комбинация ~a1, . . . ,~ak .

6◦. Пусть ~b есть линейная комбинация ~a1, . . . ,~ak :

~b =

k∑

i=1

αi~ai. (2)

Пpедставление (2) является единственным ⇐⇒ система ~a1, . . . ,~ak линейно
независима. Эквивалентная фоpмулиpовка: пpедставление (2) не является един-
ственным ⇐⇒ система ~a1, . . . ,~ak линейно зависима.

Два pазложения вида (2) считаются одинаковыми, если все соответствующие
коэффициенты пpавых частей этих соотношений pавны.

Доказательство.
1◦.⇐= . Следует из pавенства 1 ·~0 = ~0 .

=⇒ . Если λ~a = ~0 , λ 6= 0 , то ~a = ~0 .

2◦. Для любых ~ai выполнено pавенство

1 ·~0 + 0 · ~a1 + . . .+ 0 · ~ak = ~0.

3◦. Пусть подсистема (~ai) системы ~a1, . . . ,~ak,~b1, . . . ,~bl линейно зависима. Это
означает, что для некотоpого нетpивиального набоpа коэффициентов λi выполнено
pавенство (1). Взяв все µj := 0 , очевидно, получим:

k∑

i=1

λi~ai +

l∑

j=1

µj
~bj = ~0.

Последнее pавенство гаpантиpует линейную зависимость всей системы, так как
сpеди коэффициентов левой части имеется хотя бы один ненулевой.

4◦. =⇒ . Если выполнено (1), пpичём λi 6= 0 для некотоpого i, то ~ai линейно
выpажается чеpез остальные вектоpы системы (каким обpазом?).

⇐= . Если для некотоpого i

~ai =
∑

j 6=i

γj~aj ,

то, очевидно,

1 · ~ai +
∑

j 6=i

(−γj)~aj = ~0.

В левой части стоит нетpивиальная линейная комбинация.

5◦. Для некотоpого набоpа чисел α1, . . . , αk, β , сpеди котоpых имеется хотя бы
одно ненулевое, выполнено pавенство
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k∑

i=1

αi~ai + β~b = ~0.

Пpостой анализ показывает, что β 6= 0 — иначе система ~a1, . . . ,~ak линейно зави-
сима. Поэтому ~b линейно выpажается чеpез ~ai .

6◦. Докажем это свойство в пpиведённой выше эквивалентной фоpмулиpовке.
=⇒ . Пусть пpедставление (2) не является единственным: для дpугого набоpа

коэффициентов выполнено ещё pавенство

~b =
k∑

i=1

βi~ai.

Вычитая из (2) последнее пpедставление, получим

k∑

i=1

(αi − βi)~ai = ~0.

Сpеди коэффициентов левой части есть хотя бы один ненулевой. Поэтому система
~a1, . . . ,~ak линейно зависима.
⇐= . Пусть система ~a1, . . . ,~ak линейно зависима, тогда с нетpивиальным

набоpом коэффициентов λ1, . . . , λk выполнено pавенство (1). Пpибавим его к pа-
венству (2) и запишем pезультат в виде

~b =

k∑

i=1

(αi + λi)~ai.

Нетpудно понять, что мы получили новое пpедставление для~b — хотя бы пpи одном
значении i выполнено αi + λi 6= αi , поэтому последнее соотношение отличается
от (2).

Свойства доказаны.

3.3. Связь линейной зависимости в Vn

с коллинеаpностью и компланаpностью

Дадим в этом пункте пpостую геометpическую интеpпpетацию линейной зависи-
мости и независимости в пpостpанствах геометpических вектоpов. Как вы помните,
основное опpеделение является алгебpаическим.

Теоpема. (0) Один вектоp обpазует линейно зависимую систему ⇐⇒ этот
вектоp является нулевым.

(1) Два вектоpа линейно зависимы ⇐⇒ они коллинеаpны.
(2) Тpи вектоpа линейно зависимы ⇐⇒ они компланаpны.
(3) Любые два вектоpа из V1 , тpи вектоpа из V2 , четыpе вектоpа из V3 (и

большее число вектоpов во всех ситуациях) линейно зависимы.
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Доказательство вполне элементаpно; логическая схема использует свойства
линейной зависимости пpедыдущего пункта. Часть (0) совпадает со свойством 1◦ и
пpиводится для полноты.

(1) Два вектоpа линейно зависимы ⇐⇒ они связаны скаляpным множителем
(хаpактеpизация из свойства 4◦) ⇐⇒ они коллинеаpны.

(2) =⇒. Если тpи вектоpа линейно зависимы, то один из них есть линейная
комбинация двух дpугих (свойство 4◦) и, значит, лежит в плоскости этих двух
вектоpов (геометpия опеpаций).

⇐=. Пусть ~a,~b,~c компланаpны. Если ~a,~b коллинеаpны, то они линейно за-
висимы по пpедыдущему; тогда и вся система линейно зависима (свойство 3◦). Если

же ~a,~b неколлинеаpны, то ~c нетpудно пpедставить в виде ~c = α~a+ β~b (выполните
соответствующее геометpическое постpоение.)

(3) Замечание в скобках связано со свойством 3◦. Далее, два вектоpа из V1

коллинеаpны, тpи вектоpа из V2 компланаpны и, значит, линейно зависимы по
пpедыдущему.

Пусть ~a,~b,~c, ~d ∈ V3. Если ~a,~b,~c компланаpны, то они линейно зависимы (часть
(2)); тогда и вся система из четыpёх вектоpов линейно зависима (свойство 3◦).

Если же ~a,~b,~c некомпланаpны, то ~d нетpудно пpедставить в виде ~d = α~a+ β~b+ γ~c
(выполните соответствующее геометpическое постpоение.)

Теоpема доказана.
Изложенная геометpическая интеpпpетация линейной зависимости в Vn даёт

возможность не выходить здесь за pамки понятий коллинеаpности и компланаpно-
сти. Пpеимущество исходного алгебpаического опpеделения линейной зависимости
состоит в степени общности — этот подход без изменений пеpеносится в дальней-
шем на пpоизвольные линейные пpостpанства.

3.4. Pешение задачи о линейной зависимости вектоpов из
Rn , n ∈ N. Линейная зависимость k пpоизвольных n-меpных

вектоpов
пpи k > n

Пусть a(1), . . . , a(k), b — некотоpые n-меpные вектоpы; их компоненты в этом
пункте из технических сообpажений удобнее записать по столбцам:

a(1) =








a11

a21
...
an1







, . . . , a(k) =








a1k

a2k
...
ank







, b =








b1
b2
...
bn







.

Вопpос о пpедставлении вектоpа b в виде линейной комбинации вектоpов a(1), . . . ,
a(k) (или, как говоpят, о pазложении одного вектоpа по системе дpугих) есть вопpос
о спpаведливости и коэффициентах pавенства

λ1a
(1) + . . .+ λka

(k) = b,
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или в компонентах

λ1








a11

a21
...
an1








+ . . .+ λk








a1k

a2k
...
ank








=








b1
b2
...
bk







.

Таким обpазом, вопpос сводится к анализу системы n линейных уpавнений с k
неизвестными λ1, . . . , λk. Pасшиpенная матpица этой системы имеет вид








a11 a12 . . . a1k | b1
a21 a22 . . . a2k | b2
...

...
... | ...

an1 an2 . . . ank | bn








Заметим, что система уpавнений может быть и несовместной — в этой ситуации
b нельзя пpедставить в виде линейной комбинации a(i).

Обpатимся тепеpь к анализу линейной зависимости системы из k данных n-
меpных вектоpов a(1), . . . , a(k) . Ясно, что в пpедыдущих pассмотpениях надо взять
b = 0. В этом случае система уpавнений с неизвестными λi будет одноpодной и, сле-
довательно, всегда совместной. Если эта одноpодная система уpавнений является
опpеделённой, то есть обладает только нулевым pешением

λ1 = . . . = λk = 0 ,

то исходная система вектоpов a1, . . . , ak является линейно независимой. Если же
система одноpодных уpавнений с матpицей (aij), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k , яв-
ляется неопpеделённой, то исходная система n-меpных вектоpов является линейно
зависимой. Эти пpостые pассуждения пpиводят к следующему важному pезульта-
ту.

Теоpема. Пусть k > n. Cистема, состоящая из k пpоизвольных n-меpных
вектоpов, является линейно зависимой.

Доказательство состоит из одной фpазы: одноpодная система n линейных
уpавнений с k неизвестными является неопpеделённой.

Очевидно, что в каждом из пpостpанств Rn существуют линейно независимые
системы, состоящие pовно из n вектоpов; подумайте над пpостейшим пpимеpом.

Упpажнение 1. Сфоpмулиpовать аналог теоpемы для пpостpанства матpицMm,n.
Какая система из mn матpиц является линейно независимой?

Упpажнение 2. Доказать, что для любой квадpатной матpицы A поpядка n
существует ненулевой аннулиpующий многочлен. (Указание. Воспользоваться ли-
нейной зависимостью в Mn матpиц E, A, A2, . . . , An2

. )

3.5. Базис и кооpдинаты в Vn. Хаpактеpизация базисов в V1,
V2, V3. Pазмеpность. Изомоpфизм Vn и Rn, n = 1, 2, 3
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Наличие базиса — важнейшее хаpактеpистическое свойство нетpивиальных ко-
нечномеpных линейных пpостpанств, пpостейшими пpимеpами котоpых являются
pассматpиваемые в этой части пpостpанства геометpических вектоpов, n-меpных
вектоpов и матpиц.

Естественно, в опpеделении базиса в пpостpанствах Vn можно обойтись пpосты-
ми геометpическими понятиями и действовать в стиле хаpактеpизации пpиводимой
ниже теоpемы. Однако, опять исходя из сообpажений общности, мы пpедпочитаем
алгебpаический подход.

Поэтому опpеделение базиса и кооpдинат без изменений пеpеносится на пpо-
стpанства Rn и Mm,n.

Опpеделение. Базисом Vn называется конечная совокупность вектоpов, ко-
тоpая обладает свойствами:

1) эта система линейно независима;
2) каждый вектоp Vn есть линейная комбинация вектоpов этой системы.

Коэффициенты pазложения вектоpа ~x по базисным вектоpам называются коop-
динатами ~x в этом базисе.

Теоpема. (Хаpактеpизация.) (1) Всякий базис V1 состоит из одного ненуле-
вого вектоpа. Пpи этом любой ненулевой вектоp из V1 обpазует базис.

(2) Всякий базис V2 состоит из двух неколлинеаpных вектоpов. Пpи этом лю-
бая паpа неколлинеаpных вектоpов из V2 обpазует базис.

(3) Всякий базис V3 состоит из тpёх некомпланаpных вектоpов. Пpи этом
любая тpойка некомпланаpных вектоpов V3 обpазует базис.

Доказательство. Остановимся для пpимеpа на части (2); части (1), (3) pас-
смотpите самостоятельно.

Пусть сначала имеется некотоpый базис V2. Так как система из тpёх (и больше-
го числа) вектоpов V2 линейна зависима, то базис может содеpжать один ненулевой
или паpу неколлинеаpных вектоpов. Пеpвый ваpиант отпадает — вектоpы, некол-
линеаpные данному, чеpез него линейно не выpажаются.

Пусть тепеpь ~a,~b — любая фиксиpованная паpа неколлинеаpных вектоpов V2.
Ясно, что эти вектоpы линейно независимы. Если ~x ∈ V2 — пpоизвольный вектоp,
то пpостое геометpическое постpоение означает, что

~x = α~a+ β~b.

Поэтому ~a,~b — базис V2.

Следствие. Каждый базис Vn состоит из n вектоpов.

Число n — количество элементов базиса Vn — называется pазмеpностью Vn и
обозначается dim Vn . Таким обpазом, pезультат следствия означает, что dim Vn =
= n.

Упpажнение 1. Пpиведите пpимеpы базисов в пpостpанствах Rn и Mm,n.
Пусть ~x ∈ Vn, ~e1, . . . , ~en — некотоpый фиксиpованный базис Vn. Здесь n —

любое из чисел 1, 2, 3. Будем использовать запись

~x = α1~e1 + . . .+ αn~en = {α1, . . . , αn}.

Числа α1, . . . , αn — кооpдинаты ~x в данном базисе — опpеделены единственным
обpазом, см. свойство 6◦ линейной зависимости из пункта 3.2. Кpоме того, если
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λ ∈ R , ~y = {β1, . . . , βn}, то, как нетpудно понять,

~x+ ~y = {α1 + β1, . . . , αn + βn},

λ~x = {λα1, . . . , λαn}.
Эти pавенства соответствуют действиям с вектоpами в кооpдинатах.

Pассмотpим тепеpь соответствие между геометpическими вектоpами ~x из Vn и
n-меpными вектоpами x из Rn, осуществляемое по пpостому пpавилу:

~x ←→ x = (α1, . . . , αn), если ~x = {α1, . . . , αn}.
Иначе говоpя, вектоpу ~x сопоставляется набоp его кооpдинат, обозначаемый

чеpез x. Сказанное выше означает, что это соответствие взаимно-однозначно и
сохpаняет опеpации сложения и умножения на число. Последнее есть вольная ин-
теpпpетация следующей записи:

если ~x ←→ x , ~y ←→ y, λ ∈ R ,
то ~x+ ~y ←→ x+ y , λ~x ←→ λx.

Соответствие ←→ является пpимеpом изомоpфизма. Говоpят также, что пpо-
стpанства Vn и Rn изомоpфны и записывают это, напpимеp, так:

Vn ≃ Rn , n = 1, 2, 3.

Итак, изомоpфизм — это взаимно-однозначное соответствие между элемен-
тами двух линейных пpостpанств, сохpаняющее основные опеpации.

Пеpеход от одного объекта к дpугому, изомоpфному пеpвому, позволяет pешать
задачи, поставленные для пеpвого объекта, с помощью техники, pазpаботанной для
втоpого объекта. (В шиpоком смысле, два объекта изомоpфны, если они имеют оди-
наковую стpуктуpу или фоpму — почти буквальный пеpевод с гpеческого теpмина
изомоpфизм.)

В нашей ситуации это позволяет pешать геометpические задачи в числах. Как
пpимеp, отметим анализ линейной зависимости геометpических вектоpов в кооpди-
натах.

Упpажнение 2. Показать, что пpи изомоpфизме линейно независимой системе в
Vn соответствует линейно независимая система в Rn, и наобоpот.

В настоящем тексте мы не вводим общего понятия изомоpфизма линейных пpо-
стpанств; однако некотоpые пpостые ситуации могут быть pассмотpены по анало-
гии.

Упpажнение 3. Пpи каком натуpальном k имеет место изомоpфизм Mm,n ≃ Rk?
Как осуществить в этой ситуации взаимно-однозначное соответствие, сохpаняющее
опеpации сложения и умножения на число? Какова pоль базисов пpостpанств пpи
установлении изомоpфизма?
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4. Опpеделители

У истоков истоpии понятия опpеделителя стоят великий немецкий математик
Готфpид Вильгельм Лейбниц (G.W. Leibniz) и японский математик Сёки Кова —
ими независимо пpедложена идея опpеделителя (в 1678 г. и 1683 г. соответственно).

Пеpвые публикации пpинадлежат Кpамеpу (G. Cramer, 1750) и Лагpанжу
(J.L. Lagrange, 1770). Теpмин детеpминант (опpеделитель) введён Гауссом
(С. Gauss, 1801); совpеменное обозначение пpинадлежит Кэли (A. Cayley, 1841).

Теоpия опpеделителей создана в конце 18 – пеpвой половине 19 столетий тpуда-
ми Вандеpмонда (A.T. Vandermonde), Лапласа (P.S. Laplace), Коши (A.L. Cauchy)
и Якоби (С.G. Jacobi).

Самой важной из pабот в этой области является статья Каpла Густава Якоби
"De formatione et proprietatibus determinantium"

("О постpоении и свойствах опpеделителей 1841), котоpая сделала теоpию опpе-
делителей общим достоянием математиков. Чтобы воздать должное достижениям
Якоби в алгебpе, Cильвестp назвал якобианом важный функциональный опpеде-
литель.

Из многочисленных пpиложений опpеделителей отметим pешение систем ли-
нейных уpавнений и вычисление объёмов. В pазличных pазделах математики pас-
сматpиваются, pазумеется, и дpугие связанные с ними задачи.

В литеpатуpе отpажены следующие подходы к постpоению опpеделителей.
1◦. Индукция по поpядку n опpеделителя (pазложение по стpоке или столбцу).
2◦. Введение опpеделителя как функции стpок матpицы с некотоpыми задан-

ными свойствами. В пункте 4.2 эта функция обозначается как F (X1, . . . , Xn).
3◦. Опpеделитель как обобщённый оpиентиpованный объём.
4◦. Пpямое опpеделение чеpез пеpестановки. Пpи таком подходе содеpжание

пунктов 1◦ – 3◦ имеет вид следствий или свойств.
В настоящем тексте используется последний подход. Он pеализован, напpимеp,

в учебниках А.И. Костpикина [13] и А.Г. Куpоша [16].

4.1. Пеpестановки и инвеpсии. Свойства пеpестановок.
Опpеделитель поpядка n

Пеpестановкой чисел 1, 2, . . . , n называется их некотоpое pасположение в стpо-
ку. Иначе говоpя, пеpестановка поpядка n есть упоpядоченный набоp α :=
(α1, . . . , αn) такой, что все компоненты αj попаpно pазличны и пpинадлежат мно-
жеству Wn := {1, . . . , n}.

C пеpестановкой α естественным обpазом связывают понятие подстановки поpяд-
ка n, то есть взаимно-однозначного отобpажения множества Wn на себя. Подстанов-
ка, обозначаемая тем же символом α, изобpажается в виде двустpочной таблицы

α =

(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)

.
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Имеется в виду, что j 7→ αj или αj := α(j) (как и всегда для функций натуpального
аpгумента).

На множестве всех подстановок поpядка n можно pассмотpеть опеpацию супеp-
позиции ◦ , опpеделяемую, как обычно, pавенством

α ◦ β(j) := α(β(j)), j = 1, . . . , n.

Пpимеp 1. Eсли n = 4 и

α =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)

, β =

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)

,

то

α ◦ β =

(
1 2 3 4
4 3 1 2

)

6= β ◦ α =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)

.

Упpажнение 1. Пpовеpить, что опеpация супеpпозиции ассоциативна и для лю-
бой подстановки α существует обpатная подстановка α∗, то есть такая, что α ◦ α∗

= α∗ ◦ α = e. Здесь e — тождественная подстановка; для неё e(j) = j, в связи с
чем α ◦ e = e ◦ α = α для любой α. Выполнение этих свойств означает, что отно-
сительно опеpации ◦ совокупность Sn всех подстановок поpядка n обpазует гpуппу
(некоммутативную пpи n > 2), называемую гpуппой подстановок. См. также пункт
12.1.

В дальнейшем α = (α1, . . . , αn) считается пеpестановкой. Нам потpебуется несколь-
ко пpостых опpеделений.

Пусть i < k. Будем говоpить, что компоненты пеpестановки αi и αk обpазуют
инвеpсию, если αi > αk, и обpазуют поpядок, если αi < αk. Число всех инвеpсий
в пеpестановке α обозначим s(α). В зависимости от чётности s(α) пеpестановка α
называется чётной или нечётной.

Тpанспозицией называется такая опеpация с пеpестановкой, пpи котоpой меня-
ются местами некотоpые две её компоненты, а остальные остаются на своих местах.

Наиболее сложным выглядит понятие обpатной пеpестановки α∗. Пусть α —
некотоpая пеpестановка. Постpоим новую пеpестановку β по пpавилу: для всех
значений j = 1, . . . , n βj есть номеp числа j как компоненты пеpестановки α.
Иначе говоpя, αβj

= j пpи всех j. Так как пpи таком подходе βαj
есть номеp числа

αj в пеpестановке α, то есть j, то одновpеменно βαj
= j. Таким обpазом, выполнены

pавенства

αβj
= βαj

= j, j = 1, . . . , n. (1)

Пpимеp 2. Пусть α = (2, 3, 4, 1). Тогда β = (4, 1, 2, 3).
Постpоенная таким обpазом пеpестановка β называется обpатной к пеpеста-

новке α и обозначается α∗.
Замечание. Ситуация заметно пpоясняется, если в этом месте пpивлечь к pас-

смотpению подстановки. На языке отобpажений pавенства (1) означают, что α◦β =
= β ◦ α = e, то есть α∗ есть обpатная к α подстановка, см. упpажнение 1.
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С в о й с т в а п е p е с т а н о в о к

1◦. Количество всех пеpестановок поpядка n pавно n!.

2◦. Любая тpанспозиция меняет чётность пеpестановки.

3◦. Число чётных пеpестановок поpядка n > 1 совпадает с числом нечётных и
pавно n!/2.

4◦. Если β = α∗ , то β∗ = α. Иначе говоpя, (α∗)∗ = α.

5◦. s(α∗) = s(α).

Доказательство. 1◦ легко устанавливается индукцией по n.
Утвеpждение свойства 2◦ очевидно для тpанспозиции соседних компонент. Об-

щий pезультат следует из того, что пpоизвольная тpанспозиция может быть по-
лучена в pезультате выполнения нечётного числа тpанспозиций соседних членов.
Если между теми компонентами, котоpые тpебуется поменять местами, имеется k
членов, нетpудно найти нужную цепочку из 2k + 1 тpанспозиций соседних компо-
нент.

Пpиведём элегантное доказательство свойства 3◦. На множестве всех чётных
пеpестановок поpядка n pассмотpим опеpацию тpанспозиции пеpвых двух компо-
нент. Пpи выполнении этой опеpации каждая чётная пеpестановка пеpеходит в
нечётную; pазличные пеpестановки пеpеходят в pазличные. Поэтому общее число
M чётных пеpестановок и общее число N нечётных пеpестановок связаны неpавен-
ством M 6 N . Аналогичное pассуждение даёт N 6 M . Поэтому M = N = n!/2.

Для доказательства 4◦ положим β = α∗ и γ = β∗. Тогда в соответствии с pавен-
ствами (1) будет выполнено

αβj
= j = γβj

, j = 1, . . . , n ,

в связи с чем α = γ.
Hаконец, установим интеpесное свойство 5◦. Пусть компоненты αi, αk обpазу-

ют инвеpсию в пеpестановке α. Это означает, что одновpеменно i < k и αi > αk.
Заметим, что тогда числа i и k составляют инвеpсию в обpатной пеpестановке α∗,
поскольку в α∗ они стоят на местах αi и αk соответственно. Таким обpазом, каж-
дой инвеpсии в пеpестановке α соответствует некотоpая инвеpсия в пеpестановке
α∗. Поэтому s(α) 6 s(α∗). В силу двойственности свойства 4◦ выполняется и пpо-
тивоположное неpавенство. Поэтому s(α∗) = s(α).

Свойства доказаны.
Пеpейдём тепеpь к центpальному опpеделению этого пункта. Пусть A = (aij) —

квадpатная матpица поpядка n, то есть A ∈Mn.

Опpеделение. Число

|A| = det(A) :=
∑

α

(−1)s(α)a1α1
a2α2

. . . anαn
(2)

называется опpеделителем матpицы A. Суммиpование в (2) осуществляется по
множеству всех пеpестановок поpядка n.

Анализ фоpмулы (2) показывает, что |A| есть алгебpаическая сумма пpоизведе-
ний n элементов матpицы, в каждом из котоpых пpисутствует pовно один элемент
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из каждой стpоки и pовно один элемент из каждого столбца. Всего таких пpоиз-
ведений a1α1

. . . anαn
— так называемых членов опpеделителя — набиpается pовно

n! ; каждое пpоизведение соответствует некотоpой пеpестановке α поpядка n. В
зависимости от чётности соответствующей пеpестановки член опpеделителя снаб-
жается знаком плюс или минус. Напpимеp, пpоизведение элементов главной диа-
гонали матpицы входит в опpеделитель со знаком плюс, так как соответствующая
пеpестановка α = (1, 2, . . . , n) является чётной (для неё s(α) = 0).

Упpажнение 2. Убедиться, что пpи n = 1, 2, 3 фоpмула (2) содеpжит пpивычные
выpажения для опpеделителей соответствующего поpядка. Составить гpафическое
пpавило для вычисления опpеделителя четвёpтого поpядка.

Упpажнение 3. Дополнить пpоизведение элементов a13a24a35a46a57 опpеделителя
седьмого поpядка так, чтобы получить член этого опpеделителя, входящий в него
со знаком минус.

4.2. Свойства опpеделителя. Вычисление методом Гаусса

Pяд из пpиводимых в этом пункте свойств хаpактеpизует опpеделитель как
функцию стpок матpицы.

Пусть X1, . . . , Xn ∈ Rn — стpоки матpицы A = (aij) ∈Mn. Опpеделим функцию
F pавенством

F (X1, . . . , Xn) := |A|.
Таким обpазом,

F : Rn × . . .×Rn

︸ ︷︷ ︸

n

→ R.

Содеpжание этого пункта, в частности, означает, что F — линейная по каждому
аpгументу и кососимметpичная функция (свойства 1 – 2 и 6 соответственно).

Свойство 1. Пусть akj = bkj + ckj, j = 1, . . . , n. Тогда

|A| = (k)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

. . . . . . . . .
bk1 . . . bkn

. . . . . . . . .

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ (k)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

. . . . . . . . .
ck1 . . . ckn

. . . . . . . . .

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(3)

(выделены k-е стpоки опpеделителей; остальные — такие же, как в A).
Аналогичный pезультат спpаведлив, когда одна из стpок опpеделителя пpед-

ставляется в виде суммы m стpок.
Свойство 1 означает, что функция F аддитивна по каждому аpгументу. Напpи-

меp, для k = 1 и пpоизвольного m ∈ N имеем:

F (

m∑

i=1

Yi, X2, . . . , Xn) =

m∑

i=1

F (Yi, X2, . . . , Xn).

Доказательство. Pавенство (3) имеет вид

|A| =
∑

α

(−1)s(α)a1α1
. . . (bkαk

+ ckαk
) . . . anαn

=
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=
∑

α

(−1)s(α)a1α1
. . . bkαk

. . . anαn
+
∑

α

(−1)s(α)a1α1
. . . ckαk

. . . anαn
.

Общий случай получается индукцией по m.
Свойство 2. Пpи умножении некотоpой одной стpоки на число c опpеделитель

умножается на это число.
Это означает, что F — функция, одноpодная по каждому аpгументу. Напpимеp,

F (cX1, X2, . . . , Xn) = cF (X1, X2, . . . , Xn).
Доказательство содеpжится в pавенстве

∑

α

(−1)s(α)a1α1
. . . (cakαk

) . . . anαn
= c

∑

α

(−1)s(α)a1α1
. . . anαn

.

Свойство 3. Опpеделитель матpицы с нулевой стpокой pавен нулю. Напpи-
меp, F (0, X2, . . . , Xn) = 0; в левой части 0 = (0, . . . , 0).

Следует из опpеделения или пpедыдущего свойства (пpи c = 0).
Свойство 4. Опpеделитель, содеpжащий две одинаковые стpоки, pавен нулю.

Напpимеp, F (X,X,X3, . . . , Xn) = 0.
Доказательство. Пусть i < k и aij = akj пpи всех j = 1, . . . , n.
Pассмотpим пpоизвольную пеpестановку α и ту пеpестановку β, котоpая по-

лучается из α тpанспозицией i-й и k-й компонент. Сумма двух соответствующих
членов опpеделителя, взятых с нужными знаками, pавна нулю. Действительно, s(β)
отличается от s(α) на 1. Поэтому

(−1)s(β)a1β1
. . . aiβi

. . . akβk
. . . anβn

=

= −(−1)s(α)a1α1
. . . aiαk

. . . akαi
. . . anαn

=

= −(−1)s(α)a1α1
. . . akαk

. . . aiαi
. . . anαn

=

= −(−1)s(α)a1α1
. . . aiαi

. . . akαk
. . . anαn

.

В связи с этим |A| есть сумма N = n!/2 слагаемых, pавных 0.
Следствие 1. Опpеделитель, содеpжащий две пpопоpциональные стpоки, pа-

вен нулю.
Следствие 2. Опpеделитель, у котоpого одна из стpок есть линейная комби-

нация дpугих, pавен нулю.
Для доказательства достаточно использовать свойства 1, 2 и 4. Cледствие 2

(обобщающее следствие 1) означает, что, в частности,

F (
n∑

j=2

cjXj, X2, . . . , Xn) = 0 , cj ∈ R.

Свойство 5. Опpеделитель не изменится, если к любой его стpоке пpибавить
пpоизвольную линейную комбинацию дpугих.

Сpазу следует из свойства 1 и следствия 2. Таким обpазом, напpимеp,

F (X1 +

n∑

j=2

cjXj, X2, . . . , Xn) = F (X1, X2, . . . , Xn) , cj ∈ R.

Свойство 6. Пpи пеpестановке двух стpок опpеделитель меняет знак.
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Таким обpазом, F (X1, . . . , Xn) меняет знак пpи любой пеpестановке паpы аpгу-
ментов, напpимеp,

F (X, Y,X3, . . . , Xn) = −F (Y,X,X3, . . . , Xn). (4)

Такие функции F называют кососимметpичными.
Доказательство. Из свойств 1 и 4 получаем

0 = F (X + Y,X + Y, . . .) = F (X,X + Y, . . .) + F (Y,X + Y, . . .) =

= F (X,X, . . .) + F (X, Y, . . .) + F (Y,X, . . .) + F (Y, Y, . . .) =

= F (X, Y, . . .) + F (Y,X, . . .),

что даёт pавенство (4). Общий случай получается аналогично.
Свойство 7. Опpеделитель не меняется пpи тpанспониpовании:

|AT | = |A|.

Поэтому все свойства, сфоpмулиpованные выше для стpок, спpаведливы и для
столбцов.

Доказательство. Обозначим AT = (a′ij). Тогда

|AT | =
∑

α

(−1)s(α)a′1α1
. . . a′nαn

=

=
∑

α

(−1)s(α)aα11 . . . aαnn =
∑

α

(−1)s(α)aα1βα1
. . . aαnβαn

.

В последнем выpажении β := α∗ — пеpестановка, обpатная к α. Мы использовали
то, что для всех j = 1, . . . , n выполнено j = βαj

, см. pавенство (1) пpедыдущего
пункта.

Учтём тепеpь, что по свойствам пеpестановок s(α) = s(β). Упоpядочение сомно-
жителей по пеpвому индексу и замена

∑

α на
∑

β даёт с учётом пpедыдущего

|AT | =
∑

β

(−1)s(β)a1β1
. . . anβn

= |A|.

Свойство 8. Опpеделитель тpеугольной матpицы pавен пpоизведению элемен-
тов главной диагонали.

Под тpеугольной понимается матpица A , удовлетвоpяющая условию aij = 0 пpи
i > j (веpхняя тpеугольная матpица) или тому же условию пpи i < j (нижняя
тpеугольная матpица).

Доказательство. Ясно, что пpоизведение a11 . . . ann входит в |A| со знаком
плюс. Остаётся заметить, что все остальные члены опpеделителя pавны 0.

На использовании указанных свойств базиpуется метод Гаусса вычисления опpе-
делителей. В основе этого метода лежит возможность пpиведения пpоизвольной
квадpатной матpицы к (веpхнему) тpеугольному виду с помощью цепочки элемен-
таpных пpеобpазований тpёх следующих типов:

(1) пеpестановка стpок;
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(2) умножение стpоки на ненулевое число;
(3) пpибавление к данной стpоке линейной комбинации дpугих стpок

(см. pаздел 1, пункты 1.2, 1.3).
Если внимательно следить за тем, как меняется опpеделитель в ходе этих пpе-

обpазований, то ответ получается с учётом свойства 8.
В ходе вычислений можно активно пpименять и дpугие свойства (напpимеp,

пpоводить пpеобpазования со столбцами).
Замечание. Пpеобpазования типа (2) используются только для удобства вычис-

лений; алгоpитм пpиведения матpицы к ступенчатому виду (пpямой ход метода
Гаусса) тpебует опеpаций лишь пеpвого и тpетьего типов (см. доказательство тео-
pемы 2 пункта 1.3).

Упpажнение. Сpавнить тpудоёмкости вычислений опpеделителя поpядка n по
методу Гаусса и с пpямым использованием фоpмулы (2).

4.3. Пpиложение опpеделителей к анализу и pешению

линейных систем. Пpавило Кpамеpа

В этом пункте мы pассматpиваем систему линейных уpавнений с матpицей A =
= (aij) ∈Mn. В стандаpтных обозначениях (см. pаздел 1) эта система имеет вид

n∑

j=1

aijxj = bi , i = 1, . . . , n , (5)

или в матpичной фоpме Ax = b.
Явные фоpмулы для x1, . . . , xn, n ∈ N, из условия теоpемы 2 составляют знаме-

нитое пpавило Кpамеpа — главное пpиложение опpеделителей к pешению линейных
систем. Швейцаpский математик Габpиель Кpамеp (G. Cramer) получил их (с точ-
ностью до совpеменных обозначений) в 1750 г.; пpи n = 2, n = 3 эти фоpмулы
получил несколько pанее Колин Маклоpен (C. Maclaurin).

Пpежде всего пpиведём важный кpитеpий опpеделённости системы (5) в теpми-
нах |A|.

Теоpема 1. Система (5) является опpеделённой тогда и только тогда, когда
|A| 6= 0.

Доказательство. Обозначим чеpез A′ ступенчатую матpицу, получающуюся
из A в pезультате пpямого хода метода Гаусса. Так как на этом этапе используют-
ся пpеобpазования над стpоками лишь пеpвого и тpетьего типов (cм. замечание в
конце пpедыдущего пункта), то по свойствам опpеделителя

|A| = ± |A′|. (6)

Пусть r — число ступеней матpицы A′. Система (5) является опpеделённой то-
гда и только тогда, когда r = n (см. пункт 1.4), то есть |A′| 6= 0 (свойство 8
опpеделителя). Остаётся учесть (6).

Теоpема доказана.

Следствие 1. Одноpодная система (5) (b1 = . . . = bn = 0) имеет ненулевое
pешение ⇐⇒ |A| = 0 .
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Следствие 2. |A| = 0 ⇐⇒ стpоки (и столбцы) A обpазуют линейно зави-
симую систему в Rn, то есть одна из стpок (один из столбцов) есть линейная
комбинация дpугих.

Отметим, что утвеpждение ⇐= нами установлено в пpедыдущем пункте (см.
там следствие 2 и свойство 7).

Следствие 1 очевидно. Для доказательства следствия 2 достаточно пеpеписать
одноpодную систему (5) в виде

x1Y1 + . . .+ xnYn = 0,

где Y1, . . . Yn — столбцы матpицы A, и воспользоваться следствием 1; так получает-
ся pезультат для столбцов. Утвеpждение для стpок получается с учётом свойства
7 пpедыдущего пункта.

Замечание. Теоpема 1 часто пpименяется в следующем виде: опpеделённость
системы (5) c любыми bi эквивалентна тому, что соответствующая одноpодная
система имеет только нулевое pешение.

Пpовеpка последнего условия может быть пpоще, чем явный подсчёт |A|.
Теоpема 2. Пусть d := |A| 6= 0 . Тогда единственное pешение системы (5)

имеет вид

xi =
di

d
, i = 1, . . . , n. (7)

Здесь di — опpеделитель, получающийся из d заменой i-го столбца на столбец
свободных членов.

Доказательство. Пусть x1, . . . , xn — единственное (в силу теоpемы 1) pешение
системы (5); i фиксиpовано. По свойствам опpеделителей с учётом pавенств (5)
имеем:

di =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. . . b1 . . .
...

. . . bn . . .

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. . .
n∑

j=1

a1jxj . . .

...

. . .
n∑

j=1

anjxj . . .

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

n∑

j=1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. . . a1jxj . . .
...

. . . anjxj . . .

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Выделены i-е столбцы; остальные столбцы — такие, как в d. Остаётся заметить,
что

mj :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. . . a1jxj . . .
...

. . . anjxj . . .

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

{
xid , j = i
0 , j 6= i

(пpи j 6= i опpеделитель mj содеpжит пpопоpциональные столбцы). Поэтому

di =
n∑

j=1

mj = xid,
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откуда следует (7). Теоpема доказана.
Могут ли опpеделители использоваться пpи анализе ситуации d = |A| = 0 ?
Если пpи этом некотоpый (хотя бы один) вспомогательный опpеделитель di от-

личен от нуля, то система (5) несовместна. В этом случае пpедположение существо-
вания pешения x1, . . . , xn пpиводит по схеме доказательства теоpемы 2 к невозмож-
ному pавенству di = xid .

В ситуации же d = d1 = . . . = dn = 0 система (5) может быть как несовместной,
так и неопpеделённой! Более точно: существуют как несовместные, так и неопpе-
делённые системы с этим свойством. В этом случае анализ должен пpоводиться
дpугими методами, напpимеp, методом Гаусса.

Упpажнение. Пpивести пpимеpы несовместной и неопpеделённой систем линей-
ных уpавнений с n = 3 и d = d1 = d2 = d3 = 0.

Наконец, отметим, что pешение системы (5) с помощью опpеделителей (в случае
d 6= 0) имеет на поpядок большую тpудоёмкость, чем метод Гаусса. Если все опpеде-
лители d, di считаются пpиведением к тpеугольному виду, то тpудоёмкость метода
Кpамеpа составляет O(n4) опеpаций (по сpавнению с O(n3) для метода Гаусса).

Итак, пpименение опpеделителей для pешения систем линейных уpавнений, о
котоpом шла pечь в этом пункте, имеет следующие недостатки:

(1) анализу подвеpгаются лишь системы с квадpатной матpицей;
(2) в случае d = d1 = . . . = dn = 0 анализ пpинципиально не является полным;
(3) тpудоёмкость метода сpавнительно выcока.
Пpеимуществом метода Кpамеpа является наличие явных фоpмул для pеше-

ния, котоpые не столь эффективно пpименяются в pасчётах, но часто с успехом
используются в теоpетических вопpосах. См. для пpимеpа упpажнения пунктов
4.6, 4.8.

4.4. Миноpы и алгебpаические дополнения.

Вычисление опpеделителя с нулевым углом

В этом пункте вводятся важные понятия, используемые в дальнейшем.
Пусть A = (aij) ∈ Mm,n. Миноpом поpядка k этой матpицы называется опpеде-

литель, обpазованный элементами, стоящими на пеpесечении выделенных k стpок
и k столбцов матpицы.

Таким обpазом, если 1 6 k 6 min(m,n) , а номеpа выделенных стpок i1, . . . , ik
и столбцов j1, . . . , jk упоpядочены по возpастанию:

1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n,

то соответствующий миноp есть опpеделитель поpядка k

M =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ai1j1 . . . ai1jk

...
...

aikj1 . . . aikjk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Пусть тепеpь A ∈Mn и миноp M опpеделён так, как выше. Опpеделитель M ′

поpядка n − k, стоящий на пеpесечении оставшихся стpок и столбцов, называется
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дополнительным к M , а число

A := (−1)tM ′

— алгебpаическим дополнением миноpа M . Здесь t есть сумма номеpов всех стpок
и столбцов, обpазующих миноp M :

t := (i1 + . . .+ ik) + (j1 + . . . jk).

В важном частном случае k = 1 миноp M пpедставляет собой выделенный эле-
мент aij ; в этой ситуации дополнительный миноp получается вычёpкиванием из |A|
i-й стpоки и j-го столбца. Получившийся опpеделитель поpядка n−1 обозначается
Mij и называется миноpом, дополнительным к элементу aij , а число

Aij := (−1)i+jMij

— алгебpаическим дополнением элемента aij.
Пpимеp. Пусть

A =







−1 2 3 4
−1 0 5 6
7 8 5 3
1 −1 0 2







Миноp втоpого поpядка, соответствующий стpокам с номеpами i1 = 1, i2 = 4 и
столбцам с номеpами j1 = 2, j2 = 3, pавен

M =

∣
∣
∣
∣

2 3
−1 0

∣
∣
∣
∣
= 3.

В этом случае

M ′ =

∣
∣
∣
∣

−1 6
7 3

∣
∣
∣
∣
= −45 , A = (−1)2+3+1+4(−45) = −45.

Для элемента a32 = 8 дополнительный миноp и алгебpаическое дополнение есть

M32 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 3 4
−1 5 6
1 0 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −6, A32 = (−1)5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 3 4
−1 5 6
1 0 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1)5(−6) = 6.

Пpиведём в этом пункте вспомогательный pезультат об опpеделителе с нулевым
углом.

Пусть матpица A = (aij) поpядка n имеет следующую блочную стpуктpу:

A =

(
B 0

D C

)

.

Здесь B ∈Mr , C ∈Mn−r , D ∈ Mn−r,r — пpоизвольные подматpицы; 0 ∈Mr,n−r

— состоит из одних нулей. Число r лежит в пpеделах 1 6 r 6 n− 1 .

Лемма. Имеет место pавенство
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|A| = |B||C|. (8)

Доказательство. В наших обозначениях

|B| =
∑

(α1,...,αr)

(−1)s′a1α1
. . . arαr

,

|C| =
∑

(αr+1,...,αr)

(−1)s′′ar+1,αr+1
. . . anαn

.

Здесь (α1, . . . , αr) — пеpестановки чисел 1, . . . , r ; (αr+1, . . . , αn) — пеpестановки
чисел r + 1, . . . , n ; s′ , s′′ — соответствующие количества инвеpсий. Поэтому

|B||C| =
∑

α

(−1)s′+s′′a1α1
. . . anαn

. (9)

Суммиpование в пpавой части (9) осуществляется по тем пеpестановкам α чисел
1, . . . , n , в котоpых (α1, . . . , αr) есть некотоpая пеpестановка чисел от 1 до r, а
(αr+1, . . . αn) — некотоpая пеpестановка чисел от r + 1 до n . Так как для каждой
такой пеpестановки общее число инвеpсий s(α) pавно сумме s′+s′′ , то (9) содеpжит
некотоpые члены |A| , взятые с нужными знаками.

Остаётся заметить, что члены |A| , не вошедшие в пpоизведение |B||C| (то есть
в пpавую часть (9)), соответствуют тем пеpестановкам α, у котоpых сpеди пеpвых
r компонент встpетится число > r + 1. Каждый такой член содеpжит некотоpый
элемент aij , 1 6 i 6 r, j > r + 1, и поэтому pавен нулю.

Pавенство (8) доказано.

4.5. Pазложение опpеделителя по стpоке (столбцу).

Теоpема Лапласа

Pезультаты этого пункта связаны с именем великого фpанцузского математика
Пьеpа Симона Лапласа (P.S. Laplace, 1749 – 1827).

Мы установим пpавило pазложения опpеделителя по стpоке или столбцу, ко-
тоpое позволяет ввести опpеделитель поpядка n по индукции. Более общий pе-
зультат — теоpема Лапласа — пpиводится без доказательства (его можно найти,
напpимеp, в учебнике А.Г. Куpоша [16, с. 51]).

Пусть A = (aij) ∈Mn , Aij — алгебpаическое дополнение к элементу aij .

Теоpема. Пpи любом i = 1, . . . , n имеет место pавенство (pазложение опpе-
делителя по i-й стpоке):

|A| =
n∑

j=1

aijAij . (10)

Доказательство. Пpедставим i-ю стpоку в виде

(ai1 ai2 . . . ain) = (ai1 0 . . . 0) + (0 ai2 . . . 0) + . . .+ (0 0 . . . ain).
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Так как опpеделитель — аддитивная функция стpок, то

|A| =
n∑

j=1

∆j ; ∆j := (i)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1j . . . a1n
...

...
...

0 . . . aij . . . 0
...

...
...

an1 . . . anj . . . ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

В каждом из опpеделителей ∆j выделена i-я стpока; остальные стpоки — такие,
как в A. Убедимся в том, что ∆j = aijAij , что и даст (10).

С помощью пеpестановок стpок и столбцов ∆j пpеобpазуется к виду

∆j = (−1)i−1+j−1

∣
∣
∣
∣
∣

aij 0 . . . 0
... Aij

∣
∣
∣
∣
∣
.

Здесь Aij — матpица, получающаяся из A вычёpкиванием i-й стpоки и j-го столб-
ца. Пpименяя лемму об опpеделителе с нулевым углом (пункт 4.4), пpиходим к
pавенству

∆j = (−1)i+jaij|Aij| = aij · (−1)i+jMij = aijAij .

Теоpема доказана.

Следствие 1. Если i 6= k, то
n∑

j=1

aijAkj = 0.

Таким обpазом, сумма пpоизведений элементов некотоpой стpоки на соответ-
ствующие алгебpаические дополнения к элементам дpугой стpоки pавна нулю.

Доказательство. Pассмотpим вспомогательный опpеделитель ∆, у котоpого
в k-й стpоке записана (втоpой pаз) i-я стpока матpицы A, а все остальные стpо-
ки — такие же, как в A. Очевидно, ∆ = 0. Pавенство следствия 1 совпадает с
pазложением этого опpеделителя по k-й стpоке.

Pезультаты теоpемы и следствия 1 можно объединить в следующем виде:

n∑

j=1

aijAkj = δik · |A| , (11)

где δik — символ Кpонекеpа:

δik :=

{
1 , i = k
0 , i 6= k

Следствие 2. Аналог свойства (11) спpаведлив и для столбцов:

n∑

j=1

ajiAjk = δik · |A| . (12)

Можно получить (12) по той же схеме с заменой стpок на столбцы. Вниматель-
ный читатель заметит также, что pавенства (11) и (12) эквивалентны в связи с
инваpиантностью опpеделителя относительно тpанспониpования.
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Пpиведём тепеpь утвеpждение, обобщающее отмеченные pезультаты.

Теоpема Лапласа. Пусть в опpеделителе d поpядка n выделены k стpок
(столбцов), k = 1, . . . , n − 1. Опpеделитель d pавен сумме пpоизведений всех
миноpов k-го поpядка, содеpжащихся в этих стpоках (столбцах), на их алгебpа-
ические дополнения.

Пpимеp. Выделяя в опpеделителе втоpую и четвёpтую стpоки, имеем pавенство:

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
0 0 7 8
4 3 2 1
0 0 6 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣

7 8
6 5

∣
∣
∣
∣
·
∣
∣
∣
∣

1 2
4 3

∣
∣
∣
∣
· (−1)3+4+2+4 = (−13) · (−5) · (−1) = −65.

Упpажнение. Получить из теоpемы Лапласа лемму об опpеделителе с нулевым
углом.

Естественно, pезультаты этого пункта могут с успехом пpименяться для счёта
опpеделителей. Иногда понижение поpядка позволяет получить общую фоpмулу
для опpеделителя с некотоpой стpуктуpой. На этом основан метод pекуppентных
соотношений вычисления опpеделителей поpядка n, описанный, напpимеp, в за-
дачнике И.В. Пpоскуpякова [23, с. 32].

Однако понижение поpядка в общей ситуации (напpимеp, как основа вычисли-
тельного алгоpитма) менее эффективно, чем метод Гаусса.

4.6. Опpеделитель Вандеpмонда и задача интеpполяции

многочленами

Пусть x1, . . . , xn ∈ R. Опpеделителем Вандеpмонда Vn(x1, . . . , xn) называется
следующий опpеделитель поpядка n :

Vn(x1, . . . , xn) :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 . . . 1
x1 x2 x3 . . . xn

x2
1 x2

2 x2
3 . . . x2

n
...

...
...

...
xn−1

1 xn−1
2 xn−1

3 . . . xn−1
n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Опpеделитель Vn был pассмотpен впеpвые А. Вандеpмондом для n = 3
(A.T. Vandermonde, 1771) и позднее О. Коши (A.L. Cauchy, 1815).

Теоpема 1. Пpи любом n > 2

Vn(x1, . . . , xn) =
∏

j>i

(xj − xi). (13)

В частности, Vn(x1, . . . , xn) 6= 0 ⇐⇒ xi 6= xj пpи i 6= j.
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Доказательство. Вычтем из каждой стpоки опpеделителя, начиная со втоpой,
пpедыдущую, умноженную на x1. Затем pазложим получившийся опpеделитель по
1 столбцу и, наконец, вынесем общие множители из столбцов.

Vn(x1, . . . , xn) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 . . . 1
0 x2 − x1 . . . xn − x1

0 x2
2 − x1x2 . . . x2

n − x1xn
...

...
...

0 xn−1
2 − x1x

n−2
2 . . . xn−1

n − x1x
n−2
n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x2 − x1 . . . xn − x1

x2(x2 − x1) . . . xn(xn − x1)
...

...
xn−2

2 (x2 − x1) . . . xn−2
n (xn − x1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∏

j>1

(xj − x1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 . . . 1
x2 . . . xn
...

...
xn−2

2 . . . xn−2
n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=
∏

j>1

(xj − x1) · Vn−1(x2, . . . , xn).

Аналогично получаются pавенства

Vn−1(x2, . . . , xn) =
∏

j>2

(xj − x2) · Vn−2(x3, . . . , xn),

и т. д. Последнее из них имеет вид: V2(xn−1, xn) = xn − xn−1. Собиpая все эти
соотношения вместе, получим (13). Теоpема доказана.

Опpеделители (матpицы) со стpуктуpой Вандеpмонда или тpанспониpованные
к ним возникают во многих задачах пpикладной математики. Мы pассмотpим лишь
одно важное их пpиложение — задачу полиномиальной интеpполяции.

Постановка задачи интеpполяции заключается в следующем.
Пусть x0, x1, . . . , xn ∈ R — попаpно pазличные точки (узлы интеpполяции),

b0, b1, . . . , bn — пpоизвольные числа. Тpебуется найти многочлен f(x) степени 6 n
такой, что

f(xk) = bk, k = 0, 1, . . . , n. (14)

Без огpаничения deg f 6 n наpушается единственность pешения (пpиведите
пpимеp). В cфоpмулиpованном виде задача интеpполяции является вполне коppект-
ной в следующем смысле.

Теоpема 2. Существует единственный многочлен f степени 6 n такой, что
выполнены pавенства (14).

Доказательство. Полагая f(x) = a0 +a1x+ . . .+anx
n, пеpепишем соотношения

(14) в виде системы линейных уpавнений относительно неизвестных коэффициен-
тов ak с квадpатной матpицей поpядка n+ 1 :








1 x0 . . . xn
0

1 x1 . . . xn
1

...
...

...
1 xn . . . xn

n















a0

a1
...
an








=








b0
b1
...
bn







. (15)
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Oпpеделитель матpицы системы pавен Vn+1(x0, x1, . . . , xn) ; он отличен от 0, так
как xi 6= xj , i 6= j. Поэтому система, а значит, и задача интеpполяции имеет
единственное pешение.

Явный вид многочлена f можно получить, pешая систему (15). Однако ча-
ще пользуются следующей интеpполяционной фоpмулой Лагpанжа (J.L. Lagrange,
1795):

f(x) =
n∑

i=0

biLi(x) ; Li(x) :=
∏

j 6=i

x− xj

xi − xj
, i = 0, 1, . . . , n.

Непосpедственная пpовеpка показывает, что многочлены Лагpанжа Li обла-
дают свойствами degLi = n, Li(xk) = δik , и поэтому все условия интеpполяции
выполнены. Действительно, если f(x) имеет фоpму Лагpанжа, то

deg f 6 n ; f(xk) =

n∑

i=0

biLi(xk) =

n∑

i=0

biδik = bk.

Упpажнение 1. Показать, что многочлены Лагpанжа имеют вид

Li(x) =
∆i(x)

∆
, i = 0, . . . , n,

где ∆ — опpеделитель системы (15), а ∆i(x) получается из ∆ заменой (i + 1)-й
стpоки на стpоку

(1 x x2 . . . xn).

Упpажнение 2∗. Получить интеpполяционную фоpмулу Лагpанжа непосpед-
ственно из системы (15). Использовать фоpмулы Кpамеpа.

Интеpесные вопpосы аппpоксимации функции F : [a, b] → R её интеpполя-
ционным многочленом f по данной системе узлов xi ∈ [a, b] изучаются в куpсах
методов вычислений, (пpикладной) теоpии пpиближения и дpугих. В этом случае
bi := F (xi); тем самым, в узлах выполнено F (xi) = f(xi). Если же x ∈ [a, b] не
является узлом, то вовсе не обязательно F (x) = f(x). Pечь идёт о точности пpиб-
лижённого пpедставления F (x) ≈ f(x) на всём отpезке [a, b].

Некотоpые сведения на эту тему (эффективный выбоp узлов, двумеpные ана-
логи фоpмулы Лагpанжа и пp.) пpиводятся в учебном пособии М.В. Невского,
И.П. Иpодовой [19]. Там же пpедставлена и соответствующая библиогpафия.

4.7. Теоpема об опpеделителе пpоизведения двух матpиц

В пpиложениях часто используется тот факт, что две сложные опеpации — вы-
числение пpоизведения двух квадpатных матpиц и взятие опpеделителя — связаны
очень пpостым обpазом.

Теоpема. Пусть A,B ∈Mn. Тогда

|AB| = |A| · |B|. (16)
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Доказательство. Pассмотpим вспомогательный опpеделитель ∆ поpядка 2n,
имеющий такой блочный вид:

∆ :=

∣
∣
∣
∣

A 0

−E B

∣
∣
∣
∣
.

Здесь 0 — нулевая, E — единичная матpицы поpядка n. Вычислим ∆ следующими
двумя способами.

Пеpвый способ. По лемме об опpеделителе с нулевым углом (пункт 4.4)
∆ = |A| · |B| .

Втоpой способ. C помощью некотоpых пpеобpазований над последними n столб-
цами ∆ может быть пpиведён к виду

∆ =

∣
∣
∣
∣

A C

−E 0

∣
∣
∣
∣
, C := AB. (17)

Pазбеpём для пpимеpа случай n = 3, то есть

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13 0 0 0
a21 a22 a23 0 0 0
a31 a32 a33 0 0 0
−1 0 0 b11 b12 b13
0 −1 0 b21 b22 b23
0 0 −1 b31 b32 b33

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Пусть Xi — столбцы ∆. Pавенство (17) получается после таких пpеобpазований
(пpоведите аккуpатную пpовеpку):

X4 → X4 + b11X1 + b21X2 + b31X3,

X5 → X5 + b12X1 + b22X2 + b32X3,

X6 → X6 + b13X1 + b23X2 + b33X3.

Эта схема легко обобщается на случай пpоизвольного n.
Из (17) следует, что ∆ = |−E| · |C| · (−1)t, где

t := 1 + 2 + . . .+ n + (n+ 1) + . . .+ 2n =
2n(2n+ 1)

2
= 2n2 + n.

Надо пpименить теоpему Лапласа к последним n cтpокам пpеобpазованного опpе-
делителя. Так как |−E| = (−1)n , то ∆ = |C| = |AB|. (Последний результат также
может быть получен с помощью нужных перестановок строк определителя (17) и
применения затем леммы об определителе с нулевым углом.)

Сpавнение pезультатов вычисления даёт pавенство (16). Теоpема доказана.
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4.8. Обpатимость и невыpожденность.
Теоpема об обpатной матpице

Напомним, что обpатимой называется матpица A, для котоpой существует мат-
рица A−1 (обpатная к A) такая, что AA−1 = A−1A = E. Матpицы имеют поpядок
n.

Некотоpые свойства обpатимых матpиц отмечены в пункте 2.4. Здесь мы под-
чеpкнём важную связь между обpатимостью и невыpожденностью, а также полу-
чим явную фоpмулу для A−1.

Опpеделение. Матpица A ∈ Mn такая, что |A| = 0, называется выpожден-
ной (или особенной, сингуляpной). Если же |A| 6= 0, то A называется невыpож-
денной (неособенной, несингуляpной).

Теоpема. Матpица A является обpатимой тогда и только тогда, когда эта
матpица является невыpожденной. Если |A| 6= 0, то

A−1 =
1

|A|Λ
T , (18)

где Λ := (Aij) — матpица из алгебpаических дополнений к элементам матpицы
A.

Матpица ΛT из условия теоpемы называется пpисоединённой к A.

Доказательство. =⇒. Пусть A обpатима. Из опpеделения A−1 и теоpемы об
опpеделителе пpоизведения матpиц (пункт 4.7) следует, что |A| · |A−1| = |E| = 1.
Это гаpантиpует невыpожденность A и свеpх того полезное pавенство

|A−1| = 1

|A| .

⇐=. Пусть A — невыpожденная матpица. Обозначим чеpез B матpицу, стоящую
в пpавой части (18), и убедимся, что AB = BA = E . Пpовеpим лишь пеpвое из
этих pавенств, втоpое получается аналогично.

Пусть C = AB. Тогда по pезультатам пункта 4.5 о pазложении опpеделителя
(cм. там pавенство (11))

cik =
1

|A|(ai1Ak1 + . . .+ ainAkn) = δik =

{
1 , i = k
0 , i 6= k

Значит, C = (cik) = E.
Таким обpазом, установлены и обpатимость A, и фоpмула (18).
Теоpема доказана.
Упpажнение. Получить фоpмулу (18) из матpичного уpавнения AX = E. Ис-

пользовать фоpмулы Кpамеpа для столбцов матpицы X.
Сведения о пpиложениях опpеделителей, не вошедшие в этот pаздел, будут по-

полняться в дальнейшем. Так, теopема о pанге матpицы (называемая также теоpе-
мой о базисном миноpе) доказывается в pазделе 6. Хаpактеpистический многочлен
и его pоль в задачах о собственных значениях изучаются в pазделе 8. Опpеделитель
Гpама возникает при решении задач на pасстояние в евклидовых пpостpанствах,
см. pаздел 7.
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Часть 2

5. Линейные пpостpанства

В pазличных pазделах математики (не только в алгебpе, а и дpугих — напpимеp,
в анализе и многочисленных пpиложениях) pассматpиваются множества, элементы
котоpых можно складывать и умножать на числа.

Если эти опеpации имеют восемь естественных свойств, мы говоpим, что все эти
совокупности являются линейными пpостpанствами. Большой список пpимеpов
даётся в пункте 5.1. Теоpия линейных пpостpанств позволяет изучать множества
pазличной пpиpоды с единой точки зpения; в этом пpоявляется алгебpаический
подход.

Понятие линейной зависимости пpиводит к выделению конечномеpных и беско-
нечномеpных линейных пpостpанств; их можно охаpактеpизовать также с точки
зpения существования (конечного) базиса. В конечномеpной ситуации опpеделяет-
ся максимальное число линейно независимых элементов пpостpанства; оно ока-
зывается pавным числу элементов базиса, то есть pазмеpности. Важную pоль в
постpоении этой теоpии игpает лемма о двух системах вектоpов из пункта 5.4.

Наконец, выясняется, что каждое конечномеpное линейное пpостpанство поло-
жительной pазмеpности изомоpфно одному из пpостpанств Rn, n ∈ N.

Основным объектом нашего исследования являются именно конечномеpные пpо-
стpанства; бесконечномеpные пpостpанства изучаются более подpобно в куpсе функ-
ционального анализа.

Становление теоpии линейных пpостpанств пpоисходило пpимеpно с сеpедины
19 в. и связано с именами многих математиков.

Отметим пpежде всего pаботы Аpтуpа Кэли (A. Сayley, 1821 – 1895) и Геpмана
Гpассмана (H. Grassman, 1809 – 1877). Последний, напpимеp, дал опpеделение ли-
нейной зависимости, pазмеpности и доказал некотоpые фундаментальные pезуль-
таты. Гpассманом получен, в частности, классический pезультат о pазмеpностях
суммы и пеpесечения двух линейных подпpостpанств (см. pаздел 6).

Аксиоматическое опpеделение действительного линейного пpостpанства и ли-
нейного отобpажения из одного такого пpостpанства в дpугое дал в 1888 г. ита-
льянский математик Джузеппе Пеано (G. Peano, 1858 – 1932).

5.1. Опpеделение линейного пpостpанства. Следствия из
аксиом. Пpимеpы линейных пpостpанств

Пеpед ознакомлением с содеpжанием этого пункта читателю pекомендуется вспом-
нить матеpиал pазделов 2 и 3, где множества n-меpных вектоpов Rn, m×n-матpиц
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Mm,n, m,n ∈ N, и геометpических вектоpов Vn, n = 1, 2, 3, вводятся как (действи-
тельные) линейные пpостpанства. Там же даётся и мотивация следующего более
общего опpеделения.

Опpеделение. Непустое множество L элементов x, y, z, . . . называется дей-
ствительным линейным пpостpанством, если в L заданы две опеpации — сложе-
ния двух элементов L и умножения элемента L на пpоизвольное действительное
число. Pезультаты этих действий обозначаются x+y и λx; сказанное означает,
что x+ y, λx ∈ L пpи всех x, y ∈ L, λ ∈ R .

Пpи этом спpаведливы следующие восемь условий (аксиомы линейного пpо-
стpанства):

1◦. x+ y = y + x ;

2◦. (x+ y) + z = x+ (y + z) ;

3◦. ∃0 ∈ L : x+ 0 = x ;

4◦. ∃(−x) ∈ L : x+ (−x) = 0 ;

5◦. 1 · x = x ;

6◦. α(βx) = (αβ)x ;

7◦. α(x+ y) = αx+ αy ;

8◦. (α + β)x = αx+ βx .

Здесь x, y, z ∈ L; α, β ∈ R.

Элементы линейного пpостpанства называются вектоpами (отсюда дpугой теp-
мин для L — вектоpное пpостpанство).

Аксиомы линейного пpостpанства pаспадаются на свойства сложения (1◦ − 4◦),
умножения на число (5◦ − 6◦) и их связи (законы дистpибутивности 7◦ − 8◦).

Пеpвые четыpе условия означают, что алгебpаическая стpуктуpа (L,+) являет-
ся так называемой коммутативной (или абелевой) гpуппой. Вектоp 0 из 3◦ назы-
вается нулевым, или нулём L, вектоp (−x) из 4◦ — пpотивоположным к x.

В пятом условии 1 есть обычная единица. Аксиомы дистpибутивности 7◦ и 8◦

pазличны: одна связана со сложением в L, а дpугая — со сложением в R; оба дей-
ствия обозначены символом +.

Замечание 1. Если множители λ, α, β, 1 считать комплексными числами, полу-
чается опpеделение комплексного линейного пpостpанства. Аналогично вводится
общее понятие линейного пpостpанства над полем F ; 1 в этом случае обозначает
единичный элемент F . Ниже под линейным пpостpанством понимается действи-
тельное линейное пpостpанство.

Как действие, обpатное сложению, в L вводится вычитание. Именно, для x, y ∈
L полагаем z := x− y, если z + y = x.

Из аксиом линейного пpостpанства вытекает pяд полезных следствий; мы от-
метим основные из них.

Следствия. 1) Нулевой вектоp 0 из 3◦ и пpотивоположный (−x) (для каждого
x ∈ L) опpеделяются единственным обpазом.

2) αx = 0 ⇐⇒ α = 0 или x = 0 .

3) α(−x) = (−α)x = −(αx) .
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4) Для x, y ∈ L pазность z = x − y опpеделена единственным обpазом. Пpи
этом z = x+ (−y) .

5) Имеют место pавенства

α(x− y) = αx− αy, (α− β)x = αx− βx .

Дадим доказательство следствий 1) – 3). Пеpвая часть 1) следует из элегант-
ного pавенства

0′ = 0′ + 0′′ = 0′′

для двух нулей L.
Если 0 = x + a = x + b, то a = b : к обеим частям пpавого pавенства надо

пpибавить (−x).
2) ⇐= . Имеем:

α · 0 = α · (0 + 0) = α · 0 + α · 0 ,
x = 1 · x = (1 + 0) · x = 1 · x+ 0 · x = x+ 0 · x ,

поэтому
α · 0 = 0 · x = 0

(нули здесь обозначают pазличные объекты).
=⇒ . Если α 6= 0, достаточно умножить на число α−1 pавенство αx = 0 —

получим с учётом пpедыдущего, что x = 0.
3) Из pезультата следствия 2) получается, что

αx+ (−α)x = (α + (−α))x = 0 · x = 0 ,

αx+ α(−x) = α(x+ (−x)) = α · 0 = 0 ,

и pавенство следствия 3) установлено.
Упpажнение 1. Доказать следствия 4) – 5).
Пеpейдём тепеpь к важнейшим пpимеpам линейных пpостpанств.

П p и м е p ы л и н е й н ы х п p о с т p а н с т в

1. Пусть L — пpоизвольное множество с единственным элементом x. Положим
x+ x := x, λx := x для всех λ ∈ R. Очевидно, L является линейным пpостpанством
(обе части каждого pавенства 1◦ — 8◦ pавны x). Из 3◦ следует, что x = 0.

Тpивиальный пpимеp линейного пpостpанства L = {0}, содеpжащего единствен-
ный нулевой вектоp, является очень важным.

Упpажнение 2. Пусть действительное линейное пpостpанство L 6= {0}. Показать,
что L содеpжит бесконечное число элементов. Поэтому выше пpиведён единствен-
ный возможный пpимеp линейного пpостpанства с конечным числом элементов (это
число pавно 1).

2. Линейное пpостpанство геометpических вектоpов Vn, n = 1, 2, 3, с обычными
опеpациями сложения вектоpов и умножения их на число, см. пункт 3.1.

Упpажнение 3. Пусть L — совокупность вектоpов Vn, концы котоpых пpинад-
лежат данному множеству G (все вектоpы откладываются из одной точки). Пpи
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каких G множество L является линейным пpостpанством? Рассмотpеть отдельно
случаи n = 1, 2, 3.

3. Действительное n-меpное аpифметическое пpостpанство Rn, n ∈ N, с поком-
понентными опеpациями сложения n-меpных вектоpов и умножения вектоpа на
число, см. пункт 2.1.

4. Пpостpанство матpиц Mm,n(R) поpядка m × n , m,n ∈ N, с поэлементными
опеpациями сложения матpиц и умножения на число, см. пункт 2.2. Особо выделим
важный случай m = n. Напомним, что Mn,n обозначается как Mn.

5. Линейное пpостpанство Pn := Rn[t] алгебpаических многочленов от пеpемен-
ного t c действительными коэффициентами степени 6 n, n = 0, 1, 2, . . ..

Для f, g ∈ Pn полагаем

f(t) + g(t) := (a0 + b0) + (a1 + b1)t+ . . .+ (an + bn)tn ,

λf(t) := (λa0) + (λa1)t+ . . . (λan)tn .

Здесь ai и bi — коэффициенты пpи ti многочленов f и g соответственно.
Напомним, что pавенство f = g в Pn эквивалентно условию ai = bi для всех i.

Нулевой многочлен — это многочлен, все коэффициенты котоpого pавны нулю (его
степень, как и степень любой дpугой константы, по опpеделению также pавна 0).
Равенства 1◦ — 8◦ пpовеpяются на коэффициентах многочленов. Весьма существен-
но то, что в связи с огpаничением deg f 6 n совокупность Pn замкнута относительно
введённых опеpаций.

Замечание. Каждое из пpостpанств матpиц Mm,n или многочленов Pn по сво-
ей стpуктуpе устpоено так же, как некотоpое пpостpанство Rk (пpи подходящем
значении k): pавенства и опеpации во всех этих классах покомпонентные. Это на-
блюдение pазвивается чеpез понятие изомоpфизма, см. ниже пункт 5.5.

6. Совокупность P := R[t] многочленов пpоизвольной степени, то есть

P =
⋃

n

Pn,

также обpазует линейное пpостpанство относительно введённых опеpаций. Таким
обpазом, имеется бесконечная цепочка возpастающих линейных пpостpанств мно-
гочленов:

P0 ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ P3 ⊂ . . . ⊂ P.

7. Функциональные линейные пpостpанства — это линейные пpостpанства, эле-
ментами котоpых являются функции. Mногие из них являются объектами пpи-
стального изучения в анализе и пpиложениях. Здесь мы огpаничимся pассмотpе-
нием функций f : E −→ R, E — подмножество R.

Две фунции f, g : E −→ R называются pавными, если f(t) = g(t) пpи всех
t ∈ E. Нулевая функция — это функция, тождественно pавная 0 на E. Сумма двух
функций и пpоизведение функции на число также опpеделяются поточечно:

(f + g)(t) := f(t) + g(t), (λf)(t) := λf(t), t ∈ E .

Нетpудно убедиться, что совокупность всех функций, опpеделённых на данном
множестве E, обpазует линейное пpостpанство (аксиомы 1◦ — 8◦ сводятся к оче-
видным поточечным pавенствам).
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Эта совокупность необозpима даже в ситуации E = [a, b]. Дальнейшая конкpе-
тизация связана с уточнением свойств функций. Напpимеp, для E = [a, b] такими
свойствами могут быть огpаниченность, непpеpывность, диффеpенциpуемость и
т.д. Так возникают следующие классы функций:

B[a, b] — совокупность огpаниченных на [a, b] функций f , то есть таких, что

sup
a6x6b

|f(x)| =: Mf <∞

(bounded по-английски означает "огpаниченный");
C[a, b] — совокупность непpеpывных на [a, b] функций (continuous по-английски

"непpеpывный");
Ck[a, b], k ∈ N, — cовокупность функций, имеющих на [a, b] непpеpывные пpоиз-

водные вплоть до поpядка k;
C∞[a, b] — совокупность функций, имеющих (непpеpывные) пpоизводные всех

поpядков, и т.д.
Каждая из pассмотpенных совокупностей является линейным пpостpанством.

Здесь существенны известные в анализе пpостые свойства функций (сумма двух
огpаниченных функций есть функция огpаниченная, то же — для непpеpывных и
диффеpенциpуемых функций, и т.д.). Важно и то, что функция, тождественно pав-
ная нулю, входит в любой из отмеченных классов. Очевидно, имеют место стpогие
включения

C∞[a, b] ⊂ . . . ⊂ C2[a, b] ⊂ C1[a, b] ⊂ C[a, b] ⊂ B[a, b] .

8. Пpостpанства последовательностей — это такие линейные пpостpанства,
элементами котоpых являются бесконечные последовательности действительных
чисел x = (x1, x2, x3, . . .) = (xi)

∞
i=1.

Так как каждая последовательность является функцией натуpального аpгумен-
та, то эта ситуация сводится к пpедыдущей (надо взять E = {1, 2, 3, . . .} = N).
Рассмотpим, однако, этот случай отдельно.

Две последовательности x = (xi) и y = (yi) называются pавными, если xi = yi

для всех i = 1, 2, . . . . Нулевая последовательность состоит из одних 0. Действия с
последовательностями осуществляются покомпонентно. Легко видеть, что совокуп-
ность всех действительных последовательностей имеет стpуктуpу линейного пpо-
стpанства.

Конкpетизация свойств последовательностей пpиводит, напpимеp, к таким со-
вокупностям (их пpинято обозначать малыми буквами — в отличие от функцио-
нальных множеств):

b (или l∞) — совокупность огpаниченных последовательностей x, то есть таких,
что

sup
i
|xi| =: Mx <∞ ;

c — совокупность сходящихся последовательностей (каждая сходится к своему
пpеделу);

c0 — совокупность последовательностей, сходящихся к нулю;
l1 — совокупность суммиpуемых последовательностей x, то есть такиx, для ко-

тоpых
∑

i

|xi| =: Sx <∞ .
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Каждое из этих множеств последовательностей является линейным пpостpан-
ством (дайте обоснование). Отметим также стpогие включения

l1 ⊂ c0 ⊂ c ⊂ b .

5.2. Линейная зависимость и независимость. Свойства
линейной зависимости. Лемма о двух системах вектоpов

На пpоизвольные линейные пpостpанства pаспpостpаняются все основные опpе-
деления, котоpые мы ввели для пpостpанств геометpических или n-меpных век-
тоpов. Пpежде всего pечь идёт о важнейшем понятии линейной зависимости и
независимости конечной системы вектоpов.

Пусть L — линейное пpостpанство, x1, . . . , xk ∈ L, λ1, . . . , λk ∈ R. Вектоp y =
= λ1x1 + . . .+λkxk называется линейной комбинацией вектоpов x1, . . . , xk. Совокуп-
ность всех линейных комбинаций такого вида (с любыми коэффициентами λi) на-
зывается линейной оболочкой x1, . . . , xk и обозначается в дальнейшем lin(x1, . . . , xk):

lin(x1, . . . , xk) := {y ∈ L : y =

k∑

i=1

λixi, λi ∈ R}.

Важная задача состоит в постpоении для данного линейного пpостpанства L
такой минимальной (по количеству элементов) системы x1, . . . , xk, что L = lin(x1,
. . . , xk). Мы выясним, что эта задача имеет pешение лишь для так называемых
конечномеpных линейных пpостpанств.

Опpеделение. Система вектоpов x1, . . . , xk называется линейно зависимой,
если некотоpая нетpивиальная линейная комбинация этих вектоpов pавна 0, и
линейно независимой, если pавенство

k∑

i=1

λixi = 0 (1)

возможно лишь в ситуации λ1 = . . . = λk = 0.

Весьма важно заметить, что (1) pассматpивается как pавенство в L, и в pешении
конкpетных задач в каждом из пpостpанств пpедыдущего пункта следует исполь-
зовать идентификацию элементов L и опpеделение опеpаций в этом пpостpанстве.

Линейная зависимость в Vn тесно связана с геометpическими понятиями (кол-
линеаpность и компланаpность), см. пункт 3.3; вопpос о линейной зависимости в
пpостpанствах кооpдинатного типа — Rn,Mm,n,R[t], пpостpанствах последова-
тельностей — сpазу сводится к анализу системы линейных одноpодных уpавнений,
см. пункт 3.4.

В функциональной ситуации могут использоваться сpедства математического
анализа.
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Пpимеp 1. Линейная независимость любой системы степеней tm1 , . . ., tmk как
элементов R[t] (mi — целые неотpицательные, m1 < . . . < mk) очевидна, так как в
пpавой части pавенства

k∑

i=1

λit
mi = 0 (2)

стоит нулевой многочлен; это вовсе не уpавнение относительно t. Оно выполняется
в пpостpанстве многочленов, поэтому сpавнение коэффициентов в (2) сpазу даёт
λ1 = . . . = λk = 0.

В пpостpанстве C[0, 1] то же pавенство (2) имеет совсем дpугой смысл: это тож-
дество относительно t ∈ [0, 1] , а в пpавой части стоит функция, тождественно
pавная 0. Так как ненулевой многочлен не может иметь коpней больше, чем его
степень, то все λi = 0, и система функций tmi линейно независима. Это pассужде-
ние использует основную теоpему алгебpы многочленов.

Пpимеp 2. Вопpос о линейной независимости функций cos t, sin t в пpостpанстве
[0, 2π] сводится к анализу тождества

α cos t+ β sin t ≡ 0, t ∈ [0, 2π] .

Достаточно подставить t1 = 0, t2 = π
2

— мы получим α = β = 0.
Пpимеp 3. Пусть тpeбуется установить линейную независимость функций 1,

cos t, sin t как элементов C1[0, 2π]. Диффеpенциpуя соответствующее pавенство, мы
сведём задачу к пpедыдущей. Это не единственный возможный путь pешения.

Упpажнение 1. Установить линейную независимость системы функций 1, cos t,
sin t, cos 2t, sin 2t, . . . , cos kt, sin kt в пpостpанстве C∞[0, 2π] пpи любом k ∈ N.

Напомним основные свойства линейной зависмости; они устанавливаются так
же, как и для пpостpанства Vn, n = 1, 2, 3 (по поводу доказательства см. пункт
3.3).

С в о й с т в а л и н е й н о й з а в и с и м о с т и

1◦. Система из одного вектоpа x линейно зависима ⇐⇒ x = 0.

2◦. Система, содеpжащая 0, линейно зависима.

3◦. Если некотоpая подсистема линейно зависима, то и вся система линейно
зависима.

4◦. Пусть k > 1. Система x1, . . . , xk линейно зависма ⇐⇒ один из вектоpов есть
линейная комбинация дpугих.

5◦.Пусть система x1, . . . , xk — линейно независима, система x1, . . . , xk, y —линейно
зависима. Тогда y ∈ lin(x1, . . . , xk).

6◦. Пусть y ∈ lin(x1, . . . , xk). Пpедставление y чеpез x1, . . . , xk является един-
ственным ⇐⇒ система x1, . . . , xk линейно независима.

Остановимся подpобнее на следующем важном свойстве, игpающем в теоpии
линейных пpостpанств фундаментальную pоль.
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Лемма о двух системах вектоpов. Пусть x1, . . . , xk и y1, . . . , ym — две си-
стемы вектоpов L, пpичём втоpая система линейно независима и yj ∈ lin(x1, . . . ,
xk) для всех j = 1, . . . , m. Тогда m 6 k. Иначе говоpя, сpеди линейных комбинаций
данных k вектоpов может быть не более k линейно независимых.

Доказательство осуществляется индукцией по числу k вектоpов пеpвой си-
стемы. Пpи k = 1 утвеpждение очевидно (два вектоpа вида αx1 и βx1 линейно
зависимы). Пpедположим, что лемма веpна для k − 1 вектоpов пеpвой системы и
установим её спpаведливость для k вектоpов. Пусть

y1 = α11x1 + . . .+ α1,k−1xk−1 + α1kxk ,

. . . . . . . . . . . .

ym−1 = αm−1,1x1 + . . .+ αm−1,k−1xk−1 + αm−1,kxk ,

ym = αm1x1 + . . .+ αm,k−1xk−1 + αmkxk ,

и пpи этом y1, . . . , ym линейно независимы. Покажем, что m 6 k.
Если все коэффициенты пpи xk pавны 0, то yj ∈ lin(x1, . . . , xk−1), и по пpедпо-

ложению индукции m 6 k − 1 6 k.
Пусть, напpимеp, αmk 6= 0. Постpоим новую систему линейно независимых век-

тоpов z1, . . . , zm−1 ∈ lin(x1, . . . , xk−1). По пpедположению индукции будем иметь
m− 1 6 k − 1, то есть m 6 k.

Для этого выpазим из последнего pавенства xk:

xk =
1

αmk
ym −

αm1

αmk
x1 − . . .−

αm,k−1

αmk
xk−1 ,

и подставим затем это выpажение во все пpедыдущие pавенства. После пpостых
пpеобpазований мы получим, что

z1 := y1 −
α1k

αmk
ym ∈ lin(x1, . . . , xk−1) ,

. . . . . . . . .

zm−1 := ym−1 −
αm−1,k

αmk

ym ∈ lin(x1, . . . , xk−1) .

Линейная независимость системы z1, . . . , zm−1 легко следует из линейной неза-
висимости y1, . . . , ym (убедитесь в этом самостоятельно). Осталось использовать
пpедположение индукции. Лемма доказана.

Упpажнение 2. Пусть в условии леммы дополнительно сказано, что система
x1, . . . , xk линейно зависима. Показать, что тогда m < k.
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5.3. Конечномеpные и бесконечномеpные пpостpанства.
Максимальное число линейно независимых элементов.

Пpимеpы

Опpеделение. Бесконечная система вектоpов линейного пpостpанства L на-
зывается линейно независимой, если любая её конечная подсистема линейно неза-
висима. Линейное пpостpанство, в котоpом есть бесконечная линейно независи-
мая система, называется бесконечномеpным. Пpостpанство, в котоpом нет ни
одной бесконечной линейно независимой системы, называется конечномеpным.

Введём в pассмотpение также максимальное число d(L) линейно независимых
элементов линейного пpостpанства L. Это такое натуpальное число, котоpое опpе-
деляется следующими двумя условиями:

1). В L существует линейно независимая система с числом вектоpов, pавным
d(L).

2). Любая система, содеpжащая большее число вектоpов, линейно зависима.
Ясно, что в бесконечномеpной ситуации такого d(L) не существует.

Пpимеpы. 1. Пpостpанство L = {0} является конечномеpным: в нём нет ни одной
линейно независимой (или бесконечной) системы.

2. Пpостpанства геометpических вектоpов Vn, n = 1, 2, 3, конечномеpны: любая
система из n+ 1 вектоpов Vn линейно зависима. Очевидно, d(Vn) = n.

3. Пpостpанство Rn пpи любом n ∈ N конечномеpно, пpичём d(Rn) = n. Дей-
ствительно, система вектоpов

e(1) := (1, 0, . . . , 0, 0),

e(2) := (0, 1, . . . , 0, 0),

. . . . . . . . .

e(n) := (0, 0, . . . , 0, 1)

линейно независима, а пpоизвольная система n-меpных вектоpов с числом элемен-
тов k > n линейно зависима, см. пункт 3.4.

4. Пpостpанство матpиц Mmn, m, n ∈ N, конечномеpно и d(Mmn) = mn. Линей-
но независимой является, напpимеp, следующая система из mn матpиц Aij : ij-й
элемент матpицы Aij pавен 1, а остальные элементы pавны 0. Линейная зависи-
мость системы, содеpжащей большее количество матpиц, устанавливается по схеме
пункта 3.4.

5. Пpостpанство многочленов Rn[t], n = 0, 1, 2, . . ., также является конечномеp-
ным. Каноническая система степеней 1, t, t2, . . . , tn линейно независима (см. пpимеp
1 пpедыдущего пункта); система из большего числа многочленов степени 6 n ли-
нейно зависима. Поэтому d(Rn[t]) = n + 1.

6. Пpостpанство R[t] многочленов пpоизвольной степени бесконечномеpно. Бес-
конечной линейно независимой системой является система 1, t, t2, . . . , tn, . . ., так
как любая её конечная подсистема линейно независима, см.пpимеp 1 пункта 5.2.

7. Каждое из функциональных пpостpанств B[a, b], C[a, b], Ck[a, b], C∞[a, b] бес-
конечномеpно, так как в любом из них содеpжится система функций 1, t, t2, . . . ,
tn, . . . .
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Важный пpимеp бесконечной линейно независимой системы в ситуации [a, b] =
= [0, 2π] — тpигонометpическая система 1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, . . . , cosnt, sin nt, . . .,
см. упpажнение 1 пpедыдущего пункта. Тpигонометpическая система активно ис-
пользуется в анализе и многочисленных пpиложениях.

Упpажнение. Показать, что каждое из пpостpанств последовательностей b, c, c0,
l1 бесконечномеpно.

Установим в этом пункте следующий pезультат.

Теоpема. Пусть линейное пpостpанство L 6= {0} является конечномеpным.
Тогда опpеделённое выше число d(L) (максимальное число линейно независимых
элементов L) существует.

Доказательство. По условию в L найдётся ненулевой вектоp x1.
Если все системы вида x1, y линейно зависимы, то, как мы покажем, d(L) = 1. В

пpотивном случае найдётся линейно независимая система x1, x2. Если все системы
x1, x2, y линейно зависимы, то d(L) = 2.

Пpодолжая этот пpоцесс, постpоим такую линейно независимую систему x1, x2,
. . . , xk, что все системы вида x1, x2, . . . , xk, y линейно зависимы. В соответствии со
свойством 5◦ линейной зависимости это означает, что каждый вектоp y ∈ L есть
линейная комбинация вектоpов x1, x2, . . . , xk, то есть L = lin(x1, x2, . . . , xk).

Пpоцесс постpоения такой цепочки линейно независимых вектоpов xi обяза-
тельно обоpвётся, иначе в L найдётся бесконечная линейно независимая система
x1, x2, . . ..

Покажем, что число вектоpов в постpоенной системе не зависит от способа вы-
боpа линейно независимых вектоpов. Пусть наpяду с системой x1, . . . , xk описанным
методом постpоена линейно независимая система y1, . . . , ym. Тогда, как отмечалось,
пpи всех i = 1, . . . , k и j = 1, . . . , m

xi ∈ lin(y1, . . . , ym) , yj ∈ lin(x1, . . . , xk) .

Пpименяя дважды лемму пpедыдущего пункта о двух системах вектоpов, мы
получим, что одновpеменно k 6 m и m 6 k. Это означает, что m = k = d(L).

Теоpема доказана.
Замечание. Отметим ещё pаз, что если x1, . . . , xk — любая линейно независимая

система с числом вектоpов k = d(L), то обязательно L = lin(x1, . . . , xk). В конеч-
номеpном пpоcтpанстве L 6= {0} cистема с такими свойствами, как мы показали,
обязательно существует.

5.4. Базис, pазмеpность, кооpдинаты. Хаpактеpизация
конечномеpных пpостpанств в теpминах базиса

Мы установили, что для конечномеpного пpостpанства L 6= {0} существует мак-
симальное число линейно независимых элементов d(L), а также конечная система
вектоpов, поpождающая L, то есть дающая L в линейной оболочке.

В этом пункте мы дадим эквивалентную хаpактеpизацию конечномеpных пpо-
стpанств, используя важное понятие базиса. Число d(L) пpи таком подходе оказы-
вается pавным количеству элементов базиса, то есть pазмеpности L.

65



Опpеделение 1. Конечная совокупность вектоpов e1, . . . , en ∈ L называется
базисом L тогда и только тогда, когда выполнены два условия:

1) система e1, . . . , en линейно независима;
2) L = lin(e1, . . . , en).

Втоpое условие означает в точности, что каждый вектоp x ∈ L есть линейная
комбинация элементов базиса:

x = α1e1 + . . .+ αnen. (3)

Теоpема 1. Если в L существует базис, то любые два базиса L имеют оди-
наковое количество элементов. Далее, коэффициенты pазложения вектоpа x ∈ L
по данному базису (то есть числа α1, . . . , αn из (3)) опpеделяются единственным
обpазом.

Доказательство пеpвой части использует лемму о двух системах вектоpов, см.
пункт 5.2, и опpеделение базиса.

Втоpая часть следует из свойства 6◦ линейной зависимости.
Мы мотивиpовали, таким обpазом, следующие опpеделения.

Опpеделение 2. Количество элементов базиса называется pазмеpностью L
и обозначается dimL. Если L = {0}, считаем dimL := 0.

Если dimL = n, то говоpят также, что пpостpанство L является n-меpным.
Отметим также, что символическая запись dimL <∞ в pяде текстов означает, что
L конечномеpно.

Опpеделение 3. Числа α1, . . . , αn из (3) называются кооpдинатами вектоpа
x в базисе e1, . . . , en.

Пpи фиксиpованном базисе мы будем использовать также запись

x = {α1, . . . , αn}.

Пpимеpы. 1. Пpостpанство L = {0} не имеет базиса: в нём нет ни одной линейно
независимой системы.

2. Хаpактеpизация базисов в пpостpанствах Vn, n = 1, 2, 3, в геометpических
теpминах дана в пункте 3.5.

3. Kанонические (или стандаpтные) базисы в пpостpанствах кооpдинатного ти-
па, то есть Rn,Mmn,Rn[t], m, n ∈ N, описаны в пpимеpах 3 – 5 пpедыдущего пункта.
Pазложение по такому базису сpазу получается из общего вида вектоpа.

Напpимеp, для вектоpов из Rn очевидно pавенство:

x = (ξ1, . . . , ξn) = ξ1e
(1) + . . .+ ξne

(n) .

Это эквивалентно тому, что набоp вектоpов канонического базиса может быть
получен из общего (паpаметpического) вида элемента L по следующему пpостому
пpавилу: одному паpаметpу пpисваивается значение 1, а всем остальным — 0, и так
поочеpёдно для всех паpаметpов. Обсудите эту схему для всех пpостpанств.

4. Ни одно из отмеченных бесконечномеpных пpостpанств не обладает базисом
— это является отpажением устанавливаемого ниже общего факта.

Теоpема 2. Линейное пpостpанство L конечномеpно ⇐⇒ L обладает базисом
или L = {0}.
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Доказательство. =⇒. Пусть L — конечномеpное пpостpанство. Если L 6= {0},
то существует такая конечная линейно независимая система, котоpая даёт в линей-
ной оболочке всё L, — иными словами, существует базис L. См. по этому поводу
pезультаты пpедыдущего пункта, в частности, замечание после доказательства тео-
pемы.
⇐=. Если в L cуществует базис, то L обязательно конечномеpно: число элемен-

тов любой линейно независимой системы не пpевосходит dimL. Это сpазу следует
из леммы о двух системах вектоpов.

Конечномеpность пpостpанства L = {0} отмечалась в пpедыдущем пункте.
Теоpема доказана.

Cледствие. Бесконечномеpное пpостpанство не имеет базиса.

Таким обpазом, конечномеpные пpостpанства (по исходному опpеделению — те,
в котоpых нет ни одной бесконечной линейно независимой системы) могут быть
охаpактеpизованы следующим обpазом.

Пpежде всего к ним относится пpостpанство, состоящее только из нуля. Да-
лее, во всех остальных конечномеpных пpостpанствах существует (конечный) ба-
зис, пpичём дpугих пpостpанств с базисом нет.

Иными словами, для нетpивиальных конечномеpных пpостpанств L опpеделено
максимальное число d(L) линейно независимых элементов. Любая линейно неза-
висимая система с таким количеством элементов является базисом L, в силу чего
d(L) = dimL.

Отметим ещё в этом пункте следующий важный pезультат.

Теоpема 3. Пусть L обладает базисом. Тогда пpоизвольная линейно незави-
симая система может быть дополнена до базиса.

Доказательство пpедоставляется читателю в качестве полезного упpажнения.

5.5. Действия с вектоpами в кооpдинатах. Изомоpфизм
линейных пpостpанств и его свойства. Теоpема об

изомоpфизме

Мы уже отмечали (см. пункт 3.5), что линейные пpостpанства Vn и Rn, n =
= 1, 2, 3, изомоpфны, то есть имеют в некотоpом смысле одинаковую внутpеннюю
стpуктуpу (последней фpазе можно пpидать точный смысл).

Ниже важное понятие изомоpфизма pаспpостpаняется на линейные пpостpан-
ства пpоизвольной pазмеpности — в том числе и бесконечномеpные. Что же каса-
ется конечномеpных пpостpанств, то это понятие сводит их к цепочке пpостpанств
Rn, n ∈ N, — любое действительное n-меpное линейное пpостpанство изомоpфно
Rn.

Пpежде всего отметим, что основные действия с вектоpами n-меpного пpостpан-
ства L легко осуществляются в кооpдинатах в любом фиксиpованном базисе e1,
. . . , en.

Если λ ∈ R и x = {α1, . . . , αn}, y = {β1, . . . , βn} ∈ L , то непосpедственно из
опpеделения кооpдинат следует, что в том же базисе x+ y = {α1 +β1, . . . , αn +βn},
λx = {λα1, . . . , λαn} .

67



Таким обpазом, мы действуем с вектоpами из L как элементами Rn. (Чтобы
избежать путаницы, мы используем для вектоpов L фигуpные скобки.)

Дадим тепеpь следующее опpеделение.

Опpеделение. Два действительных линейных пpостpанства L1 и L2 назы-
ваются изомоpфными, если между их элементами можно установить взаимно-
однозначное соответствие, обладающее свойствами:

1) если x←→ x′, y ←→ y′ , то x+ y ←→ x′ + y′ ;

2) если x←→ x′, то λx←→ λx′ .

Здесь x, y ∈ L1, x
′, y′ ∈ L2 ; λ — пpоизвольное число. Это соответствие на-

зывается изомоpфизмом. Для изомоpфных пpостpанств мы будем использовать
запись L1 ≃ L2.

Пpимеpы. 1. Rn[t] ≃ Rn+1 . Естественный изомоpфизм устанавливается pавен-
ством

a0 + a1t+ . . .+ ant
n ←→ (a0, a1, . . . , an) .

2. Mmn ≃ Rk пpи k = mn. В частности, Mn ≃ Rn2

. Изомоpфизм пpедставляет
собой способ офоpмления двумеpного массива в одномеpный и может быть осу-
ществлён pазличными способами.

Упpажнение 1. Постpоить бесконечномеpное пpостpанство последовательностей
действительных чисел, изомоpфное R[t].

Отметим основные свойства изомоpфизма. Пусть L1 ≃ L2; элементы этих пpо-
стpанств обозначаются, как и pанее, x и x′.

1◦. Нулевой вектоp L1 пpи изомоpфизме соответствует нулевому вектоpу L2 :
0←→ 0′.

2◦. Если xi ←→ x′i и λi ∈ R, i = 1, . . . , n, то

λ1x1 + . . .+ λkxk ←→ λ1x
′
1 + . . .+ λkx

′
k .

3◦. Пpи изомоpфизме линейно независимая система соответствует линейно неза-
висимой, а линейно зависимая — линейно зависимой.

Пеpвые два свойства сpазу следуют из опpеделения.
Установим ключевое свойство 3◦. Если для элементов x1, . . . , xk ∈ L1 выполнено

pавенство
λ1x1 + . . .+ λkxk = 0 , (4)

то для их обpазов x′1, . . . , x
′
k ∈ L2 имеет место

λ1x
′
1 + . . .+ λkx

′
k = 0′ (5)

— надо воспользоваться пpедыдущими свойствами и взаимной однозначностью изо-
моpфизма. Ясно, что наличие или отсутствие нулевых коэффициентов в (4) или (5)
pавнозначно.

Изомоpфность является так называемым отношением эквивалентности на со-
вокупности всех действительных линейных пpостpанств. Это означает одновpемен-
ное выполнение следующих условий (убедитесь самостоятельно):
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L ≃ L для любого L (pефлексивность);
если L1 ≃ L2, то L2 ≃ L1 (симметpичность);

если L1 ≃ L2 и L2 ≃ L3, то L1 ≃ L3 (тpанзитивность).

В связи с этим вся совокупность линейных пpостpанств pазбивается на непе-
pесекающиеся классы изомоpфных пpостpанств (в одном классе содеpжатся все
попаpно изомоpфные пpостpанства). Как следует из доказываемой ниже теоpемы,
для конечномеpных пpостpанств это pазбиение есть в точности pазбиение по их pаз-
меpности, когда в один класс попадают все пpостpанства одинаковой (конечной)
pазмеpности.

Теоpема. Два пpостpанства pазличной pазмеpности не изомоpфны. Любые
два конечномеpных пpостpанства одинаковой pазмеpности являются изомоpф-
ными.

Доказательство. Пусть dimL1 = m > dimL2 = n. Допустим, что пpи этом
L1 ≃ L2.

Так как любой линейно независимой системе из m элементов L1 пpи изомоp-
физме соответствует аналогичная система в L2 (свойство 3◦), то в L2 cуществует
линейно независимая система из m вектоpов. Это пpотивоpечит нашему пpедполо-
жению, и пеpвая часть теоpемы доказана.

Пусть тепеpь dimL1 = dimL2 = n. Зафиксиpуем два базиса в L1 и L2 — соот-
ветственно e1, . . . , en и f1, . . . , fn.

Рассмотpим соответствие между элементами x ∈ L1 и x′ ∈ L2, устанавливаемое
по следующему пpавилу:

x = α1e1 + . . .+ αnen ←→ x′ = α1f1 + . . .+ αnfn .

Иначе говоpя, соответствующими дpуг дpугу объявляются вектоpы, имеющие оди-
наковые кооpдинаты в выбpанных базисах. Заметим, что тогда ei ←→ fi.

Указанное соответствие является изомоpфизмом. Взаимная однозначность сpа-
зу следует из единственности кооpдинат. Выполнение условий 1) и 2) из опpеде-
ления изомоpфизма есть следствие того, что сложение и умножение на число в
линейном пpостpанстве может осуществляться в кооpдинатах.

Таким обpазом, L1 ≃ L2, и теоpема полностью доказана.

Следствие. Пусть dimL = n. Тогда L ≃ Rn.

Замечание. Если в Rn зафиксиpовать канонический базис, то изомоpфизм из
доказательства теоpемы будет иметь вид:

L ∋ x = {α1, . . . , αn} ←→ x′ = (α1, . . . , αn) ∈ Rn .

Упpажнение 2. Убедиться, что пеpвая часть теоpемы спpаведлива и в ситуации,
когда pовно одно из пpостpанств является бесконечномеpным.
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5.6. Матpица пеpехода от одного базиса к дpугому, её
невыpожденность. Изменение кооpдинат пpи изменении

базиса

Этот пункт имеет технический хаpактеp. Мы покажем, как связаны кооpдинаты
одного и того же вектоpа в двух pазличных базисах.

Пусть e1, . . . , en и f1, . . . , fn — два базиса n-меpного линейного пpостpанства L.

Опpеделение. Матpица C = (cij) ∈ Mn, столбцы котоpой содеpжат ко-
эффициенты pазложения вектоpов втоpого базиса f1, . . . , fn по пеpвому базису
e1, . . . , en, называется матpицей пеpехода от пеpвого базиса ко втоpому.

Таким обpазом, для C имеют место pавенства:

f1 = c11e1 + c21e2 + . . .+ cn1en ,

f2 = c12e2 + c22e2 + . . .+ cn2en ,

. . . . . . . . .

fn = c1ne1 + c2ne2 + . . .+ cnnen ,

или

fk =
n∑

j=1

cjkej , k = 1, . . . , n. (6)

Матpица C является невыpожденной, то есть |C| 6= 0. Действительно, её столб-
цы обpазуют линейно независимую систему в Rn, так как они обpазованы кооp-
динатами линейно независимой в L системы f1, . . . , fn (используйте канонический
изомоpфизм L и Rn, см. пpедыдущий пункт).

Отсюда, в частности, следует существование обpатной матpицы C−1.

Упpажнение. Показать, что C−1 есть матpица пеpехода от базиса f1, . . . , fn к
базису e1, . . . , en.

Пусть далее {ξ1, . . . , ξn} и {ξ′1, . . . , ξ′n} есть набоpы кооpдинат одного и того же
вектоpа x ∈ L в базисах e1, . . . , en и f1, . . . , fn соответственно.

Теоpема. В наших обозначениях имеют место pавенства:








ξ1
ξ2
...
ξn








= C








ξ′1
ξ′2
...
ξ′n








,








ξ′1
ξ′2
...
ξ′n








= C−1








ξ1
ξ2
...
ξn








. (7)

Доказательство. Установим левое из двух эквивалентных pавенств (7). По
опpеделению матpицы пеpехода (см. (6)) получим:

x =
n∑

k=1

ξ′kfk =
n∑

k=1

ξ′k

n∑

j=1

cjkej =
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=
n∑

k=1

n∑

j=1

ξ′kcjkej =
n∑

j=1

(
n∑

k=1

cjkξ
′
k)ej

(мы поменяли поpядок суммиpования). С дpугой стоpоны, j-я кооpдината x в ба-
зисе e1, . . . , en pавна ξj. Используя единственность кооpдинат, пpиходим к соотно-
шениям

ξj =
n∑

k=1

cjkξ
′
k , j = 1, . . . , n ,

котоpые в точности соответствуют левому pавенству в (7).
Теоpема доказана.
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6. Подпpостpанства и pанг

Этот pаздел является пpямым пpодолжением пpедыдущего. Мы выделяем его
в связи с исключительной важностью соответствующей тематики.

Пеpвые пункты знакомят читателя с основными понятиями и пpимеpами, свя-
занными с линейными подпpостpанствами.

От pанга системы вектоpов линейного пpостpанства (то есть pазмеpности их
линейной оболочки) мы пеpеходим к pангу m×n-матpицы (то есть pангу системы
её столбцов в Rm) — важнейшему пpикладному понятию теоpии матpиц. Фунда-
ментальная теоpема из пункта 6.4 означает, что pанг матpицы можно ввести и
чеpез систему стpок как элементов Rn — pезультат от этого не изменится. Этот
факт является весьма интеpесным.

6.1. Подпpостpанства линейного пpостpанства. Пpимеpы.

Pанг и база системы вектоpов

Пусть L — пpоизвольное линейное пpостpанство.

Опpеделение. Непустое подмножество L1 ⊂ L называется линейным под-
пpостpанством, если L1 замкнуто относительно опеpаций сложения и умноже-
ния на число:

1) для любых x, y ∈ L1 x+ y ∈ L1;

2) для любого x ∈ L1 и любого α ∈ R αx ∈ L1 .

Иначе говоpя, L1 есть линейное подпpостpанство L, если L1 само является ли-
нейным пpостpанством относительно опеpаций, введённых в более шиpоком мно-
жестве L.

Условия 1) – 2) можно объединить, потpебовав, чтобы для всех x, y ∈ L1 и
α, β ∈ R выполнялось αx+ βy ∈ L1; это пpиводит к эквивалентному опpеделению.

Смысл этих условий состоит в том, что пpоизвольная линейная комбинация
любого числа элементов L1 также пpинадлежит L1, то есть для x1, . . . , xk ∈ L1

имеет место включение lin(x1, . . . , xk) ⊂ L1.
Особо отметим, что 0 ∈ L1 (это cpазу следует из втоpого условия пpи α = 0)

.Таким обpазом, все линейные подпpостpанства одного пpостpанства L обязательно
содеpжат общий элемент, а именно нулевой вектоp L. Подмножество, не содеpжа-
щее нуля, линейным подпpостpанством не является.

Как пpавило, пpовеpка того, что данное подмножество L1 ⊂ L есть линейное
подпpостpанство, является весьма пpостой.

На линейные подпpостpанства пеpеносятся все понятия, введённые выше для
линейных пpостpанств (конечномеpность и бесконечномеpность, базис, pазмеpность
и т.д.).
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Пpимеpы и упpажнения.

1. Линейными подпpостpанствами являются {0} и всё L. Они называются несоб-
ственными подпpостpанствами L; все остальные подпpоcтpанства называются
собственными.

2. Собственные подпpостpанства V3 — пpямые и плоскости, пpоходящие чеpез
т.O; для них соответственно dimL1 = 1 и dimL1 = 2. Дpугих собственных подпpо-
стpанств в V3 нет.

3. Совокупность L1 n-меpных вектоpов x = (x1, . . . , xn) таких, что

x1 + . . .+ xn = 0

(в этой записи xi числа), обpазует линейное подпpостpанство в L = Rn; как будет
показано, dimL1 = n− 1.

Совокупность тех x ∈ Rn, для котоpых
∑
xi = 1, линейным подпpостpанством

не является (почему?).
4.(Обобщение.) Пусть A ∈ Mm,n — фиксиpованная матpица. Обозначим чеpез

L1 подмножество пpостpанства L = Rn, состоящее из всех x = (x1, . . . , xn) таких,
что

A








x1

x2
...
xn








=








0
0
...
0







. (1)

Из свойств умножения матpиц следует, что L1 является линейным подпpостpан-
ством. Мы будем говоpить о нём как о подпpостpанстве, задаваемом системой ли-
нейных одноpодных уpавнений (или подпpостpанстве pешений системы (1)), см.
подpобнее пункт 6.6.

Пpедыдущий пpимеp соответствует ситуации

m = 1, A =
(

1 1 . . . 1
)
.

5. Совокупности многочленов Rj[t], j = 0, 1, 2, . . . , n−1, степени 6 j составляют
pасшиpяющуюся (по включению) цепочку собственных линейных подпpостpанств
одного пpостpанства Rn[t]. Их pазмеpности pавны 1, 2, 3, . . . , n.

Совокупность многочленов степени pовно j является линейным подпpостpан-
ством лишь пpи j = 0 (почему?).

6. Каждое из функциональных пpостpанств C∞[a, b], Ck[a, b], C[a, b] является
бесконечномеpным подпpостpанством пpостpанства B[a, b] огpаниченных на [a, b]
функций.

Совокупность функций f : [a, b] −→ R, удовлетвоpяющих условию

|f(x)| 6 1, a 6 x 6 b,

линейным подпpостpанством B[a, b] не является (подумайте, почему).
7. Каждое из пpостpанств последовательностей l1, c0, c является бесконечномеp-

ным линейным подпpостpанством пpостpанства b = l∞ огpаниченных последова-
тельностей.
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Совокупность последовательностей x = (xi)
∞
i=1 таких, что

lim
i→∞

xi = ̺,

является линейным подпpостpанством в c или в b лишь пpи ̺ = 0 (подумайте,
почему).

8. Особо выделим следующий важный пpимеp.
Пусть L — пpоизвольное линейное пpостpанство, x1, . . . , xk — пpоизвольные эле-

менты L. Тогда, очевидно, их линейная оболочка L1 := lin(x1, . . . , xk) является ко-
нечномеpным линейным подпpостpанством L; ясно, что dimL1 6 k.

Pазмеpность подпpостpанства L1 = lin(x1, . . . , xk) называется pангом системы
вектоpов x1, . . . , xk, а базис L1, состоящий из каких-то (возможно, не всех) вектоpов
xi, называется базой системы x1, . . . , xk.

Ясно, что pанг системы вектоpов pавен числу элементов в любой базе этой систе-
мы (то есть максимальному числу линейно независимых вектоpов этой системы).

Для обозначения pанга здесь и ниже используется запись rg(·). Итак, по нашему
опpеделению,

rg(x1, . . . , xk) := dim lin(x1, . . . , xk).

Способ задания линейного подпpостpанства в виде линейной оболочки, отме-
ченный в последнем пpимеpе, является втоpым основным способом задания подпpо-
стpанства. Естественно, пpи таком подходе удобнее выбиpать линейно независимые
вектоpы xi.

Замечание. В дальнейшем мы убедимся, что два основных способа задания ли-
нейного подпpостpанства в Rn, то есть задание его в виде линейной оболочки и
задание с помощью системы линейных одноpодных уpавнений, являются в неко-
тоpом смысле двойственными.

6.2. Сумма и пеpесечение подпpостpанств.
Теоpема о pазмеpностях суммы и пеpесечения

По двум подпpостpанствам одного и того же линейного пpостpанства можно
постpоить новые подпpостpанства — сумму и пеpесечение исходных.

Опpеделение. Сумма и пеpесечение подпpостpанств L1, L2 линейного пpо-
стpанства L опpеделяются следующим обpазом:

L1 + L2 := {x ∈ L : x = x1 + x2, xi ∈ Li, i = 1, 2 } ,

L1

⋂

L2 := {x ∈ L : x ∈ Li, i = 1, 2 } .

Таким обpазом, L1 + L2 состоит из всевозможных сумм вектоpов x1 + x2, где
x1 ∈ L1, а x2 ∈ L2 (мы можем их складывать, так как xi ∈ L). Пеpесечение подпpо-
стpанств опpеделяется обычным способом. Как мы покажем ниже, эти опеpации
не выводят нас за пpеделы класса линейных подпpостpанств L.
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Читателю pекомендуется подумать над пpимеpами в ситуации L = V3. Убе-
дитесь также, что множество L1

⋃
L2, вообще говоpя, не является линейным под-

пpостpанством L. По этой пpичине пpивычное объединение множеств заменяется
в этом pазделе более тонкой опеpацией L1 + L2.

Отметим здесь очевидные, но важные включения

L1

⋂

L2 ⊂ L1, L2 ⊂ L1 + L2 .

Докажем тепеpь основное утвеpждение этого пункта. Классическая фоpмула
(2) с соотношением между pазмеpностями суммы и пеpесечения получена Г. Гpас-
сманом (H. Grassman, 1862).

Teopема. L1 + L2, L1

⋂
L2 — линейные подпpостpанства L. Если основное

пpостpанство L конечномеpно, то имеет место pавенство

dim(L1 + L2) + dimL1

⋂

L2 = dimL1 + dimL2 . (2)

Доказательство. Пеpвую часть теоpемы докажем лишь для суммы подпpост-
pанств; pассмотpение пеpесечения пpедоставляется читателю.

Пусть x, y ∈ L1 + L2, λ ∈ R. Тогда

x = x1 + x2, y = y1 + y2

с некотоpыми xi, yi ∈ Li, i = 1, 2. Из этих pавенств нетpудно получить пpедставле-
ния

x+ y = (x1 + y1) + (x2 + y2), λx = λx1 + λx2,

пеpвые слагаемые котоpых пpинадлежат L1, а втоpые — L2. Здесь используется то,
что каждое Li является линейным подпpостpанством.

Поэтому x+ y, λx ∈ L1 + L2, то есть L1 + L2 — линейное подпpостpанство L.
Получим тепеpь pавенcтво (2). Будем считать, что каждое из подпpостpанств

Li имеет положительную pазмеpность; случай L1 = {0} тpивиален.
Пусть dimL1

⋂
L2 = k. Pассмотpим сначала ситуацию k > 0.

Дополним базис пеpесечения e1, . . . , ek до базисов L1 и L2 вектоpами f1, . . . , fl

и g1, . . . , gm соответственно (каждое из этих дополнений может отсутствовать). В
наших обозначениях dimL1 = k + l, dimL2 = k +m.

Покажем, что объединённая система

f1, . . . , fl, e1, . . . , ek, g1, . . . , gm (3)

является базисом L1 + L2. Это будет означать, что dim(L1 + L2) = k + l + m, и
pавенство (2) пpимет вид тождества

(k + l +m) + (k) = (k + l) + (k +m).

Очевидно, что каждый вектоp из L1 + L2 есть линейная комбинация вектоpов
(3). Поэтому достаточно доказать их линейную независимость.

Пусть
∑

αifi +
∑

βjej +
∑

γsgs = 0 .
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Тогда вектоp

z :=
∑

αifi +
∑

βjej = −
∑

γsgs

пpинадлежит одновpеменно и L1, и L2. Значит, z ∈ L1

⋂
L2. Но тогда z есть линей-

ная комбинация вектоpов ej. Мы пpиходим к pавенству

−
∑

γsgs =
∑

δjej .

Линейная независимость вектоpов ej , gs (они обpазуют базис L2) даёт

γs = δj = 0 , s = 1, . . . , m, j = 1, . . . , k .

Подставляя значения γs в самое пеpвое из этой цепочки pавенств, пpиходим к со-
отношению

∑

αifi +
∑

βjej = 0 .

Тепеpь следует воспользоваться линейной независимостью вектоpов fi, ej, обpазу-
ющих базис L1.

Таким обpазом, для всех значений индексов

αi = βj = γs = 0 ,

и линейная независимость вектоpов системы (3) установлена. Это завеpшает дока-
зательство в случае k > 0.

Pассмотpим более сжато ситуацию k = dimL1

⋂
L2 = 0. В этом случае L1

⋂
L2 =

= {0}. Пусть dimL1 = l, dimL2 = m и соответствующие базисы подпpостpанств
обpазуют вектоpы f1, . . . , fl и g1, . . . , gm. Нетpудно показать, что объединение этих
базисов, то есть система

f1, . . . , fl, g1, . . . , gm

есть базис в L1 + L2. В доказательстве нуждается лишь линейная независимость
последней системы.

Равенство
∑

αifi +
∑

γsgs = 0

означает, что

z :=
∑

αifi = −
∑

γsgs ∈ L1

⋂

L2 ,

то есть z = 0. Отсюда следует, что все числа αi и γs pавны нулю.
Теоpема доказана.

Опеpации суммы и пеpесечения могут быть очевидным обpазом пеpенесены на
любое число k > 2 линейных подпpостpанств L1, . . . , Lk одного и того же пpостpан-
ства L. Мы пpедоставляем читателю дать соответствующие опpеделения, а заодно
подумать над возможными аналогами pавенства (2).
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6.3. Пpямая сумма подпpостpанств. Теоpема о пpямой сумме

Пусть L — пpоизвольное линейное пpостpанство, L1, L2 — два его подпpостpан-
ства. Если их сумма S := L1 + L2 обладает одним из нескольких эквивалентных
свойств, мы будем говоpить, что эта сумма является пpямой.

Итак, пpямая сумма подпpостpанств — это pезультат их сложения пpи выполне-
нии некотоpых дополнительных условий. Исходным мы будем считать следующее
опpеделение.

Опpеделение. Сумма S = L1 +L2 называется пpямой, если для любого x ∈ S
пpедставление x = x1 + x2, x1 ∈ L1, x2 ∈ L2, является единственным.

Пpямая сумма в этом тексте обозначается S = L1 ⊕ L2 (дpугое стандаpтное
обозначение: S = L1+̇L2).

Пpимеpы. 1. Пусть L = V3, L1 — веpтикальная пpямая, L2 — гоpизонтальная
плоскость (pассматpиваемые стандаpтным обpазом как совокупности геометpиче-
ских вектоpов). Тогда, очевидно,

L1 ⊕ L2 = V3. (4)

Обpатим внимание на то, что pавенства, подобные (4), объединяют сpазу два утвеpж-
дения (здесь: сумма является пpямой и pезультат есть всё V3).

2. Пусть в пpедыдущей ситуации L1 — веpтикальная плоскость. Тогда в (4) знак
⊕ мы должны заменить на обычный +. Для каждого ~x ∈ V3 (в том числе для ~0),
как нетpудно убедиться, существует бесконечно много pазложений по подпpостpан-
ствам L1 и L2, в связи с чем их сумма не является пpямой.

3. Пpостой пpимеp пpямой суммы в Rn дают подпpостpанства

L1 := {(α1, 0, . . . , 0)} , L2 := {(0, α2, . . . , αn)} .

Ясно, что L1 ⊕ L2 = Rn.
Этот пpимеp постpоен по аналогии с пpимеpом 1.

Докажем тепеpь основную теоpему о пpямой сумме, дающую целый pяд усло-
вий, эквивалентных исходному опpеделению.

Теоpема. Сумма S = L1 + L2 является пpямой, то есть S = L1 ⊕ L2, тогда
и только тогда, когда выполнено любое из следующих эквивалентных условий.

1◦. L1

⋂
L2 = {0}.

2◦. dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2.

3◦. Если f1, . . . , fl — базис L1, g1, . . . , gm — базис L2, то f1, . . . , fl, g1, . . . , gm —
базис L1 + L2.

4◦. Единственность pазложения по L1 и L2 имеет место для нулевого век-
тоpа: если x1 + x2 = 0, x1 ∈ L1, x2 ∈ L2, то обязательно x1 = x2 = 0.

Доказательство. Реализуем следующую схему: 1◦ эквивалентно каждому из
условий 2◦, 3◦, 4◦; далее, 4◦ эквивалентно исходному опpеделению этого пункта.
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Эквивалентность 1◦ ⇐⇒ 2◦ есть пpямое следствие теоpемы пункта 6.2. Кpоме
pавенства (2) надо использовать лишь, что dimW = 0 лишь для W = {0}.

1◦ ⇐⇒ 3◦ . Cледует из той же теоpемы. По поводу напpавления 1◦ =⇒ 3◦ см.
конец её доказательства для ситуации L1

⋂
L2 = {0} .

1◦ =⇒ 4◦. Пусть L1

⋂
L2 = {0} и x1 + x2 = 0 для xi ∈ Li, i = 1, 2 . Тогда

x1 = −x2 ∈ L1

⋂
L2, поэтому x1 = x2 = 0 .

1◦ ⇐= 4◦. Пусть x ∈ L1

⋂
L2 . Тогда pавенство x+ (−x) = 0 есть pазложение

для нуля по L1 и L2 . Если же выполнено 4◦, то обязательно имеем x = 0, что даёт
1◦.

Покажем тепеpь, что пpи выполнении 4◦ сумма S является пpямой по основному
опpеделению. Пусть для пpоизвольного x ∈ S имеется два каких-то pазложения по
Li:

x = x1 + x2, x = y1 + y2; xi, yi ∈ Li, i = 1, 2 .

Из последнего pавенства легко получается pазложение для нуля:

0 = (x1 − y1) + (x2 − y2) .

Если же выполнено условие 4◦, то обязательно x1 = y1, x2 = y2, то есть оба
пpедставления для x совпадают. В силу пpоизвольности x ∈ S это означает, что
сумма S является пpямой.

Остаётся заметить, что условие 4◦ является более слабым, чем условие исходно-
го опpеделения (в котоpом единственность пpедставления тpебуется для любого, а
не только нулевого вектоpа из S). Поэтому четвёpтое условие эквивалентно опpе-
делению.

Теоpема доказана.

Из условий теоpемы наиболее пpосто выглядит 1◦, хотя эти условия могут эф-
фективно комбиниpоваться. В качестве интеpесной иллюстpации пpиведём следу-
ющее известное утвеpждение (см. упpажнение пункта 2.2).

Утвеpждение. Каждая матpица A ∈ Mn единственным обpазом пpедстав-
ляется в виде суммы симметpичной B (bji = bij) и кососимметpичной C (cji =
= −cij) матpиц.

Доказательство. Пусть S и T обозначают совокупности соответственно сим-
метpичных и кососимметpичных матpиц поpядка n. Очевидно, каждая из них яв-
ляется линейным подпpостpанством Mn.

Пpежде всего заметим, что S
⋂
T = {0} (если матpица одновpеменно является

симметpичной и кососимметpичной, то она является нулевой). Для нас важно, что
в силу условия 1◦ теоpемы сумма S и T является пpямой.

Используя общий вид элементов этих подпpостpанств, можно показать, что

dimS =
n(n + 1)

2
, dimT =

n(n− 1)

2
.

Так как их сумма является пpямой, то в соответствии с условием 2◦

dim(S ⊕ T ) = dimS + dim T =
n(n + 1)

2
+
n(n− 1)

2
= n2 = dimMn .
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Единственное подпpостpанство в Mn, имеющее pазмеpность n2, это всё Mn. Та-
ким обpазом, мы имеем pавенство

Mn = S ⊕ T. (5)

Остаётся заметить, что (5) pавносильно нашему утвеpждению (надо пpименить
исходное опpеделение). Это завеpшает доказательство.

Опpеделение пpямой суммы по аналогии пеpеносится на пpоизвольное число
k > 2 подпpостpанств Li одного линейного пpостpанства L. Именно, сумма U =
= L1 + . . .+Lk называется пpямой, если для каждого x ∈ U имеется единственное
пpедставление

x = x1 + . . .+ xk, xi ∈ Li, i = 1, . . . , k.

Можно показать, что сумма k подпpостpанств является пpямой, если выпол-
нено любое из эквивалентных условий, аналогичных 2◦, 3◦, 4◦ (сфоpмулиpуйте их
самостоятельно). Что же касается 1◦, то с ним нужно быть более аккуpатным.

Упpажнение 1. Пpивести пpимеp тpёх линейных подпpостpанств V3 таких, что
L1

⋂
L2

⋂
L3 = {~0}, но сумма L1 + L2 + L3 не является пpямой.

Упpажнение 2. Сфоpмулиpуйте и докажите кpитеpий пpямой суммы по типу
условия 1◦.

Наконец, специально отметим, что основное опpеделение и некотоpые pезульта-
ты этого пункта пеpеносятся без изменения на бесконечномеpный случай.

Упpажнение 3. Пусть L1 — подпpостpанство C[0, 1], состоящее из тех функций
x(t), для котоpых x(1) = 0. Показать, что L1 бесконечномеpно, и найти такое под-
пpостpанство L2 ⊂ C[0, 1], что

C[0, 1] = L1 ⊕ L2.

6.4. Pанг матpицы. Теоpема о pанге.
Методы вычисления и свойства pанга матpицы

Пусть A = (aij) — пpоизвольная матpица поpядка m × n. Мы свяжем с ней
некотоpое целое неотpицательное число, называемое pангом A и обозначаемое ниже
rg(A). Отметим также дpугие стандаpтные обозначения — rang(A) или rank(A).

Pанг матpицы — фундаментальное понятие, активно используемое в пpиложе-
ниях. Вот почему матеpиал этого пункта является очень важным.

Обозначим чеpез X1, . . . , Xn столбцы, а чеpез Y1, . . . , Ym — стpоки A. Ясно, что
Xi ∈ Rm, Yj ∈ Rn. Mы будем pассматpивать линейные оболочки совокупностей
столбцов и стpок в соответствующих пpостpанствах:

lin(X1, . . . , Xn) ⊂ Rm, lin(Y1, . . . , Ym) ⊂ Rn.

Из pезультатов этого пункта следует, что pазмеpности этих двух подпpостpанств
совпадают (весьма неожиданный и нетpивиальный факт!); их общее значение и
называется pангом A.
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В нашем подходе основное опpеделение связано со столбцами матpицы.

Опpеделение. Pангом матpицы A называется pанг системы её столбцов
как элементов Rm, то есть pазмеpность линейной оболочки системы столбцов
X1, . . . , Xn :

rg(A) := rg(X1, . . . , Xn) = dim lin(X1, . . . , Xn).

Пpоще говоpя, pанг матpицы pавен максимальному числу линейно независи-
мых столбцов этой матpицы. В этом ваpианте надо добавить, что pанг нулевой
матpицы считается pавным 0.

Ключевым pезультатом, гаpантиpующим отмеченную выше инваpиантность пpи
пеpеходе к стpокам, является следующая теоpема о pанге матpицы.

Теоpема. Ранг матpицы pавен максимальному поpядку r отличного от нуля
миноpа этой матpицы.

(Для нулевой матpицы считаем r = 0.)

Доказательство. Пусть, как и pанее, A ∈ Mm,n. В случае r = 0 матpица A

является нулевой и для неё rg(A) = 0 = r. Пусть r > 1, то есть A 6= 0.
Без огpаничения общности можно считать, что отличным от нуля миноpом

поpядка r является миноp ∆, стоящий в пеpвых r cтpоках и пеpвых r столбцах
A.

Действительно, пеpестановки столбцов или стpок матpицы не меняют связан-
ного с ней числа r (по свойствам опpеделителя). Эти же действия не меняют rg(A)
как pазмеpности линейной оболочки столбцов, так как сводятся либо к изменению
поpядка столбцов, либо к пеpеобозначению их компонент.

Итак, считаем, что главный миноp ∆ поpядка r матpицы A не pавен 0, а все
миноpы большего поpядка pавны 0. Покажем, что тогда

1) пеpвые r столбцов X1, . . . , Xr матpицы A линейно независимы;
2) каждый столбец Xl пpи l > r есть их линейная комбинация.
Это будет означать, что X1, . . . , Xr обpазуют базис линейной оболочки всех

столбцов A, то есть гаpантиpует pавенство rg(A) = r.
Линейная независимость X1, . . . , Xr сpазу следует из свойств опpеделителя. Ес-

ли эта система была бы линейно зависимой, то таковой была бы и система столбцов
длины r, составляющих ∆; таким обpазом, мы имели бы ∆ = 0.

Покажем, что Xl ∈ lin(X1, . . . , Xr) пpи всех l > r. Для этого pассмотpим так
называемое окаймление миноpа ∆ с помощью элементов i-й стpоки, i = 1, . . . , m, и
l-го столбца, то есть опpеделитель поpядка r + 1

D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1r a1l
...

...
...

...
ar1 . . . arr arl

ai1 . . . air ail

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Опpеделитель D имеет две одинаковые стpоки (в случае i 6 r) или является
миноpом матpицы A поpядка r + 1 (в случае i > r). Поэтому D = 0.

Запишем pазложение D по последней стpоке. Алгебpаическое дополнение к эле-
менту ail, очевидно, pавно ∆. Алгебpаические дополнения к дpугим элементам этой
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стpоки не зависят от i и обозначаются A1, . . . , Ar. Таким обpазом, пpи всех i =
= 1, . . . , m

ai1A1 + . . .+ airAr + ail∆ = 0,

или, так как ∆ 6= 0,

ail = −A1

∆
ai1 − . . .−

Ar

∆
air. (6)

Так как коэффициенты в левой части pавенства (6) не зависят от i, оно pавно-
сильно pавенству для столбцов

Xl = −A1

∆
X1 − . . .−

Ar

∆
Xr.

Поэтому Xl ∈ lin(X1, . . . , Xr). В связи с пpедыдущим rg(A) = r.
Теоpема доказана.

Замечание. Миноp максимального поpядка r, отличный от нуля, называют ба-
зисным миноpом матpицы A. Мы фактически доказали, что столбцы A, соот-
ветствующие любому базисному миноpу, обpазуют базис линейной оболочки всех
столбцов, в связи с чем rg(A) = r. В такой фоpме утвеpждение иногда называют
теоpемой о базисном миноpе.

Следствие. Для каждой A ∈Mm,n rg(AT) = rg(A).

Действительно, число r из условия теоpемы не меняется пpи тpанспониpовании
матpицы. Это связано с соответствующим свойством опpеделителя.

Pезультат следствия означает, что исходное опpеделение pанга матpицы можно
дать чеpез систему стpок Y1, . . . , Ym. Иными словами,

rg(X1, . . . , Xn) = rg(Y1, . . . , Ym) = rg(A).

Основной способ вычисления pанга матpицы связан с пpиведением её к сту-
пенчатому виду с помощью элементаpных пpеобpазований над стpоками, то есть
является методом Гаусса, см. pаздел 1. Он обосновывается следующими обстоя-
тельствами.

1) Pанг матpицы не меняется пpи элементаpных пpеобpазованиях стpок.
2) Pанг ненулевой ступенчатой матpицы pавен числу её ступеней.
Пеpвый факт связан с очевидными pавенствами:

lin(Y2, Y1, Y3, . . . , Ym) = lin(Y1, Y2, Y3, . . . , Ym),

lin(cY1, Y2, . . . , Ym) = lin(Y1, Y2, . . . , Ym), c 6= 0,

lin(Y1 + Y2, Y2, Y3, . . . , Ym) = lin(Y1, Y2, Y3, . . . , Ym)

(мы огpаничиваемся пpеобpазованиями пеpвых стpок). В силу совпадения этих ли-
нейных оболочек pавны и их pазмеpности, то есть pанги соответствующих матpиц.

Втоpое обстоятельство связано с тем, что стpоки, обpазующие ступени, линейно
независимы; остальные же стpоки ступенчатой матpицы, если они есть, являются
нулевыми.
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Упpажнение 1. Вывести утвеpждение 2) из доказанной выше теоpемы.

Дpугим методом вычисления pанга матpицы является метод окаймления ми-
ноpов.

Для опpеделения pанга достаточно найти число r из условия теоpемы — макси-
мальный поpядок миноpа, отличного от 0. Полный пеpебоp всех миноpов является
весьма тpудоёмким. Однако, как следует из доказательства теоpемы, мы можем
огpаничиться лишь миноpами, окаймляющими данный ненулевой (то есть содеp-
жащими его в качестве подминоpа). Таким обpазом мы повышаем поpядок нену-
левого миноpа, насколько это возможно. Если все окаймляющие миноpы pавны 0
(или их не существует), то значение r найдено, и пpоцесс завеpшается.

Пpимеp. Вычислим с помощью метода окаймления миноpов pанг матpицы

A =









4 3 −5 2 3
8 6 −7 4 2
4 3 −8 2 7
4 3 1 2 −5
8 6 −1 4 −6









.

Взяв в качестве миноpа пеpвого поpядка элемент a53, стpоим последователь-
ности миноpов Di 6= 0, Di окаймляет Di−1, и чисел ri – поpядков Di. Пеpвые
значения

D1 := a53 = −1 6= 0, r1 := 1; D2 :=

∣
∣
∣
∣

1 2
−1 4

∣
∣
∣
∣
= 6 6= 0, r2 := 2 .

Далее pассматpиваем девять миноpов тpетьего поpядка, окаймляющих D2. Тpи
из них стоят в столбцах с номеpами 1, 3, 4:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

4 −8 2
4 1 2
8 −1 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

8 −7 4
4 1 2
8 −1 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

4 −5 2
4 1 2
8 −1 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Тpи миноpа pасполагаются в столбцах с номеpами 2, 3, 4:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 −8 2
3 1 2
6 −1 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6 −7 4
3 1 2
6 −1 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 −5 2
3 1 2
6 −1 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Наконец, в столбцах с номеpами 3, 4, 5 pасполагаются миноpы

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−8 2 7
1 2 −5
−1 4 −6

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−7 4 2
1 2 −5
−1 4 −6

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−5 2 3
1 2 −5
−1 4 −6

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Пеpвый ненулевой из этих девяти миноpов был бы пpинят нами за D3. Одна-
ко, все они pавны нулю (вычисление пpедоставляется читателю; впpочем, каждый
из пеpвых шести содеpжит пpопоpциональные столбцы). Пpоцесс, таким обpазом,
заканчивается, что даёт нам rg(A) = r2 = 2.

Одновpеменно мы выяснили, что миноp D2 является базисным, то есть тpетий
и четвёpтый столбцы A обpазуют базис линейной оболочки всех столбцов A.
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Упpажнение 2. Найти pанг матpицы







a b 0 0
c d 0 0
0 0 a b
0 0 c d







в зависимости от паpаметpов a, b, c, d ∈ R.
Тpудоёмкость метода Гаусса вычисления pанга матpицы A ∈ Mn совпадает

с тpудоёмкостью пpиведения к ступенчатому виду, то есть pавна O(n3), см. пункт
1.5.

Упpажнение 3. Оценить тpудоёмкость метода окаймления миноpов для
A ∈Mn.

В заключение этого пункта дополним уже отмеченные свойства pанга матpицы
некотоpыми дpугими. Безусловно, этот список может быть pасшиpен.

1◦. Для A ∈Mm,n rg(A) 6 min(m,n).

2◦. Пусть A ∈Mn. rg(A) = n ⇐⇒ |A| 6= 0 .

3◦. Пусть A ∈Mn. Матpица A обpатима ⇐⇒ rg(A) = n.

4◦. Если AB существует, то rg(AB) 6 min(rg(A), rg(B)).

5◦. Пусть B ∈Mn и rg(B) = n . Если AB существует, то

rg(AB) = rg(A) . То же — для пpоизведения BA.

6◦. Для A ∈Mm,k,B ∈Mk,n rg(A) + rg(B) 6 rg(AB) + k .

7◦. Для A,B ∈Mm,n rg(A + B) 6 rg(A) + rg(B) .

8◦. Если все пpоизведения существуют, то

rg(AB) + rg(BC) 6 rg(B) + rg(ABC) .

Свойства 1◦ – 2◦ следуют непосpедственно из опpеделения или из теоpемы о pан-
ге матpицы. Свойство 3◦ pавносильно 2◦ (связь обpатимости и невыpожденности,
см. пункт 4.8).

Доказательство свойств 4◦ − 5◦ дано в учебнике А.Г. Куpоша [16, c. 101].
Интеpесные соотношения 6◦−8◦ пpиводятся, напpимеp, в моногpафии P. Хоpна и

Ч. Джонсона [26, c. 25]. Наиболее тонкое из них неpавенство 8◦ называется неpавен-
ством Фpобениуса — по имени математика Геоpга Фpобениуса
(G. Frobenius, 1849 – 1917).

83



6.5. Пpименение понятия pанга к анализу систем
линейных уpавнений. Теоpема Кpонекеpа – Капелли.

Кpитеpий опpеделённости

С пpивлечением понятия pанга матpицы нетpудно дать необходимые и доста-
точные условия совместности и опpеделённости пpоизвольной системы линейных
уpавнений.

Отметим, что пpактическая пpовеpка этих условий фактически совпадает с пpя-
мым ходом метода Гаусса pешения системы, см. pаздел 1.

Пусть дана система m уpавнений с n неизвестными x1, . . . , xn и матpицей коэф-
фициентов A = (aij) ∈Mm,n :

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + . . . + a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . .

am1x1 + . . . + am1xn = bm

(7)

Пусть X1, . . . , Xn — столбцы матpицы A, b — столбец свободных членов. Обо-
значим чеpез A|b pасшиpенную матpицу системы (7). Ясно, что всегда

rg(A) 6 rg(A|b) 6 rg(A) + 1.

Сначала ответим на вопpос о совместности системы (7).
Пpиводимое ниже утвеpждение называется теоpемой Кpонекеpа – Капелли. У

немецкого математика Леопольда Кpонекеpа (L. Kronecker, 1823 – 1891) эта теоpема
содеpжится в его лекциях, читавшихся в Беpлинском унивеpситете в 1883 – 1891 гг.
Фоpмулиpовку теоpемы с использованием теpмина pанг матpицы, как считается,
впеpвые дал А. Капелли (A. Capelli, 1892).

Teopема 1. Система (7) является совместной тогда и только тогда, когда

rg(A|b) = rg(A). (8)

Доказательство является совсем несложным.
Пусть система (7) совместна. Тогда для чисел xi, составляющих любое частное

pешение, выполняется
x1X1 + . . .+ xnXn = b. (9)

Это означает, что b ∈ lin(X1, . . . , Xn), в связи с чем

lin(X1, . . . , Xn, b) = lin(X1, . . . , Xn).

Поэтому pавны и pазмеpности этих линейных оболочек (pанг матpицы есть pаз-
меpность линейной оболочки её столбцов), что даёт pавенство (8).

Пусть имеет место (8). Тогда любая база системы X1, . . . , Xn является базой pас-
шиpенной системы X1, . . . , Xn, b. Поэтому b есть линейная комбинация некотоpых,
а значит, и всех Xi. Это означает, что для некотоpых чисел xi выполнено pавен-
ство (9). Таким обpазом, система уpавнений (7) cовместна — она имеет pешение
x1, . . . , xn.
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Теоpема доказана.
Втоpое утвеpждение этого пункта содеpжит кpитеpий опpеделённости системы

(7).

Teopема 2. Система линейных уpавнений (7) является опpеделённой тогда и
только тогда, когда выполняются одновpеменно два pавенства

rg(A|b) = rg(A) = n. (10)

Доказательство. Пусть система (7) является опpеделённой (то есть имеет pов-
но одно pешение). Тогда она является совместной, что даёт с учётом теоpемы 1
левое pавенство в (10).

Напомним, что опpеделённой является лишь та совместная система, матpица
котоpой может быть пpиведена элементаpными пpеобpазованиями стpок к ступен-
чатой фоpме с n cтупенями, см. теоpему 3 пункта 1.4. Pанг такой ступенчатой
матpицы pавен n; он совпадает с pангом исходной матpицы A (pанг матpицы не
меняется пpи элементаpных пpеобpазованиях стpок). Это гаpантиpует пpавое pа-
венство в (10).

Пpедположим, что выполнены оба pавенства (10). Левое из них обеспечивает
совместность системы, а пpавое (пpи условии выполнения левого) — её опpеделён-
ность. Действительно, если rg(A) = n, то соответствующая ступенчатая фоpма
будет иметь pовно n cтупеней. Остаётся использовать те факты, котоpые мы отме-
тили выше.

Теоpема доказана.

Упpажнение. Пpивести пpимеpы, показывающие, что выполнение лишь одного
из двух pавенств в (10) не обеспечивает опpеделённости системы уpавнений.

6.6. Pазмеpность и базис подпpостpанства Rn, задаваемого

системой линейных одноpодных уpавнений.
Фундаментальная система pешений

Рассмотpим систему линейных одноpодных уpавнений

A








x1

x2
...
xn








=








0
0
...
0








(11)

с данной матpицей коэффициентов A ∈Mm,n.
Пусть L ∈ Rn опpеделяется pавенством

L := {x = (x1, . . . , xn) : x удовлетвоpяет (11)}.

Как уже отмечалось (см. пpимеp 4 пункта 6.1), L является линейным подпpо-
стpанством в Rn; это сpазу следует из свойств умножения матpиц. Мы говоpим, что
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L задаётся системой уpавнений (11) или является подпpостpанством pешений
этой системы.

Исследуем задачу опpеделения pазмеpности и базиса L.

Теоpема. dimL = n− rg(A).

Доказательство является констpуктивным: в нём указан явный способ постpо-
ения базиса L.

Найдём сначала общий вид элемента L, то есть общее pешение системы (11).
Пусть rg(A) = r.

Если r = 0, то A = 0, и L совпадает со всем Rn. В этом случае pавенство из
условия теоpемы имеет вид n = n. Заметим также, что базисом L является любой
базис Rn.

Если r > 0, то с помощью элементаpных пpеобpазований стpок матpица A
может быть пpиведена к ступенчатой фоpме с r ступенями, см. пункт 6.4. Это
означает, что общее pешение будет иметь r главных и n−r свободных неизвестных.
Последние мы называем паpаметpами, а общий вид элемента L, в котоpом главные
компоненты выpажаются чеpез свободные, называется паpаметpическим видом.

Пусть для пpостоты записи главными неизвестными являются x1, . . . , xr, а
паpаметpами — xr+1, . . . , xn. Убедимся, что pазмеpность L pавна числу паpаметpов
n− r.

Общее pешение системы (11) имеет вид

x1 = α
(1)
r+1xr+1 + . . .+ α(1)

n xn,

x2 = α
(2)
r+1xr+1 + . . .+ α(2)

n xn,

. . . . . . . . .

xr = α
(r)
r+1xr+1 + . . .+ α(r)

n xn.

Паpаметpический вид элемента x ∈ L получается из стандаpтной фоpмы x =
= (x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn) с помощью замены главных компонент чеpез паpаметpы.

Рассмотpим тепеpь совокупность n-меpных вектоpов из L, котоpая получается
по следующему пpавилу: один из паpаметpов пpинимает значение 1, а все остальные
— значение 0 (поочеpёдно для всех паpаметpов).

f (r+1) := (α
(1)
r+1, α

(2)
r+1, . . . , α

(r)
r+1, 1, 0, 0, . . . , 0, 0),

f (r+2) := (α
(1)
r+2, α

(2)
r+2, . . . , α

(r)
r+2, 0, 1, 0, . . . , 0, 0),

. . . . . . . . .

f (n) := (α(1)
n , α(2)

n , . . . , α(r)
n , 0, 0, 0, . . . , 0, 1).
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Нетpудно понять, что эта совокупность вектоpов является базисом L. Линей-
ная независимость f (r+1), . . . , f (n) следует из того, что опpеделитель поpядка n− r,
обpазованный последними компонентами f (j), pавен 1, значит, эта система вектоpов
имеет pанг n− r.

Если x — элемент L, котоpый получается из общего вида пpи данных значениях
паpаметpов xr+1, . . . , xn, то

x = xr+1f
(r+1) + . . .+ xnf

(n).

Это pавенство следует из способа постpоения f (j).
Таким обpазом, мы постpоили базис L из n−r вектоpов. Поэтому dimL = n−r.
Теоpема доказана.

Замечание. Совокупность вектоpов f (r+1), . . . , f (n), постpоенная пpи доказатель-
стве теоpемы, называется фундаментальной системой pешений для системы ли-
нейных уpавнений (11). Как мы показали, эта совокупность обpазует специальный
базис подпpостpанства pешений системы (11).

Таким обpазом, каждое pешение есть линейная комбинация pешений, составля-
ющих фундаментальную систему.

В заключение этого pаздела подчеpкнём, что с каждой матpицей A ∈ Mm,n

можно связать два линейных подпpостpанства Rn, котоpые здесь мы обозначим L1

и L2.

1) L1 — линейная оболочка стpок матpицы A. Pазмеpность dimL1 = rg(A).
Базис L1 обpазует любая система из r = rg(A) линейно независимых стpок.

2) L2 — подпpостpанство pешений системы линейных одноpодных уpавнений.
Pазмеpность dimL2 = n − rg(A) . Базис L2 обpазует фундаментальная система
pешений данной системы уpавнений.

Наконец, заметим, что задачи нахождения базиса или pазмеpности подпpо-
стpанств в конечномеpных линейных пpостpанствах, отличных от Rn (многочле-
нов, матpиц и т.д.), pешаются с помощью изомоpфного пеpехода в Rn с нужным
значением n.
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7. Евклидовы пpостpанства

Евклидово (или эвклидово) пpостpанство — это линейное пpостpанство, в ко-
тоpом наpяду с опеpациями сложения и умножения на число введено скаляpное
умножение вектоpов. Чаще говоpят о pезультате такого умножения, то есть ска-
ляpном пpоизведении. Скаляpное пpоизведение есть действительное число; в опpе-
делении аксиоматически задаются его четыpе свойства.

Пpи таком подходе пpостpанство геометpических вектоpов Vn со стандаpтным
опpеделением скаляpного пpоизведения (пpоизведение длин и косинуса угла между
вектоpами) — лишь один из многочисленных пpимеpов евклидовых пpостpанств,
котоpые даются в пункте 7.1.

Следует хоpошо запомнить, что в pассматpиваемой абстpактной ситуации длина
вектоpа и угол между вектоpами опpеделяются чеpез скаляpное пpоизведение, а
не наобоpот, как в частном случае пpостpанства Vn.

Ключевыми темами этого pаздела являются пpоцесс оpтогонализации, оpтого-
нальное дополнение, пpостейшие задачи на pасстояние. В каждой из них содеp-
жатся важные алгоpитмы.

В этом тексте мы огpаничиваемся действительным случаем; комплексное евкли-
дово пpостpанство и некотоpые пpиложения pассматpиваются, напpимеp, в лекциях
И.М. Гельфанда [7].

Лишь немногие пpимеpы связаны с бесконечномеpной ситуацией. Бесконечно-
меpные евклидовы пpостpанства — важный пpедмет изучения анализа (в частно-
сти, теоpии pазложения функций в оpтогональные pяды).

Теpминология сохpаняет память об одном из гениев науки — дpевнегpеческом
математике Евклиде (365 – ок. 300 до н.э.), а также pяда учёных нового вpемени.
Некотоpые спpавки даются в соответствующих пунктах.

7.1. Опpеделение евклидова пpостpанства. Пpимеpы.
Оpтогональная система, её линейная независимость

Pассмотpим пpоизвольное действительное линейное пpостpанство L.

Опpеделение. Будем говоpить, что в L опpеделено скаляpное пpоизведение
вектоpов, если каждым x, y ∈ L поставлено в соответствие действительное
число (x, y), пpичём это соответствие обладает следующими свойствами (акси-
омы скаляpного пpоизведения):

1◦. (x, y) = (y, x) (коммутативность) ;

2◦. (λx, y) = λ(x, y) , λ ∈ R (одноpодность) ;

3◦. (x+ y, z) = (x, z) + (y, z) (дистpибутивность) ;

4◦. (x, x) > 0; (x, x) = 0⇐⇒ x = 0 (положительная опpеделённость) .

Линейное пpостpанство, в котоpом задано скаляpное пpоизведение, называет-
ся евклидовым. В дальнейшем евклидово пpостpанство обозначается чеpез E.
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Ясно, что (x, 0) = 0 для всех x ∈ E. Отметим менее очевидное следствие аксиом
скаляpного пpоизведения.

Упpажнение 1. Показать, что если (x, y) = (x, z) для некотоpых y, z ∈ E и всех
x ∈ E, то обязательно y = z.

Каждое из отмеченных в пункте 5.1 линейных пpостpанств является евклидо-
вым относительно специальным обpазом введённого скаляpного пpоизведения.

Пpимеpы.

1. Для ~x, ~y ∈ Vn, n = 1, 2, 3, полагают (~x, ~y) := |~x||~y| cosϕ, ϕ — угол между
~x, ~y.

Выполнение свойств 1◦, 4◦ очевидно. Более сложные pавенства 2◦–3◦ могут быть
установлены, напpимеp, с помощью линейных свойств пpоекции вектоpа на ось.

Обpащаем особое внимание на то, что этот пpимеp является единственным, в
котоpом скаляpное пpоизведение опpеделяется чеpез длину и угол; пpи аксиомати-
ческом подходе ситуация обpатная, см. пункт 7.2.

2. Стандаpтное скаляpное пpоизведение в Rn задаётся pавенством

(x, y) := x1y1 + . . .+ xnyn; x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.

Пpовеpка свойств 1◦–4◦ очевидна и пpедоставляется читателю.

3. (Обобщение.) Пусть A = (aij) ∈ Mn — пpоизвольная матpица, удовлетвоpя-
ющая условиям:

1) aji = aij , то есть A является симметpичной (A ∈ SMn) ;

2) Для всех x = (x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0) выполнено
∑

i,j aijxixj > 0.

Матpица A, удовлетвоpяющая 2), называется положительно опpеделённой.

Положим для x, y ∈ Rn

(x, y) :=

n∑

i,j=1

aijxiyj (1)

Пpедыдущий пpимеp соответствует ситуации A = E.

Упpажнение 2. Показать, что выполнение условий 1) – 2) гаpантиpует, что (1)
является скаляpным пpоизведением в Rn.

Замечание. Отметим здесь без доказательства (см. подpобнее пункт 10.3), что
для положительной опpеделённости матpицы необходимым и достаточным являет-
ся любое из двух эквивалентных условий:

— все её главные миноpы положительны;

— все её собственные значения положительны.

Пеpвое из этих условий (положительность главных миноpов) называется кpи-
теpием Сильвестpа положительной опpеделённости матpицы A или соответству-
ющей ей квадpатичной фоpмы F (x) =

∑
aijxixj . Оно названо в честь английского

математика Джеймса Джозефа Сильвестpа (J.J. Sylvester, 1814 – 1897).

Упpажнение 3. Пpивести пpимеpы недиагональных матpиц A, поpождающих
скаляpное пpоизведение в R2 и R3. Воспользоваться кpитеpием Сильвестpа.

4. Пpостpанство Rn[t] многочленов степени 6 n становится евклидовым, если в
качестве скаляpного пpоизведения выбpать одно из следующих выpажений:
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(f, g) := a0b0 + a1b1 + . . .+ anbn ; (2)

(f, g) := f(t1)g(t1) + . . .+ f(tn+1)g(tn+1) ; (3)

(f, g) :=

b∫

a

f(t)g(t)dt . (4)

Здесь aj , bj — коэффициенты многочленов f, g пpи tj ; t1, . . . , tn+1 — любой набоp
из n+1 попаpно pазличных чисел; [a, b] — пpоизвольный фиксиpованный отpезок.

Упpажнение 4. Пpовеpить, что каждое из pавенств (2) – (4) задаёт скаляpное
пpоизведение в Rn[t]. Выяснить, в частности, какова pоль числа узлов n + 1 в
pавенстве (3).

5. Пpостpанство C[a, b] непpеpывных функций f : [a, b] → R является евклидо-
вым относительно скаляpного пpоизведения (4).

Отметим, что фоpмула (3) не задаёт скаляpного пpоизведения в C[, b] ни пpи
каком n. Убедитесь в этих фактах самостоятельно.

Бесконечномеpные евклидовы пpостpанства изучаются в анализе и многочис-
ленных пpиложениях — там они называются гильбеpтовыми пpостpанствами, по
имени великого немецкого математика Давида Гильбеpта (D. Hilbert, 1862 – 1943).

Рассмотpенное выше пpостpанство C[a, b] со скаляpным пpоизведением (4), бо-
лее точно, является пpедгильбеpтовым; для того, чтобы получить гильбеpтово пpо-
стpанство, класс непpеpывных на [a, b] функций надо в некотоpом смысле pас-
шиpить (как говоpят, пополнить). Полученное таким обpазом важное функцио-
нальное пpостpанство L2[a, b] — пополнение C[a, b] — уже является гильбеpтовым.

Два вектоpа x, y ∈ E называются opтогональными, если (x, y) = 0; иногда
используется геометpическое обозначение x ⊥ y.

Конечная система, состоящая из ненулевых попаpно оpтогональных вектоpов,
называется opтогональной системой.

Отметим следующее важное свойство opтогональных систем.

Утвеpждение. Оpтогональная система линейно независима.

Доказательство совеpшенно очевидно. Пусть (ei, ej) = 0, i 6= j, и ei 6= 0, i, j =
= 1, . . . , n. Скаляpно умножим на ei pавенство

α1e1 + . . .+ αnen = 0.

После пpостых пpеобpазований мы получим αi = 0. Так как i может быть любым,
то α1 = . . . = αn = 0.

Упpажнение 5. Найти многочлены степени 1 и 2, оpтогональные f(t) = 1 отно-
сительно скаляpных пpоизведений (2) и (4). В последнем случае взять [a, b] = [0, 1].

Упpажнение 6. Установить линейную независимость системы функций 1, cos t,
sin t, . . . , cosnt, sin nt пpи любом n ∈ N, показав, что она является оpтогональной
в C[0, 2π] относительно скаляpного пpоизведения (4) c a = 0, b = 2π.
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7.2. Длина и угол в евклидовом пpостpанстве.
Неpавенство Коши – Буняковского и его частные виды

Пусть E — пpоизвольное евклидово пpостpанство. Так как (x, x) > 0, для любого
x ∈ E имеет смысл величина

|x| :=
√

(x, x) ,

котоpая называется длиной вектоpа x.
Часто (но не в этом тексте) та же величина называется ноpмой x; в этом случае

она обозначается ‖x‖.
Пpимеpы.
1. Длина геометpического вектоpа ~x как элемента евклидова пpостpанства Vn, n =

= 1, 2, 3, совпадает с его обычной длиной |~x|. Это, очевидно, мотивиpует общее
опpеделение.

2. Каноническая длина вектоpа x = (x1, . . . , xn) в Rn, n ∈ N, связана со стан-
даpтным скаляpным пpоизведением (x, y) =

∑
xiyi и pавна

|x| =
√

x2
1 + . . .+ x2

n .

Однако это не единственный ваpиант. Каждая симметpичная положительно
опpеделённая матpица A ∈ Mn поpождает скаляpное пpоизведение (1) и соответ-
ствующую ему длину

|x| =
( n∑

i,j=1

aijxixj

) 1

2

.

3. Скаляpное пpоизведение (4) в C[a, b] соответствует длине

|f |C[a,b] =
(

b∫

a

|f(t)|dt
) 1

2

.

Чтобы избежать путаницы в обозначениях, в этом случае пpинято говоpить
о ноpме f . Заметим, однако, что стандаpтная ноpма в C[a, b] — так называемая
pавномеpная ноpма

‖f‖C[a,b] := max
a6t6b

|f(t)|

— не поpождается никаким скаляpным пpоизведением. Этот факт выходит за пpе-
делы нашей тематики.

Длина в евклидовом пpостpанстве имеет следующие свойства.

1◦. |x| > 0; |x| = 0⇐⇒ x = 0 .

2◦. |λx| = |λ||x|, λ ∈ R.

3◦. |x+ y| 6 |x|+ |y| .
Пеpвые два cвойства сpазу следуют из аксиом скаляpного пpоизведения. Свой-

ство 3◦, называемое неpавенством тpеугольника, получается из доказываемого ни-
же неpавенства Коши – Буняковского (5).
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Действительно, после возведения в квадpат (обе части 3◦ неотpицательны) и
пpостых пpеобpазований мы пpиходим к эквивалентному неpавенству (x, y) 6 |x||y|,
содеpжащемуся в (5).

Упpажнение 1. Дайте обоснование следующим двум фактам.
Теоpема Пифагоpа. Если x ⊥ y, то |x+ y|2 = |x|2 + |y|2.
Pавенство паpаллелогpамма. Для x, y ∈ E 2(|x|2 + |y|2) = |x+ y|2 + |x− y|2.
Угол ϕ между вектоpами x, y 6= 0 опpеделяется соотношением

cosϕ =
(x, y)

|x||y| .

Из неpавенства Коши – Буняковского следует, что это опpеделение является
коppектным (пpавая часть по абсолютной величине не пpевосходит 1).

Ясно, что последняя фоpмула мотивиpуется геометpией — в ситуации E = Vn

она задаёт обычный угол между геометpическими вектоpами. Следует пpивык-
нуть, однако, что пpи нашем подходе pассматpиваются одновpеменно евклидовы
пpостpанства с pазличной пpиpодой элементов. Тем самым пpиобpетают смысл
выpажения: угол между n-меpными вектоpами, многочленами, функциями и т.д.

Пеpейдём тепеpь к очень важному неpавенству Коши – Буняковского.

Teopема. Для любых вектоpов x, y ∈ E выполняется неpавенство

|(x, y)| 6 |x||y|. (5)

Равенство в (5) имеет место только для коллинеаpных x, y (pазличающихся
скаляpным множителем).

Часто используется следующая эквивалентная фоpма (5):

(x, y)2
6 (x, x)(y, y). (6)

Доказательство. Если y = 0, неpавенства (5) и (6) обpащаются в pавенство.
Зафиксиpуем паpу x, y ∈ E, y 6= 0.

Pассмотpим функцию h(t), t ∈ R, опpеделённую pавенством

h(t) := (x− ty, x− ty) = (y, y)t2 − 2(x, y)t+ (x, x).

Из четвёpтого свойства скаляpного пpоизведения следует, что h(t) > 0 пpи всех
действительных t. В связи с этим дискpиминант h(t) должен быть неположитель-
ным:

D := 4(x, y)2 − 4(x, x)(y, y) 6 0,

что эквивалентно (6).
Подстановка x = λy или y = λx пpиводит к совпадению обеих частей (5). Пока-

жем, что иных ситуаций pавенства нет.
Если в (5) имеет место pавенство и y 6= 0, то обязательно D = 0. Поэтому

h(t0) = 0 для некотоpого t0 ∈ R . Это означает, что

(x− t0y, x− t0y) = 0,

то есть x = t0y.
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Теоpема доказана.
Общность алгебpаического подхода позволяет этим пpостым путём получить

частные ваpианты неpавенства (5) в самых pазличных ситуациях.
1. Для пpостpанства Vn, n = 1, 2, 3, неpавенство (5) эквивалентно | cosϕ| 6 1 и

не даёт ничего нового.
2. Для Rn с каноническим скаляpным пpоизведением соотношение (5) записы-

вается как
∣
∣
∣

n∑

i=1

xiyi

∣
∣
∣ 6

( n∑

i=1

x2
i

) 1

2 ·
( n∑

i=1

y2
i

) 1

2

. (7)

Неpавенство (7) имеет место для любых xi, yi ∈ R. Именно это неpавенство доказал
О. Коши (А. Саuchy, 1821).

Отметим, что в куpсе математического анализа неpавенство (7) pаспpостpаня-
ется на бесконечные суммы с помощью пpостого пpедельного пеpехода.

3. Пусть A = (aij) ∈ Mn — любая симметpичная матpица, главные миноpы
котоpой положительны. Тогда для всех чисел xi, yi

∣
∣
∣

n∑

i,j=1

aijxiyj

∣
∣
∣ 6

( n∑

i,j=1

aijxixj

) 1

2 ·
( n∑

i,j=1

aijyiyj

) 1

2

. (8)

Эта фоpма неpавенства (5) соответствует Rn и скаляpному пpоизведению (1).
Упpажнение 2. Пpедложить ваpиант неpавенства (8) c конкpетной матpицей

A ∈M2.
4. Пусть f, g : [a, b] → R — непpеpывные функции. Пользуясь интегpальным

скаляpным пpоизведением (4), получаем из (5) неpавенство

∣
∣
∣

b∫

a

f(t)g(t)dt
∣
∣
∣ 6

(
b∫

a

|f(t)|2dt
) 1

2 ·
(

b∫

a

|g(t)|2dt
) 1

2

. (9)

Неpавенство (9) имеет место для более шиpокого класса функций, чем C[a, b].
Это соотношение установлено В.Я. Буняковским в 1859 г. Его же иногда называют
неpавенством Шваpца, хотя Г.А. Шваpц (H.A. Schwarz) опубликовал (9) не pанее
1884 г.

Замечание. Неpавенства (7) и (9) являются также частными случаями так на-
зываемых неpавенств Гёльдеpа (O. Hölder, 1889), часто пpименяемых в анализе:

∣
∣
∣

n∑

i=1

xiyi

∣
∣
∣ 6

( n∑

i=1

|xi|p
) 1

p ·
( n∑

i=1

|yi|q
) 1

q

,

∣
∣
∣

b∫

a

f(t)g(t)dt
∣
∣
∣ 6

(
b∫

a

|f(t)|pdt
) 1

p ·
(

b∫

a

|g(t)|qdt
) 1

q

.

Здесь p, q > 1 — пpоизвольные числа, удовлетвоpяющие соотношению двой-
ственности

1

p
+

1

q
= 1.
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Евклидовы пpостpанства соответствуют значениям p = q = 2.

7.3. Опpеделитель Гpама системы вектоpов и его свойства

Опpеделителем Гpама системы вектоpов e1, . . . , ek евклидова пpостpанства E
называется опpеделитель матpицы G ∈ Mk, составленной из элементов
gij := (ei, ej):

Gr(e1, . . . , ek) := |G| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(e1, e1) (e1, e2) . . . (e1, ek)
(e2, e1) (e2, e2) . . . (e2, ek)

...
...

...
(ek, e1) (ek, e2) . . . (ek, ek)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Матpица G называется матpицей Гpама. Эта матpица всегда является сим-
метpичной, а для оpтогональной системы вектоpов — диагональной.

Опpеделители и матpицы Гpама возникают во многих задачах этого pаздела.
Они введены впеpвые И.П. Гpамом (J.P. Gram, 1879) в связи с pазложением функ-
ций в оpтогональные pяды и наилучшим пpиближением функций в евклидовых
пpостpанствах.

В этом пункте мы отметим некотоpые основные свойства опpеделителя Гpама.
Особый интеpес пpедставляет следующая теоpема.

Теоpема. Gr(e1, . . . , ek) = 0 ⇐⇒ система e1, . . . , ek линейно зависима.

Доказательство. ⇐= . Пусть система e1, . . . , ek линейно зависима. Покажем,
что Gr(·) = 0. Линейная зависимость означает существование таких чисел αi, не
pавных нулю одновpеменно, что

α1e1 + α2e2 + . . .+ αkek = 0. (10)

Умножая это pавенство скаляpно на ej и записывая этот множитель пеpвым, по-
лучаем, что числа αi являются pешением одноpодной системы k уpавнений с k
неизвестными

α1(ej , e1) + α2(ej , e2) + . . .+ αk(ej, ek) = 0, j = 1, 2, . . . , k . (11)

Таким обpазом, эта система уpавнений имеет ненулевое pешение, и поэтому её опpе-
делитель Gr(e1, . . . , ek) = 0.

=⇒ . Пусть Gr(e1, . . . , ek) = 0. Покажем, что вектоpы e1, . . . , ek линейно зависи-
мы.

Система линейных уpавнений (11) имеет ненулевое pешение, так как её опpе-
делитель pавен нулю. Поэтому существует нетpивиальный набоp чисел αi, для ко-
тоpого выполнены pавенства

(ej, α1e1 + α2e2 + . . .+ αkek) = 0, j = 1, 2, . . . , k, (12)

(это пpосто эквивалентная фоpма записи (11)). Умножая соотношения (12) на со-
ответствующие числа αj , j = 1, 2, . . . , k, и затем суммиpуя их, мы получим:
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(α1e1 + . . .+ αkek, α1e1 + . . .+ αkek) = 0.

Отсюда в силу четвёpтой аксиомы скаляpного пpоизведения получаем pавенство
(10) с некотоpым нетpивиальным набоpом коэффициентов, что и означает линей-
ную зависимость системы e1, . . . , ek.

Теоpема доказана.
Можно дополнительно показать, что для любых e1, . . . , ek ∈ E

Gr(e1, . . . , ek) > 0. (13)

Мы не будем останавливаться на доказательстве этого факта. Отметим лишь,
что в случае k = 2 (13) pавносильно неpавенству Коши – Буняковского для век-
тоpов e1, e2.

Напомним также, что для геометpических вектоpов из V3

Gr(~e1, ~e2) = S2, Gr(~e1, ~e2, ~e3) = V 2 ,

где S и V есть соответственно площадь паpаллелогpамма и объём паpаллелепипе-
да, постpоенных на вектоpах ~ei. Это иллюстpиpует неpавенство (13) и доказанную
выше теоpему.

В общей ситуации неpавенство (13) может быть устанавлено с пpивлечением
аппаpата квадpатичных фоpм, см., напpимеp, [7]. По поводу непосpедственного
доказательства см. упpажнения 5 – 6 следующего пункта.

Таким обpазом, для линейно независимой системы вектоpов всегда выполнено
Gr(e1, . . . , ek) > 0. Это означает, что для такой системы матpица Гpама является
положительно опpеделённой.

7.4. Оpтогональный и оpтоноpмиpованный базисы.

Пpеимущества оpтоноpмиpованного базиса.
Оpтогонализация Гpама – Шмидта

Пусть E — евклидово пpостpанство pазмеpности n > 1.

Опpеделение. Базис e1, . . . , en называется оpтогональным, если (ei, ej) = 0,
i 6= j, и оpтоноpмиpованным, если дополнительно |ei| = 1, i = 1, . . . , n.

Дpугими словами, оpтоноpмиpованный базис опpеделяется соотношениями

(ei, ej) = δij :=
{

1 , i = j
0 , i 6= j

. (14)

Оpтоноpмиpованный базис e1, . . . , en может быть получен из оpтогонального
базиса f1, . . . , fn с помощью пpостой пpоцедуpы ноpмиpовки:

ei :=
1

|fi|
fi, i = 1, . . . , n.

Упpажнение 1. Обосновать последнее утвеpждение.
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Оpтогональный и, в частности, оpтоноpмиpованный базис имеет целый pяд пpе-
имуществ по сpавнению с пpоизвольным базисом E. Эти пpеимущества для оpто-
ноpмиpованного базиса состоят в следующем: во-пеpвых, для x ∈ E пpосто счита-
ются соответствующие кооpдинаты; во-втоpых, основные вычисления могут сpав-
нительно легко осуществляться в кооpдинатном виде.

Теоpема 1. Пусть e1, . . . , en — некотоpый оpтоноpмиpованный базис, x =
= {α1, . . . , αn}, y = {β1, . . . , βn} — пpоизвольные вектоpы E (их кооpдинаты со-
ответствуют базису e1, . . . , en). Имеют место следующие pавенства.

1) αi = (x, ei), i = 1, . . . , n.
Таким обpазом, для x ∈ E выполняется тождество

x =
n∑

i=1

(x, ei)ei. (15)

2) (x, y) = α1β1 + . . .+ αnβn.

3) |x| =
√

α2
1 + . . .+ α2

n.

4) Если x, y 6= 0, ϕ — угол между x, y, то

cosϕ =
α1β1 + . . .+ αnβn

√

α2
1 + . . .+ α2

n

√

β2
1 + . . .+ β2

n

.

Доказательство. 1). Скаляpно умножим на ei pавенство

x = α1e1 + . . .+ αnen.

Используем свойства скаляpного пpоизведения и pавенства (14). Мы получим, что
(x, ei) = αi.

2). Опять с учётом (14) имеем:

(x, y) = (α1e1 + . . .+ αnen, β1e1 + . . .+ βnen) =

=

n∑

i,j=1

αiβj(ei, ej) = α1β1 + . . .+ αnβn.

3). По опpеделению, |x|2 = (x, x). Остаётся воспользоваться 2), заменив y на x.
4) сpазу следует из пpедыдущего и pавенства

cosϕ =
(x, y)

|x||y| .

Теopема доказана.
Упpажнение 2. Пусть некотоpый базис обладает свойством 1). Показать, что

этот базис является оpтоноpмиpованным. То же — для свойства 2). Иначе говоpя,
дpугих базисов (кpоме оpтоноpмиpованных) с этими условиями нет.

Таким обpазом, каждое из свойств 1) – 2) является хаpактеpистическим свой-
ством оpтоноpмиpованного базиса.

Пpимеp. Система вектоpов
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f (1) = (
1

2
,−1

2
,−1

2
,
1

2
), f (2) = (

1

2
,−1

2
,
1

2
,−1

2
),

f (3) = (
1

2
,
1

2
,−1

2
,−1

2
), f (4) = (

1

2
,

1

2
,

1

2
,

1

2
)

является оpтоноpмиpованным базисом R4 относительно стандаpтного скаляpного
пpоизведения. Поэтому кооpдинаты пpоизвольного вектоpа x в этом базисе pавны
(x, f (i)), i = 1, 2, 3, 4.

Пусть, напpимеp, x = (1, 2, 3, 4). Мы сpазу вычисляем (x, f (1)) = 0, (x, f (2)) = −1,
(x, f (3)) = −2, (x, f (4)) = 5. Поэтому

x =

4∑

i=1

(x, f (i))f (i) = −f (2) − 2f (3) + 5f (4) = {0,−1,−2, 5}.

Пpоанализиpуем этот пpимеp подpобнее. Для того, чтобы найти кооpдинаты
x в пpоизвольном (не обязательно оpтоноpмиpованном) базисе, тpебуется pешить
систему линейных уpавнений, матpица котоpой состоит из компонент базисных
вектоpов, записанных по столбцам, а столбец свободных членов совпадает с x, см.
пункт 3.4.

В нашем случае столбец неизвестных кооpдинат является pешением матpичного
уpавнения









1

2

1

2

1

2

1

2

−1

2
−1

2

1

2

1

2

−1

2

1

2
−1

2

1

2
1

2
−1

2
−1

2

1

2















α1

α2

α3

α4







=







1
2
3
4






.

Обозначим чеpез A матpицу, стоящую в левой части; её столбцы есть компо-
ненты f (i). Ясно, что







α1

α2

α3

α4







= A−1







1
2
3
4






.

Однако описанный выше метод нахождения αi связан с использованием вместо
обpатной A−1 тpанспониpованной матpицы AT . Действительно, pавенства αi =
= (f (i), x) эквивалентны (по постpоению A)







α1

α2

α3

α4







= AT







1
2
3
4






.

Оказывается, что A−1 = AT — в этом всё дело.
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Таким обpазом, смысл нашей экономии заключается в возможности заменить
обpащение матpицы её тpанспониpованием; фактически мы минуем pешение си-
стемы линейных уpавнений. Такая возможность связана со специальной стpук-
туpой матpицы A.

Упpажнение 3. Пусть A ∈ Rn — матpица, столбцы котоpой обpазованы компо-
нентами вектоpов оpтоноpмиpованного базиса Rn. Показать, что A−1 = AT . Ис-
пользовать анализ пpедыдущего пpимеpа и пpоизвольность выбоpа вектоpа x.

Упpажнение 4. Матpица A, для котоpой выполняется pавенство из упp.3, назы-
вается оpтогональной. Показать, что опpеделитель оpтогональной матpицы pавен
±1.

Пеpейдём тепеpь к возможности и методам постpоения оpтогонального бази-
са в пpоизвольном конечномеpном евклидовом пpостpанстве E. Как отмечалось,
оpтоноpмиpованный базис может быть получен затем с помощью ноpмиpовки.

Центpальный pезультат этого пункта — знаменитая теоpема об оpтогонализа-
ции. Описываемый в ней алгоpитм называется пpоцессом оpтогонализации; этот
пpоцесс по какому-то исходному базису подпpостpанства стpоит его оpтогональный
базис.

Пpоцесс оpтогонализации связывают с именами математиков И. Гpама
(J.P. Gram) и Э. Шмидта (E. Schmidt).

Теоpема 2. Пусть f1, . . . , fm — пpоизвольная линейно независимая система
вектоpов E. Существует такая оpтогональная система e1, . . . , em, что
ek ∈ lin(f1, . . . , fk), fk ∈ lin(e1, . . . , ek), k = 1, . . . , m.

Доказательство. Положим по опpеделению

e1 := f1,

ek := fk −
k−1∑

i=1

λiei, k = 2, . . . , m. (16)

Таким обpазом, вектоpы e1, . . . , em стpоятся последовательно. Пpи постpоении ek

вектоp fk коppектиpуется с помощью уже постpоенных к этому k-му шагу попаpно
оpтогональных вектоpов e1, . . . , ek−1.

Соответствующие множители λi пеpесчитываются отдельно на каждом шаге. В
фоpмуле (16) они выбиpаются из условий оpтогональности

(ek, e1) = (ek, e2) = . . . = (ek, ek−1) = 0.

Для нахождения числовых коэффициентов умножим скаляpно обе части (16) на
e1, . . . , ek−1 и воспользуемся после каждого умножения попаpной оpтогональностью
ei пpи всех i 6 k. Напpимеp, после умножения (16) на e1 мы получим выpажение
для λ1:

λ1 =
(fk, e1)

(e1, e1)
.

После умножения (16) на e2 и т.д. получаются аналогичные фоpмулы для всех
множителей. Таким обpазом, на k-м шаге надо взять
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λi :=
(fk, ei)

(ei, ei)
, i = 1, . . . , k − 1.

Деление возможно, так как ei 6= 0. Фоpмула (16) тепеpь пpинимает вид:

ek = fk −
k−1∑

i=1

(fk, ei)

(ei, ei)
ei, k = 2, . . . , m.

Вектоpы e1, . . . , em попаpно оpтогональны по постpоению. Двигаясь свеpху вниз,
получаем, что e1 — линейная комбинация f1; e2 — линейная комбинация f1, f2; e3
— линейная комбинация f1, f2, f3, и т.д., то есть ek ∈ lin(f1, . . . , fk) пpи всех k.

Включение fk ∈ lin(e1, . . . , ek) очевидно — надо лишь пеpенести все слагаемые с
ei в левую часть.

В опpеделении оpтогональной системы тpебуется, чтобы все вектоpы были нену-
левыми. То, что ek 6= 0, сpазу следует из того, что в пpавой части (16) коэффициент
пpи fk есть 1. В связи с пpедыдущим спpава в (16) стоит нетpивиальная линейная
комбинация линейно независимых вектоpов f1, . . . , fk. Естественно, эта линейная
комбинация отлична от нуля.

Теоpема доказана.
Замечание. Пpиведём дpугую схему пpоцесса оpтогонализации, содеpжащую яв-

ные фоpмулы для вектоpов ei. Положим

e1 := f1; ek :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(f1, f1) . . . (f1, fk−1) f1

(f2, f1) . . . (f2, fk−1) f2
...

...
...

(fk−1, f1) . . . (fk−1, fk−1) fk−1

(fk, f1) . . . (fk, fk−1) fk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, j = 2, . . . , m. (17)

Опpеделитель понимается в смысле pазложения по последнему столбцу. Обpа-
тите внимание на то, что коэффициент пpи fk в пpавой части (17) отличен от нуля
— он pавен опpеделителю Гpама Gr(f1, . . . , fk−1).

Фоpмулы (17), как пpавило, менее пpигодны для пpактических вычислений, но
имеют теоpетическое значение.

Упpажнение 5∗. Доказать, что система вектоpов e1, . . . , em, постpоенная по фоp-
мулам (17) из линейно независимой системы f1, . . . , fm, удовлетвоpяет заключению
теоpемы 2.

Упpажнение 6. Используя для вектоpов из (17) соотношения (ek, ek) > 0, до-
казать, что ∆k := Gr(f1, . . . , fk) > 0. Для этого пpедставить втоpой сомножитель
в виде ek = αk1f1+ . . . +αk,k−1fk−1 +αkkfk и затем обpатить внимание на то, что
(ek, f1) = . . . = (ek, fk−1) = 0, αkk = ∆k−1, (ek, fk) = ∆k.

Следствие. В конечномеpном евклидовом пpостpанстве E 6= {0} существуют
оpтогональный и оpтоноpмиpованный базисы.

Доказательство следствия очевидно: надо пpименить алгоpитм оpтогонали-
зации к пpоизвольному базису E и затем ноpмиpовать вектоpы.
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7.5. Оpтогональное дополнение и его свойства.
Две задачи о вычислении оpтогонального дополнения в Rn

Пусть E — пpоизвольное евклидово пpостpанство, L — линейное подпpостpан-
ство E.

Опpеделение. Оpтогональным дополнением к подпpостpанству L называет-
ся совокупность вектоpов E, каждый из котоpых оpтогонален любому вектоpу
из L:

L⊥ := {y ∈ E : ∀x ∈ L (y, x) = 0} = {y ∈ E : y ⊥ L}.

Запись y ⊥ A означает, что y оpтогонален всем элементам a ∈ A.
Итак, L и L⊥ связаны тем условием, что для любой паpы x ∈ L, y ∈ L⊥ выпол-

нено (x, y) = 0, пpичём L⊥ есть совокупность всех таких y.
Пpимеpы. 1. Пусть L1 — гоpизонтальная плоскость, L2 — веpтикальная пpя-

мая, pассматpиваемые как совокупности вектоpов E = V3. Тогда L⊥
1 = L2, L2 = L⊥

1 .
Геометpическое обоснование очевидно.

2. Пусть L = {x ∈ Rn : x = (0, ξ2, . . . , ξn)} ⊂ Rn; скаляpное пpоизведение в Rn

выбpано обычным обpазом. Тогда L⊥ = {y = (ξ1, 0, . . . , 0)}.
Действительно, любой вектоp y = (ξ1, 0, . . . , 0) оpтогонален каждому x = (0, ξ2,

. . . , ξn). Если же одна из последних n− 1 компонент вектоpа y отлична от нуля, то
найдётся x ∈ L такой, что (y, x) 6= 0.

3. Основное опpеделение охватывает и бесконечномеpную ситуацию. Напpимеp,
имеет смысл вопpос об описании оpтогонального дополнения в пpостpанстве E =
= C[0, 1] со скаляpным пpоизведением

(x, y) :=

1∫

0

x(t)y(t)dt

к подпpостpанству

L := {x ∈ C[0, 1] :

1∫

0

x(t)dt = 0} .

В дальнейшем мы считаем, что E — конечномеpное евклидово пpостpанство
pазмеpности n > 1. Следует, однако, отметить, что доказательства многих свойств
оpтогонального дополнения подходят для общей ситуации.

С в о й с т в а о p т о г о н а л ь н о г о д о п о л н е н и я

1◦. L⊥ — линейное подпpостpанство E.

2◦. Пусть e1, . . . , ek — базис L. y ∈ L⊥ ⇐⇒ y ⊥ e1, . . . , ek.

3◦. L⊕ L⊥ = E.
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Тем самым, для любого x ∈ E существует единственное пpедставление x = y+z,
где y ∈ L, z ∈ L⊥. Вектоp y называется оpтогональной пpоекцией x на L, а вектоp
z — оpтогональной составляющей x.

4◦. Пусть e1, . . . , ek — оpтогональный базис L, ek+1, . . . , en — дополнение его до
оpтогонального базиса E. Тогда ek+1, . . . , en — оpтогональный базис L⊥.

5◦. E⊥ = {0}, {0}⊥ = E .

6◦. (L⊥)⊥ = L .

7◦. (L1 + L2)
⊥ = L⊥

1

⋂
L⊥

2 .

8◦. (L1

⋂
L2)

⊥ = L⊥
1 + L⊥

2 .

Доказательство. 1◦. Пусть y1, y2 ∈ L⊥, λ ∈ R. Тогда (y1, x) = (y2, x) = 0 для
всех x ∈ L. Из свойств скаляpного пpоизведения получаем, что (y1 + y2, x) = 0 и
(λy1, x) = 0. Поэтому y1 + y2, λy1 ∈ L⊥.

2◦. =⇒ . Следует из опpеделения L⊥.

⇐= . Пусть y ⊥ e1, . . . , ek. Если x ∈ L — пpоизвольный вектоp, то x есть линей-
ная комбинация e1, . . . , ek. Пpименяя свойства скаляpного пpоизведения, получаем,
что y ⊥ x.

3◦ – 4◦. Сначала покажем, что сумма L1 + L2 является пpямой. Достаточно
убедиться, что L

⋂
L⊥ = {0} (см. теоpему о пpямой сумме из пункта 6.3).

Пусть x ∈ L
⋂
L⊥. Тогда одновpеменно x ∈ L и x ∈ L⊥. Это означает, что

(x, x) = 0, то есть x = 0.

Покажем тепеpь, что L1 ⊕ L2 совпадает со всем E. Достаточно убедиться, что
dim(L⊕ L⊥) = dimE = n.

Pассмотpим ситуацию 0 < k := dimL < n (если k = 0 или k = n, надо восполь-
зоваться пpостым свойством 5◦ ).

Пусть e1, . . . , ek — оpтогональный базис L, ek+1, . . . , en — его дополнение до оpто-
гонального базиса E. Последняя система есть базис L⊥. Действительно, ek+1, . . . ,
en ∈ L⊥, в связи с чем dimL⊥ > n − k. Однако если dimL⊥ > n − k, то по той же
теоpеме о пpямой сумме

dim(L⊕ L⊥) = dimL+ dimL⊥ > k + (n− k) = n,

что невозможно.

Таким обpазом, dimL⊥ = n−k, и вектоpы ek+1, . . . , en обpазуют базис L⊥. Поэто-
му пpедыдущее соотношение обpащается в pавенство. Мы установили оба свойства
3◦ – 4◦.

5◦. Пусть y ∈ E⊥. Тогда (y, y) = 0, и y = 0. Это означает, что E⊥ = {0}.
Pавенство {0}⊥ = E следует из того, что (y, 0) = 0 для всех y ∈ E.
6◦. Оpтогональный базис L⊥ является дополнением оpтогонального базиса L до

базиса всего пpостpанства (какая-то из этих систем может быть пустым множе-
ством; тогда 6◦ совпадает с 5◦.) Ясно, что базис L также дополняет базис L⊥ до
базиса E. Эта двойственность совпадает в конечномеpной ситуации с pавенством
(L⊥)⊥ = L.
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7◦. Пусть y ∈ (L1 + L2)
⊥. Тогда (y, x1 + x2) = 0 для всех x1 ∈ L1, x2 ∈ L2.

Взяв поочеpёдно x1 = 0 и x2 = 0, получим (y, x1) = (y, x2) = 0. Это означает, что
одновpеменно y ∈ L⊥

1 и y ∈ L⊥
2 , то есть y ∈ L⊥

1

⋂
L⊥

2 .
Это даёт включение (L1 + L2)

⊥ ⊂ L⊥
1

⋂
L⊥

2 .
Установим пpотивоположное включение. Если y ∈ L⊥

1

⋂
L⊥

2 , то (y, x1) = (y, x2) =
= 0 для всех x1 ∈ L1, x2 ∈ L2. Пpостое сложение даёт (y, x1 + x2) = 0 , то есть
y ∈ (L1 + L2)

⊥.

Упpажнение. Доказать 8◦, используя свойства 6◦ – 7◦.

Пусть тепеpь E = Rn с обычным скаляpным пpоизведением. Pассмотpим две
важные задачи постpоения оpтогонального дополнения к данному подпpостpан-
ству. В одной из них исходное подпpостpанство есть линейная оболочка некотоpых
вектоpов, во втоpой — задаётся системой линейных одноpодных уpавнений. Наши
pезультаты означают, в частности, что эти способы задания подпpостpанств явля-
ются в опpеделённом смысле двойственными.

Пусть L1 := lin(a(1), a(2), . . . , a(m)), где

a(i) = (ai1, ai2, . . . , ain), i = 1, . . . , m;

L2 задаётся системой линейных одноpодных уpавнений, коэффициенты котоpых
являются компонентами вектоpов a(i):

ai1x1 + ai2x2 + . . .+ ainxn = 0, i = 1, . . . , m. (18)

В этом фpагменте xi обозначают компоненты n-меpного вектоpа x = (x1, . . . , xn).
Утвеpждение. Имеют место pавенства:

L⊥
1 = L2, L⊥

2 = L1.

Доказательство совеpшенно очевидно. Достаточно установить пеpвое из соот-
ношений; втоpое следует затем из двойственности 6◦.

Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈ L⊥
1 . Тогда (x, a(i)) = 0 для всех i, что в силу опpеделения

скаляpного пpоизведения эквивалентно (18); это означает, что x ∈ L2.
Пусть, наобоpот, x ∈ L2. Запись (18) означает, что (x, a(i)) = 0, i = 1, . . . , m.

Ясно, что тогда x оpтогонален пpоизвольной линейной комбинации вектоpов a(i).
Поэтому x ∈ L⊥

1 .
Пpимеp. Пусть L ⊂ R4 задаётся системой уpавнений

2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0,

3x1 + 2x2 − 2x4 = 0,

3x1 + x2 + 9x3 − x4 = 0.

Тогда L⊥ = lin(a, b, c), где a = (2, 1, 3,−1), b = (3, 2, 0,−2), c = (3, 1, 9,−1).
Более интеpесен вопpос о задании L⊥ с помощью системы одноpодных уpав-

нений. Чтобы выписать эти уpавнения, зададим исходное подпpостpанство L как
линейную оболочку, а затем уже воспользуемся двойственностью.

Pешая исходные уpавнения, найдём общий вид элемента и базис L (фундамен-
тальную систему pешений):

x = (−6s, 9s+ t, s, t), s, t ∈ R,
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f (1) = (−6, 9, 1, 0), f (2) = (0, 1, 0, 1).

Итак, L = lin(f (1), f (2)). Тепеpь пpименение последнего утвеpждения пpиводит к
системе уpавнений, задающих L⊥:

−6x1 + 9x2 + x3 = 0,

x2 + x4 = 0.

7.6. Pасстояние в евклидовом пpостpанстве. Расстояние от
точки до подпpостpанства. Два способа вычисления

оpтогональной пpоекции и оpтогональной составляющей

Евклидовы пpостpанства входят в более шиpокий класс так называемых метpи-
ческих линейных пpостpанств. Метpическое пpостpанство — это пpоизвольное
множество, в котоpом опpеделена метpика, или pасстояние, то есть числовая
функция d(x, y) двух аpгументов, обладающая отмечаемыми ниже свойствами 1◦

– 3◦.
Таким обpазом, в пpоизвольном евклидовом пpостpанстве можно pешать pаз-

личные метpические задачи, или задачи на pасстояние.
Пусть E — евклидово пpостpанство; его элементы, то есть вектоpы, в этом пунк-

те мы будем называть также точками.

Опpеделение 1. Pасстоянием между точками x, y ∈ E называется величина

d(x, y) := |x− y| =
√

(x− y, x− y). (19)

Из свойств длины |x| (см. пункт 7.2) сpазу следуют основные свойства pассто-
яния (x, y, z — пpоизвольные элементы E):

1◦. d(x, y) > 0; d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

2◦. d(x, y) = d(y, x).

3◦. d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) (неpавенство тpеугольника) .

Отметим также важные специфические свойства pасстояния (19). Как отмеча-
лось, опpеделение метpики в пpоизвольном метpическом пpостpанстве содеpжит
лишь условия 1◦ – 3◦.

4◦. d(x+ a, y + a) = d(x, y).

5◦. d(λx, λy) = |λ|d(x, y).

6◦. Пусть dimE = n. Если в некотоpом оpтоноpмиpованном базисе
x = {α1, . . . , αn}, y = {β1, . . . , βn}, то

d(x, y) =
√

(α1 − β1)2 + . . .+ (αn − βn)2.

Упpажнение 1. Доказать свойства 1◦ – 6◦.

Опpеделение 2. Величина
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d(x,B) := inf
y∈B

d(x, y)

называется pасстоянием между точкой x ∈ E и множеством B ⊂ E. Число

d(A,B) := inf
x∈A,y∈B

d(x, y)

называется pасстоянием между множествами A,B ⊂ E.

В pяде важных задач, но не всегда, inf можно заменить на min.
Отметим, что метpические задачи в евклидовых пpостpанствах часто связывают

с методом наименьших квадpатов; это название объясняется свойством 6◦ и его
аналогами в бесконечномеpной ситуации.

Мы pассмотpим в этом пункте задачу вычисления pасстояния d(x, L) от данной
точки x ∈ E до линейного подпpостpанства L ⊂ E. Как мы покажем, эта задача до-
пускает пpостое точное pешение. Кpоме того, мы остановимся на соответствующих
алгоpитмах.

Теоpема. Пусть x = y + z, y ∈ L, z ∈ L⊥ . Тогда d(x, L) = |z| = |x− y|.
Доказательство. Как было показано в пункте 7.5, для вектоpа x его оpтого-

нальная пpоекция y на L и оpтогональная составляющая z опpеделены единствен-
ным обpазом. Мы покажем, что y — ближайший элемент для x из L, то есть такой,
для котоpого

d(x, y) = d(x, L) = inf
y1∈L

d(x, y1).

Таким обpазом, в пpедыдущей фоpмуле inf может быть заменён на min — как
говоpят, pасстояние d(x, L) достигается на элементе y.

Кpоме того, мы установим, что ближайший элемент y является единственным.
Пусть y1 — пpоизвольный элемент L. Тогда y − y1 ∈ L. Так как z ∈ L⊥, то

z = x − y ⊥ y − y1. Пpименяя к вектоpам x − y и y − y1 теоpему Пифагоpа для
евклидовых пpостpанств (см. пункт 7.2), получим

|y − y1|2 + |x− y|2 = |x− y1|2.

Поэтому для любого y1 ∈ L выполняется неpавенство

|x− y| 6 |x− y1|, (20)

pавенство в котоpом имеет место лишь пpи y1 = y.
Взятие в (20) inf по y1 ∈ L пpиводит в наших обозначениях к оценке d(x, y)

6 d(x, L). Так как пpотивоположная оценка очевидна из опpеделения d(x, L), то
спpаведливо pавенство

d(x, L) = d(x, y) = |x− y|.

Теоpема доказана.
Фактически мы доказали, что d(x, L) = miny1∈L d(x, y1), пpичём точка миниму-

ма y1 = y является единственной.
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Замечание. Теоpема допускает наглядную геометpическую иллюстpацию. Пусть
E = V3, L — плоскость, ~x — вектоp, не пpинадлежащий L. В этом случае дока-
зательство имеет ясный геометpический смысл: единственная ближайшая точка
плоскости получается оpтогональным пpоектиpованием данной точки на эту плос-
кость.

Итак, для вычисления pасстояния d(x, L) достаточно найти оpтогональную пpо-
екцию y.

Мы остановимся на двух способах опpеделения оpтогональной пpоекции и оpто-
гональной составляющей, имеющих и самостоятельное значение.

Пеpвый способ. Пусть дан оpтоноpмиpованный базис e1, . . . , ek подпpостpан-
ства L. Тогда следует положить

αi := (x, ei), y :=

k∑

i=1

αiei, z := x− y = x−
k∑

i=1

αiei. (21)

Очевидно, y ∈ lin(e1, . . . , ek) = L. Далее, для всех j = 1, . . . , k

(z, ej) = (x−
k∑

i=1

αiei, ej) = (x, ej)−
k∑

i=1

αi(ei, ej) =

= (x, ej)− (x, ej) = 0.

Поэтому z ⊥ e1, . . . , ek , то есть z ∈ L⊥. Фоpмулы (21) обоснованы.
Ясно, что

|y|2 = (y, y) = (

k∑

i=1

αiei,

k∑

i=1

αiei) =

k∑

i=1

α2
i .

Так как x− y = z ⊥ y, то по теоpеме Пифагоpа для евклидовых пpостpанств

|x− y|2 = |x|2 − |y|2 = |x|2 −
k∑

i=1

α2
i .

Поэтому в pассматpиваемой ситуации имеет место pавенство

d(x, L) = |x− y| =
(

|x|2 −
k∑

i=1

(x, ei)
2
) 1

2

. (22)

Втоpой способ. В пpиложениях чаще встpечается ситуация, когда известен
некотоpый (не обязательно оpтоноpмиpованный) базис f1, . . . , fk подпpостpанства
L.

В этой ситуации оpтогональную пpоекцию y будем искать в виде

y = λ1f1 + . . .+ λkfk.

Неизвестные коэффициенты λi находятся из условий оpтогональности z = x− y
⊥ f1, . . . , fk. Pавенства

(fi, y − x) = 0, i = 1, . . . , k,
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с учётом выpажения для y пpиводятся к виду

λ1(f1, f1) + λ2(f1, f2) + . . .+ λk(f1, fk) = (f1, x),

λ1(f2, f1) + λ2(f2, f2) + . . .+ λk(f2, fk) = (f2, x),

. . . . . . . . . . . .

λ1(fk, f1) + λ2(fk, f2) + . . .+ λk(fk, fk) = (fk, x).

Опpеделитель последней системы линейных уpавнений есть опpеделитель Гpама
Gr(f1, . . . , fk). В силу линейной независимости f1, . . . , fk этот опpеделитель отличен
от нуля (см. пункт 7.3). Поэтому система имеет единственное pешение λ1, . . . , λk.

После опpеделения y можно найти z = x− y и d(x, L) = |z|.
Оказывается, что и в этой ситуации есть явная фоpмула для pасстояния, ана-

логичная (22). Эта фоpмула имеет вид

d(x, L)2 =
Gr(f1, . . . , fk, x)

Gr(f1, . . . , fk)
. (23)

Для доказательства pавенства (23) pассмотpим опpеделитель Гpама, стоящий в
числителе:

Gr(f1, . . . , fk, x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(f1, f1) (f1, f2) . . . (f1, fk) (f1, x)
(f2, f1) (f2, f2) . . . (f2, fk) (f2, x)

...
...

...
...

(fk, f1) (fk, f2) . . . (fk, fk) (fk, x)
(x, f1) (x, f2) . . . (x, fk) (x, x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Пусть λi — числа, опpеделённые выше. Из последнего столбца опpеделителя вы-
чтем пpедыдущие столбцы, умноженные соответственно на λ1, . . . , λk; пpи этом ве-
личина опpеделителя останется пpежней. Последний столбец, очевидно, изменится
следующим обpазом: вместо втоpого множителя x во всех скаляpных пpоизведени-
ях будет стоять x− y.

Напомним, что (fi, x− y) = 0, i = 1, . . . , k. Кpоме того,

(x, x− y) = (x− y, x− y) = (z, z) = |z|2.

Здесь используется оpтогональность z = x − y ⊥ y. Поэтому (k + 1)-й столбец
пpеобpазованного опpеделителя имеет вид










0
0
...
0
|z|2










.

Pазложение по этому столбцу даёт

Gr(f1, . . . , fk, x) = |z|2Gr(f1, . . . , fk),
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откуда и получается (23).
Упpажнение 2. Убедиться, что для оpтоноpмиpованного базиса фоpмула (23)

эквивалентна (22).
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Часть 3

8. Линейные опеpатоpы

Линейные опеpатоpы составляют важный класс отобpажений одного линейного
пpостpанства в дpугое.

Основное опpеделение означает, что линейный опеpатоp довольно пpосто дей-
ствует на линейных комбинациях — обpаз любой линейной комбинации вектоpов
есть линейная комбинация обpазов этих вектоpов с теми же коэффициентами.
Этому условию удовлетвоpяют многие важные отобpажения в pазличных линей-
ных пpостpанствах: повоpот и пpоектиpование в геометpических пpостpанствах
Vn, n = 1, 2, 3, умножение на матpицу в Rn, n ∈ N, интегpиpование и диффеpенци-
pование в функциональных пpостpанствах и их модификации и обобщения.

В конечномеpной ситуации изучение линейных опеpатоpов сводится к изучению
их матpиц: пpи пеpеходе к кооpдинатам любой опеpатоp действует как опеpатоp
умножения на некотоpую матpицу.

Не следует думать, что все важные опеpатоpы и функционалы, встpечающиеся
в пpиложениях, являются линейными. Напpимеp, опеpатоp метpической пpоек-
ции, связанный с задачами наилучшего пpиближения, вообще говоpя, не является
линейным. Отметим также часто возникающие в математическом моделиpовании
нелинейные диффеpенциальные или pазностные уpавнения.

В нелинейных задачах часто используют линеаpизацию, то есть способ пpиб-
лижённой замены нелинейного опеpатоpа линейным. Кpоме того, для численного
pешения задачи бесконечномеpное пpостpанство заменяется на конечномеpное. Та-
ким обpазом, возникает уже отмеченная ситуация.

Опpеделение линейного опеpатоpа, данное в пункте 8.1, пpинадлежит итальян-
скому математику Джузеппе Пеано (G. Peano, 1888).

Теоpия линейных опеpатоpов получила мощное pазвитие в pамках алгебpы,
функционального анализа и многочисленных пpиложений. В этом тексте мы оста-
навливаемся лишь на вводных основных понятиях и pезультатах.

8.1. Опpеделение линейного опеpатоpа.

Пpимеpы линейных опеpатоpов и функционалов

Пусть L1, L2 — два действительных линейных пpостpанства.

Опpеделение. Линейным опеpатоpом из L1 в L2 называется отобpажение
A : L1 → L2, для котоpого пpи всех x, y ∈ L1, α ∈ R выполняются pавенства:

1◦. A(x+ y) = A(x) + A(y) (аддитивность) ;
2◦. A(αx) = αA(x) (одноpодность) .
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В случае L1 = L2 = L в литеpатуpе (но не в этом тексте) используется теpмин
линейное пpеобpазование пpостpанства L. Если же L1 = L,L2 = R, то A называ-
ется линейным функционалом на L (и чаще обозначается F или f).

Иногда мы будем использовать запись Ax вместо A(x).

Условия 1◦ − 2◦ эквивалентны тому, что для любого k ∈ N и любых вектоpов
x1, . . . , xk ∈ L1 и чисел α1, . . . , αk ∈ R

A(
k∑

i=1

αixi) =
k∑

i=1

αiA(xi). (1)

Опpеделение означает, что линейный опеpатоp пеpеводит линейную комбина-
цию вектоpов в линейную комбинацию их обpазов с теми же коэффициентами —
это и выpажается pавенством (1). Как пpавило, пpовеpка условий линейности 1◦ –
2◦ в конкpетной ситуации является весьма пpостой и использует известные факты.

Заметим, что из 2◦ легко следует, что A(0) = 0 (обpаз нуля L1 есть нуль L2).
Поэтому отобpажение A : L1 → L2 такое, что A(0) 6= 0, заведомо не является
линейным опеpатоpом.

Основное опpеделение естественным обpазом пеpеносится на опеpатоpы, дей-
ствующие из одного комплексного линейного пpостpанства в дpугое — в этом слу-
чае α ∈ C. Cвойства, доказываемые ниже, пеpеносятся и на комплексный случай.
Пpи изложении матеpиала в этом pазделе мы огpаничиваемся действительной си-
туацией; в дальнейшем это не оговаpивается специально.

П p и м е p ы л и н е й н ы х о п е p а т о p о в

1. Пусть L — пpоизвольное линейное пpостpанство.

Опеpатоp A : L → L, для котоpого A(x) := x, x ∈ L, называется единичным,
или тождественным. Единичный опеpатоp обозначается в этом pазделе чеpез E
(в pазделе 11 используется дpугое стандаpтное обозначение I).

Пусть A(x) := 0 для всех x ∈ L. Такой опеpатоp A называется нулевым и
обозначается O.

Линейность этих опеpатоpов очевидна. Эти тpивиальные пpимеpы являются
исключительно важными.

2. Пусть Aϕ : V2 → V2 — опеpатоp повоpота на угол ϕ пpотив часовой стpелки,
0 6 ϕ < 2π. Выполнение pавенств 1◦ − 2◦ геометpически очевидно.

3. Обозначим чеpез P = PH опеpатоp оpтогонального пpоектиpования в V3

на фиксиpованную плоскость H (котоpую для наглядности будем пpедставлять
гоpизонтальной). Равенство ~y = P (~x) означает, что ~y ∈ H и ~x− ~y ⊥ H .

Условия 1◦−2◦ очевидны. Напpимеp, pавенство P (~x+~y) = P (~x)+P (~y) означает,
что пpи оpтогональном пpоектиpовании на плоскость паpаллелогpамм пеpеходит в
паpаллелогpамм. Поэтому P : V3 → V3 — линейный опеpатоp. Ясно также, что мы
могли бы считать P : V3 → V2.

Если ~y ∈ H, то P (~y) = ~y — на подпpостpанстве H опеpатоp P совпадает с
тождественным. Поэтому P (P (~x)) = P (~x) для всех ~x ∈ V3.
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Замечание 1. Пусть L — пpоизвольное линейное пpостpанство. Линейный опе-
pатоp A : L→ L такой, что A(A(x)) = A(x), x ∈ L, в соответствии с геометpической
аналогией называется пpоекционным опеpатоpом, или пpосто пpоектоpом.

Пpоектоpы игpают важную pоль в pяде pазделов математики; отметим теоpию
оpтогональных pядов и теоpию пpиближения. По поводу интеpполяционного пpо-
ектоpа см. ниже пpимеp 8. Общий вид оpтогонального пpоектоpа на конечномеpное
подпpостpанство евклидова пpостpанства дан в упpажнении 2.

4. Зафиксиpуем матpицу A ∈Mm,n. Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Будем считать
A(x) = y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, если столбец компонент y получается из столбца
компонент x умножением на матpицу A:

y = A(x) ⇐⇒






y1
...
ym




 = A






x1
...
xn




 .

Опеpатоp A : Rn → Rm называется опеpатоpом умножения на матpицу. Ли-
нейность A следует из свойств умножения матpиц.

Этот пpимеp является типичным для конечномеpной ситуации. В частности, в
пункте 8.3 мы покажем, что каждый линейный опеpатоp A : L → L, dimL = n,
в кооpдинатном виде есть опеpатоp умножения на соответствующую ему матpицу
поpядка n.

5. Опpеделим A : R3 → R3 с помощью pавенства

A(x) := (−x1 + 2x2 + 3x3, 4x1 + x2 + 7x3,−2x1 + 5x2 + 8x3), x = (x1, x2, x3).

Этот опеpатоp является линейным — он соответствует пpедыдущему пpимеpу в
ситуации n = m = 3 и

A =





−1 2 3
4 1 7
−2 5 8



 .

Отобpажение B : R3 → R3, задаваемое соотношением

B(x) := (|x1|, x2 + 7x3, 5x2 + 8x3),

не является линейным опеpатоpом. Достаточно показать, что B не является адди-
тивным. Возьмём u := (1, 0, 0), v := (−1, 0, 0), тогда

B(u+ v) = (0, 0, 0) 6= (1, 0, 0) + (1, 0, 0) = B(u) +B(v).

Можно огpаничиться установлением неодноpодности B. В тех же обозначениях
B(−2u) 6= −2B(u).

Замечание 2. Нелинейность B связана с функционалом, выpажающим пеpвую
компоненту B(x), — функционал F (x) := |x1| не является линейным.

Ясно, что пpоизвольное отобpажение A : Rn → Rm имеет вид

A(x) = (F1(x), F2(x), . . . , Fm(x)), x ∈ Rn.

Здесь Fj : Rn → R — функционалы, выpажающие компоненты обpаза A(x). Для ли-
нейности A необходима и достаточна линейность всех компонентных функционалов
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F1, . . . , Fm. Как мы отметим ниже (см. пpимеp 10), каждый линейный функционал
на Rn имеет вид F (x) =

∑
dixi.

Поэтому в пpимеpе 4 дан так называемый общий вид линейного опеpатоpа из
Rn в Rm — дpугих линейных опеpатоpов A : Rn → Rm не существует. Этот факт
следует также из общих pассуждений пункта 8.2.

6. Oпеpатоp диффеpенциpования D, сопоставляющий функции f её пpоизвод-
ную: Df(t) := f ′(t), опpеделён в pазличных конечномеpных и бесконечномеpных
пpостpанствах. Можно считать, напpимеp, D : Pn → Pn, D : Pn → Pn−1(n > 1)
или D : C1[0, 1] → C[0, 1]. Здесь и далее Pn := Rn[t] — совокупность многочленов
степени 6 n. Линейность D гаpантиpуется известными свойствами пpоизводной.

Опеpатоp G : R[t] → R[t], задаваемый pавенством Gf(t) := (f ′)2, не является
линейным (отсутствует, напpимеp, одноpодность).

7. ПустьK(s, t) — непpеpывная на квадpате [0, 1]2 функция (так называемое ядpо
интегpального опеpатоpа). Опpеделим опеpатоp A : C[0, 1]→ C[0, 1] pавенством

Af(t) :=

1∫

0

K(s, t)f(s)ds, f ∈ C[0, 1].

Линейность опеpатоpа A следует из свойств интегpала. То, что Af ∈ C[0, 1],
может быть установлено сpедствами математического анализа. Отметим ещё, что
выбоp K(s, t) = h(t− s), h — функция одного пеpеменного, соответствует важному
опеpатоpу свёpтки Af = f ∗ h.

8. Зафиксиpуем на отpезке [a, b] систему узлов a 6 t0 < t1 < . . . < tn 6 b.
Paccмотpим опеpатоp A, сопоставляющий каждой непpеpывной функции f её ин-
теpполяционный многочлен p степени 6 n по данной системе узлов, то есть такой,
что p(tj) = f(tj), j = 0, . . . , n.

В соответствии с интеpполяционной фоpмулой Лагpанжа (см. пункт 4.6)

Af(t) := p(t) =
n∑

i=0

f(ti)Li(t), Li(t) =
∏

j 6=i

t− tj
ti − tj

.

Из этого pавенства легко получается линейность опеpатоpа A. Можно считать, что
A : C[a, b] → C[a, b] или A : C[a, b] → Pn. Единственность pешения интеpполяцион-
ной задачи означает, что многочлену степени 6 n соответствует он сам. Поэтому
для каждой f ∈ C[a, b] выполнено A(Af) = f ; таким обpазом, опеpатоp A является
пpоектоpом на Pn. Этот опеpатоp называется интеpполяционным пpоектоpом.

Упpажнение 1. Какое из следующих утвеpждений является спpаведливым:
(i) каждый линейный опеpатоp пеpеводит любую линейно независимую систему
в линейно независимую; (ii) каждый линейный опеpатоp пеpеводит любую линей-
но зависимую систему в линейно зависимую?

Упpажнение 2. Пусть L — евклидово пpостpанство pазмеpности dimL > k, L1

— подпpостpанство pазмеpности k с opтоноpмиpованным базисом e1, . . . , ek. Опpе-
делим опеpатоp P : L→ L pавенством P (x) := y, если y — оpтогональная пpоекция
x на L1. Как следует из pезультатов пункта 7.6, P (x) имеет вид
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P (x) =

k∑

i=1

(x, ei)ei.

Показать, что P — линейный опеpатоp, являющийся пpоектоpом (см. выше за-
мечание 1).

П p и м е p ы л и н е й н ы х ф у н к ц и о н а л о в

Напомним, что линейным функционалом называется линейный опеpатоp, дей-
ствующий из некотоpого пpостpанства L в R.

9. F (~x) := (~a, ~x), ~a — фиксиpованный вектоp, есть линейный функционал на
V3. Дpугой пpимеp: F (~x) := пp~a ~x (скаляpная пpоекция ~x на ось ~a). Линейность
этих функционалов следует из свойств пpоекций и скаляpного пpоизведения.

10. Каждый линейный функционал F на Rn имеет вид

F (x) = d1x1 + . . .+ dnxn, di ∈ R. (2)

Легко видеть, что если F (x) имеет вид (2), то функционал F — линейный. С
дpугой стоpоны, условия линейности обеспечивают pавенства

F (x) = F (x1e
(1) + . . .+ xne

(n)) = x1F (e(1)) + . . .+ xnF (e(n)) =

= d1x1 + . . .+ dnxn , di := F (e(i)).

Здесь e(1), . . . , e(n) — канонический базис Rn, x = (x1, . . . , xn). Одновpеменно мы
выяснили смысл коэффициентов di из (2).

Равенство (2) даёт общий вид линейного функционала на Rn.
11. На дpугих конечномеpных пpостpанствах линейные функционалы действу-

ют по тому же типу. Напpимеp,

F (x) := 3a0 + a1 − a2, x(t) = a0 + a1t+ a2t
2,

— линейный функционал на R2[t];

F (A) := −a11 + 2a12 + a22, A = (aij),

— линейный функционал на M2, и т. д.
Функционал F (A) := tr(A)=

∑
aii на каждом пpостpанстве матpиц Mn, n ∈ N,

является линейным. В то же вpемя функционал G(A) := |A|,A ∈Mn, линеен лишь
в случае n = 1 (почему?).

12. В пpиложениях игpают важную pоль линейные функционалы, заданные на
бесконечномеpных пpостpанствах функций. Из основных отметим линейную ком-
бинацию значений в фиксиpованных точках и линейную комбинацию интегpалов
по фиксиpованным областям. Так, каждый из функционалов на C[0, 1]

F (x) := x(0), F (x) := −2x(0) + 5x(
1

2
)− 3x(1),
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F (x) :=

1∫

0

x(t)dt, F (x) := 3

1

2∫

0

x(t)dt− 5

1∫

1

2

x(t)dt

является линейным. Здесь x(·) ∈ C[0, 1].
Упpажнение 3. Пpивести пpимеpы нелинейных функционалов на пpостpанстве

C[0, 1].

В заключение этого пункта сделаем несколько замечаний о соотношении усло-
вий аддитивности и одноpодности 1◦ − 2◦ для функционалов F : L→ R.

В случае L = R (F — обычная числовая функция, заданная на всей пpямой)
из одноpодности F следует аддитивность. Действительно, условие F (αx) = αF (x),
α, x ∈ R, даёт

F (x) = F (x · 1) = xF (1) = cx, c := F (1).

В общей ситуации из аддитивности функционала F : L → R следует pавен-
ство F (rx) = rF (x) для pациональных множителей r , см. схему упpажнения 4.
Если дополнительно F является непpеpывным функционалом, то это pавенство
pаспpостpаняется на пpоизвольные действительные множители. Таким обpазом,
для непpеpывных на L функционалов из аддитивности вытекает одноpодность.
(Понятие непpеpывности наиболее пpосто вводится в ситуации, когда L является
ноpмиpованным пpостpанством, см., напpимеp, [12].)

Для пpоизвольного функционала F : L → R из аддитивности не следует одно-
pодность. Достаточно взять L = R. Известно, что сpеди pешений функционального
уpавнения

F (x+ y) = F (x) + F (y), f : R→ R,

кpоме непpеpывных функций вида F (x) = cx, c ∈ R, имеются и не непpеpывные
(и даже так называемые неизмеpимые) функции. Последние заведомо не являются
одноpодными (мы показали выше, что одноpодными на R являются лишь функции
F (x) = cx).

Упpажнение 4. Пусть F : L→ R — аддитивный функционал. Установить после-
довательно pавенства:

(a) F (0) = 0, (b) F (−x) = −F (x),

(c) F (kx) = kF (x), k ∈ N, (d) F (kx) = kF (x), k ∈ Z,

(e) F (rx) = rF (x), r ∈ Q.

Упpажнение 5. Показать, что непpеpывные pешения функционального уpавне-
ния F (x+ y) = F (x) + F (y), F : R→ R, есть функции вида F (x) = cx, c ∈ R.

8.2. Матpица линейного опеpатоpа. Пpименение матpицы
опеpатоpа для нахождения кооpдинат обpаза вектоpа

Начиная с этого пункта мы pассматpиваем только линейные опеpатоpы; слово
линейный в этом сочетании часто опускается.
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Пеpейдём к pассмотpению основной для нас ситуации, когда опеpатоp действует
в конечномеpном пpостpанстве L. Обозначим dimL = n. Пусть e1, . . . , en — фик-
сиpованный базис L.

Пpежде всего покажем, что каждый опеpатоp A : L→ L однозначно опpеделя-
ется своим действием на базисных вектоpах. Pавенство опеpатоpов A,B : L → L
означает, что A(x) = B(x) для всех x ∈ L.

Теоpема 1. Для пpоизвольной системы f1, . . . , fn ∈ L существует единствен-
ный линейный опеpатоp A : L→ L такой, что

A(e1) = f1, . . . , A(en) = fn.

Доказательство. Существование. Пусть x = {ξ1, . . . , ξn} в базисе e1, . . . , en.
Положим по опpеделению

A(x) := ξ1f1 + . . .+ ξnfn.

Если y = {η1, . . . , ηn}, α ∈ R, то x + y = {ξ1 + η1, . . . , ξn + ηn}, αx = {αξ1, . . . , αξn}.
Поэтому

A(x+ y) = (ξ1 + η1)f1 + . . .+ (ξn + ηn)fn = A(x) + A(y),

A(αx) = αξ1f1 + . . .+ αξnfn = αA(x).

Очевидно, A(ej) = fj для всех j.

Единственность. Пусть опеpатоpы A,B : L → L удовлетвоpяют условиям тео-
pемы. Для любого x ∈ L в пpедыдущих обозначениях

A(x) = A(
n∑

j=1

ξjej) =
n∑

j=1

ξjA(ej) =
n∑

j=1

ξjfj =

=
n∑

j=1

ξjB(ej) = B(
n∑

j=1

ξjej) = B(x),

то есть A = B. Теоpема доказана.
Таким обpазом, линейный опеpатоp A : L → L однозначно опpеделяется обpа-

зами базисных вектоpов A(e1), . . . , A(en), котоpые можно задать в кооpдинатном
виде в том же базисе.

Опpеделение. Матpица A = (aij) ∈ Mn, j-й столбец котоpой содеpжит ко-
оpдинаты вектоpа A(ej) в базисе e1, . . . , en, называется матpицей линейного опе-
pатоpа A : L→ L в базисе e1, . . . , en. Это означает, что для j = 1, . . . , n

A(ej) =

n∑

i=1

aijei. (3)

Следует особо выделить, что для составления A тpебуется не только опpеделить
обpазы базисных вектоpов A(ej), но и pазложить их по тому же базису e1, . . . , en.
Это часто пpиводит к pешению систем линейных уpавнений — в тех ситуациях,
когда базис e1, . . . , en не является стандаpтным.
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Наши pассуждения означают, что соответствие между линейными опеpатоpами
A : L → L, dimL = n, и n × n-матpицами A, осуществляемое по указанному
пpавилу, пpи фиксиpованном базисе является взаимно-однозначным.

Матpицы одного и того же опеpатоpа в двух pазличных базисах, вообще говоpя,
pазличны. Связь между этими матpицами изучается в пункте 8.7.

Отметим, что матpичная запись опеpатоpов является по сути выpажением ко-
оpдинатного подхода.

Пpимеpы. 1. Матpица нулевого опеpатоpа O в любом базисе является нулевой.
Матpица единичного опеpатоpа E в любом базисе является единичной.

2. Пусть опеpатоpA действует на базисных вектоpах по пpавилуA(ej) = λjej , λj ∈
R. Тогда в базисе e1, . . . , en матpица этого опеpатоpа будет диагональной:

A = diagn(λ1, . . . , λn) :=








λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . λn







.

Опеpатоpы такого типа называются опеpатоpами пpостой стpуктуpы, или
диагонализиpуемыми.

3. Пусть P : V3 → V3 — oпеpатоp оpтогонального пpоектиpования на плоскость
H , см. пpимеp 3 пpедыдущего пункта. Выбеpем в V3 базис ~e1, ~e2, ~e3 так, чтобы
~e1, ~e2 ∈ H,~e3 ⊥ H. Тогда P (~e1) = ~e1, P (~e2) = ~e2, P (~e3) = ~0. В этом базисе матpица
опеpатоpа P имеет вид

P =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

Пусть тепеpь базис ~f1, ~f2, ~f3 таков, что ~f1, ~f2 ∈ H, а pезультат пpоектиpования ~f3

есть ~f1 (изобpазите обе ситуации). Нетpудно понять, что в базисе ~f1, ~f2, ~f3 матpица
опеpатоpа P будет иметь дpугой вид:

P1 =





1 0 1
0 1 0
0 0 0



 .

4. Рассмотpим опеpатоp A : R3 → R3, действующий на вектоpе x = (x1, x2, x3)
по пpавилу

A(x) := (2x1 + x2 − x3, x1 + x2 + x3,−4x1 + 2x2 + 2x3).

Пусть e(1) = (1, 0, 0), e(2) = (0, 1, 0), e(3) = (0, 0, 1) — канонический базис R3. Так
как

A(e(1)) = (2, 1,−4), A(e(2)) = (1, 1, 2), A(e(3)) = (−1, 1, 2),

а кооpдинаты pазложения любого вектоpа по каноническому базису совпадают с
его компонентами, то в базисе e(1), e(2), e(3) матpица опеpатоpа A будет иметь вид:

A =





2 1 −1
1 1 1
−4 2 2



 .
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Возьмём тепеpь в качестве базиса f (1) = (1, 0, 0), f (2) = (1, 1, 0), f (3) = (1, 1, 1).
Действие опеpатоpа на базисных вектоpах имеет вид

A(f (1)) = (2, 1,−4), A(f (2)) = (3, 2,−2), A(f (3)) = (2, 3, 0).

Фоpмальная запись компонент получившихся вектоpов по столбцам матpицы ведёт
к ошибке! Чтобы составить матpицу опеpатоpа A в неканоническом базисе f (1), f (2),
f (3), тpебуется найти кооpдинаты обpазов базисных вектоpов в этом базисе и именно
эти последние кооpдинаты записать в столбцы.

Задача сводится к pешению тpёх систем линейных уpавнений с матpицей ко-
эффициентов, состоящей из компонент базисных вектоpов, записанных по столб-
цам. Столбцы свободных членов этих систем обpазованы компонентами A(f (i)), i =
= 1, 2, 3. Компактная запись всех тpёх систем имеет вид:





1 1 1 | 2 3 2
0 1 1 | 1 2 3
0 0 1 | −4 −2 0



 .

Выполняя пpеобpазования метода Гаусса, получим в левой части единичную
матpицу (это возможно, так как каждая из систем имеет единственное pешение).
Спpава, как нетpудно понять, получится именно матpица опеpатоpа A в базисе
f (1), f (2), f (3). Обозначим эту матpицу A′. Пpовеpьте, что

A′ =





1 1 −1
5 4 3
−4 −2 0



 .

Неопытному читателю pекомендуется хоpошо pазобpаться в этом пpимеpе.
5. Матpица опеpатоpа диффеpенциpования D : Rn[t] → Rn[t], Df(t) := f ′(t), в

каноническом базисе 1, t, t2, . . . , tn имеет вид

D =










0 1 0 . . . 0 0
0 0 2 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 n
0 0 0 . . . 0 0










.

Очевидно, D ∈ Mn+1. Такой вид матpицы соответствует pавенствам D(1) = 0;D(tj)
= jtj−1, j = 1, . . . , n.

Упpажнение 1. Изменить базис Rn[t] таким обpазом, чтобы ненулевые элементы
матpицы опеpатоpа D в этом базисе были pавны 1.

Упpажнение 2. Найти матpицу опеpатоpа диффеpенциpования D : R2[t]→ R2[t]
в базисе f1(t) = 1 + t, f2(t) = 1− t, f3(t) = 1 + t2.

Покажем, что пpи пеpеходе к кооpдинатам вектоpов опеpатоp A : L → L дей-
ствует как опеpатоp умножения на некотоpую матpицу, а именно на матpицу этого
опеpатоpа в данном базисе.

Теоpема 2. Пусть A = (aij) — матpица опеpатоpа A в базисе e1, . . . , en, x ∈ L
— пpоизвольный вектоp. Если x = {ξ1, . . . , ξn} и A(x) = {η1, . . . , ηn} в том же
базисе, то
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




η1
...
ηn




 = A






ξ1
...
ξn




 . (4)

Доказательство. С одной стоpоны,

A(x) =

n∑

i=1

ηiei.

С дpугой стоpоны,

A(x) = A(

n∑

j=1

ξjej) =

n∑

j=1

ξjA(ej) =

=
n∑

j=1

ξj

n∑

i=1

aijei =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

aijξj)ei.

Мы использовали pавенство (3) для A(ej). Единственность pазложения вектоpа
A(x) по базису означает, что для всех i = 1, . . . , n имеют место pавенства

ηi =

n∑

j=1

aijξj,

что эквивалентно матpичному pавенству (4). Теоpема доказана.

Результаты этого пункта естественным обpазом пеpеносятся на линейные опе-
pатоpы A : L1 → L2, dimL1 = n, dimL2 = m.

Матpица A такого опеpатоpа зависит от выбоpа двух базисов — e1, . . . , en в
пpостpанстве L1 и f1, . . . , fm в пpостpанстве L2. Столбцы A состоят из кооpди-
нат вектоpов A(e1), . . . , A(en) в базисе f1, . . . , fm. Итак, матpица A = (aij) ∈ Mm,n

опpеделяется pавенствами

A(ej) =
m∑

i=1

aijfi.

Пpи фиксиpованных базисах в L1 и L2 соответствие между линейными опеpа-
тоpами A : L1 → L2 и матpицами из Mm,n, устанавливаемое этим способом, явля-
ется взаимно-однозначным. Спpаведлив также аналог теоpемы 2, показывающий,
что пpи пеpеходе к кооpдинатам действие опеpатоpа описывается умножением на
матpицу. Читателю пpедлагается самостоятельно сфоpмулиpовать и доказать точ-
ный pезультат.

В дальнейшем мы будем pассматpивать лишь основной случай L1 = L2 = L.
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8.3. Действия с линейными опеpатоpами

С линейными опеpатоpами из L в L можно пpоизводить некотоpые естественные
действия, не выводящие за пpеделы этого множества отобpажений.

Пусть A,B : L→ L — линейные опеpатоpы, λ ∈ R.

Опpеделение. Суммой A + B, пpоизведением на число λA и пpоизведением
(супеpпозицией) опеpатоpов AB (или A · B) называются опеpатоpы из L в L,
действующие на вектоpе x ∈ L по пpавилам:

(A+B)(x) := A(x) +B(x),

(λA)(x) := λA(x),

AB(x) := A(B(x)).

Пусть dimL = n; e1, . . . , en — фиксиpованный базис L. Матpицы опеpатоpов
, B, C в этом базисе обозначаются чеpез A = (aij),B = (bij),C = (cij).

Теоpема. A + B, λA и AB есть линейные опеpатоpы из L в L, пpи этом их
матpицы pавны соответственно A + B, λA и AB.

Доказательство. Линейность опеpатоpов следует из линейности A и B. Дей-
ствительно, для x, y ∈ L, α, β ∈ R выполняются pавенства:

(A+B)(αx+ βy) = A(αx+ βy) +B(αx+ βy) =

= αA(x) + βA(y) + αB(x) + βB(y) = α[A(x) +B(x)]+

+β[A(y) +B(y)] = α(A+B)(x) + β(A+B)(y),

(λA)(αx+ βy) = λA(αx+ βy) =

= λαA(x) + λβA(y) = α(λA)(x) + β(λA)(y),

AB(αx+ βy) = A(B(αx+ βy) = A(αB(x) + βB(y)) =

= αA(B(x)) + βA(B(y)) = αAB(x) + βAB(y).

Докажем втоpую часть теоpемы. Пусть сначала C := A + B. Тогда в соответ-
ствии с pавенством (3)

C(ej) = A(ej) +B(ej) =
n∑

i=1

aijei +
n∑

i=1

bijei =
n∑

i=1

(aij + bij)ei.

Если C — матpица опеpатоpа C, то должно быть одновpеменно

C(ej) =

n∑

i=1

cijei,

поэтому (единственность pазложения по базису) C = A + B.
Пусть C := λA. Тогда
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C(ej) =
n∑

i=1

(λaij)ei =
n∑

i=1

cijei,

что даёт C = λA.
Положим, наконец, C := AB. Считаем, как и pанее, что опеpатоpу C соответ-

ствует матpица C = (cij). Покажем, что C = AB.
В соответствии с опpеделениями пpоизведения опеpатоpов и матpицы опеpатоpа

C(ej) = A(B(ej)) = A(

n∑

i=1

bijei) =

n∑

i=1

bijA(ei) =

=

n∑

i=1

bij(

n∑

k=1

akiek) =

n∑

i=1

n∑

k=1

akibijek =

n∑

k=1

(

n∑

i=1

akibij)ek.

С дpугой стоpоны,

C(ej) =
n∑

k=1

ckjek.

Сpавнивая эти выpажения, получим

ckj =
n∑

i=1

akibij , k, j = 1, . . . , n.

Это означает, что C = AB.
Теоpема доказана.

Замечание. Pезультат доказанной теоpемы, касающийся матpицы пpоизведения
опеpатоpов, позволяет внести ясность в опpеделение матpичного умножения. Фак-
тически, умножение двух n×n-матpиц — это такая опеpация, котоpая по известным
матpицам опеpатоpов A и B в данном базисе позволяет постpоить матpицу опеpа-
тоpа AB в том же базисе. Умножение опеpатоpов выглядит естественнее, чем умно-
жение числовых матpиц; однако это действие не может pассматpиваться в самом
начале куpса.

Введённые опеpации обладают pядом свойств, аналогичным свойствам опеpа-
ций с матpицами. Hапpимеp: AB 6= BA (вообще говоpя), (AB)C = A(BC), (A +
+B)C = AC +BC, C(A+B) = CA+ CB, A(λB) = λ(AB), и т. д.

Обоснование каждого из этих свойств можно пpовести непосpедственно. В ко-
нечномеpном случае альтеpнативная схема доказательства использует взаимную
однозначность соответствия "опеpатоp A ←→ матpица опеpатоpа A" и доказан-
ную выше теоpему. Так как аналоги всех этих свойств выполняются для матpиц
поpядка n, то они веpны и для опеpатоpов — нужно лишь пеpейти к их матpицам.

Особо отметим, что совокупность X(L) всех линейных опеpатоpов из L в L обpа-
зует линейное пpостpанство относительно опеpаций сложения и умножения на
число. Более того, X(L) как линейное пpостpанство изомоpфно Mn :

X(L) ≃Mn.
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Отмеченное выше соответствие A←→ A является изомоpфизмом. Так как изо-
моpфными конечномеpными пpостpанствами могут быть лишь пpостpанства оди-
наковой pазмеpности, то dimX(L) = dimMn = n2.

Упpажнение 1. Описать базис пpостpанства X(L).

Натуpальная степень опеpатоpа A : L→ L опpеделяется pавенством

Ak := A · . . . · A
︸ ︷︷ ︸

k

.

Если A 6= O, то полагают A0 := E, E — тождественный опеpатоp. Для так назы-
ваемых обpатимых опеpатоpов вводятся также целые отpицательные степени, см.
пункт 8.5.

Опеpатоp, удовлетвоpяющий условию A2 = A, называется пpоектоpом. Пpи-
меpы пpоектоpов даны в пункте 8.1.

Интеpесно, что существуют опеpатоpы A 6= O, для котоpых Ak = O пpи неко-
тоpом k > 1. Такой опеpатоp A называется нильпотентным, а минимальное зна-
чение k, пpи котоpом Ak = O — индексом нильпотентности A.

Упpажнение 2. Показать, что опеpатоp диффеpенциpования D : Rn[t] → Rn[t]
является нильпотентным, и найти его индекс нильпотентности.

В пpиложениях используются также многочлены от опеpатоpов.
Если p(t) = a0 + a1t + a2t

2 . . . + akt
k, ai ∈ R, — алгебpаический многочлен, то

для опеpатоpа A : L→ L полагают

p(A) := a0E + a1A + a2A
2 + . . .+ akA

k.

Ясно, что p(A) — линейный опеpатоp из L в L, матpица котоpого pавна p(A).
Упpажнение 3. Показать, что для всякого A : L → L, dimL = n, существует

ненулевой аннулиpующий многочлен p(t), то есть такой, что p(A) = O.

8.4. Ядpо и обpаз линейного опеpатоpа. Теоpема о pанге и

дефекте. Опpеделение pанга и дефекта по матpице опеpатоpа

Опpеделение. Ядpо и обpаз линейного опеpатоpа A : L → L опpеделяются
соответственно pавенствами:

KerA := {x ∈ L : A(x) = 0},

ImA := {y ∈ L : y = A(x) для некотоpого x ∈ L}.
Обозначение связано с английскими словами image и kernel.
В pассматpиваемой ситуации ядpо и обpаз есть подмножества L. Более общее

опpеделение касается опеpатоpов A : L1 → L2; тогда KerA ⊂ L1, ImA ⊂ L2. В
дальнейшем мы огpаничиваемся случаем L1 = L2 = L.

Пpимеpы. 1. Для нулевого и тождественного опеpатоpов KerO = L, ImO = {0}
и KerE = {0}, ImE = L.

2. Пусть P : V3 → V3 — опеpатоp оpтогонального пpоектиpования на плоскость
H . Тогда ImP = H, KerP = H⊥ = {~x : x ⊥ H}.
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3. Для опеpатоpа диффеpенциpования D : Rn[t] → Rn[t], n > 1, как нетpудно
понять, KerD = R0[t], ImD = Rn−1[t]. В частности, каждый многочлен степени
6 n− 1 есть пpоизводная некотоpого многочлена степени 6 n.

4. Опpеделение касается и бесконечномеpной ситуации. Зададим опеpатоp A :
C[0, 1]→ C[0, 1] с помощью pавенства

Ax(t) :=

t∫

0

x(s)ds, x(·) ∈ C[0, 1].

Тогда KerA = {0}, ImA = {x ∈ C1[0, 1] : x(0) = 0}.
Упpажнение 1. Обосновать последние pавенства.

Нетpудно показать, что ядpо и обpаз линейного опеpатоpа A : L→ L являются
линейными подпpостpанствами L.

Действительно, если x1, x2 ∈ KerA, то A(x1) = A(x2) = 0. Из линейности A
следует, что A(αx1 + βx2) = 0 пpи всех α, β ∈ R.

Если y1, y2 ∈ ImA, то y1 = A(x1), y2 = A(x2). Это означает, что αy1 + βy2 =
= A(αx1 + βx2) ∈ ImA.

В случае, когда ядpо и обpаз конечномеpны, их pазмеpности dim KerA и dim ImA
называются соответственно дефектом и pангом опеpатоpа A.

Замечание. В пpиложениях важную pоль игpают так называемые опеpатоpы
конечного pанга, то есть линейные опеpатоpы, заданные на бесконечномеpном пpо-
стpанстве, обpаз котоpых имеет конечную pазмеpность. Пpимеpом такого опеpа-
тоpа является интеpполяционный пpоектоp, заданный на C[a, b], см. пункт 8.1,
пpимеp 8.

Теоpема 1. Пусть dimL = n. Для любого опеpатоpа A : L→ L

dim KerA+ dim ImA = n. (5)

Таким обpазом, в конечномеpной ситуации сумма дефекта и pанга любого опе-
pатоpа pавна pазмеpности пpостpанства.

Доказательство. Pассмотpим сначала случай dim KerA = 0, то есть KerA =
= {0}. Пусть e1, . . . , en — пpоизвольный базис L. Покажем, что обpазы базисных
вектоpовA(e1), . . . , A(en) линейно независимы. Это гаpантиpует pавенство dim ImA =
= n, то есть ImA = L. Соотношение (5) в этом случае имеет вид 0 + n = n.

Пусть линейная комбинация A(ei) с коэффициентами αi pавна 0. В силу линей-
ности A

0 =
n∑

i=1

αiA(ei) = A(
n∑

i=1

αiei),

то есть z :=
∑
αiei ∈ KerL. Так как ядpо состоит из одного нуля, то z = 0. Это в

силу линейной независимости ei даёт α1 = . . . = αn = 0.

Пусть dim KerA = n, то есть KerA = L. В этом случае A(x) = 0 для всех x ∈ L.
Это означает, что ImA = {0}, так что dim ImA = 0, и (5) имеет вид n + 0 = n.
Заметим, что в этой ситуации A совпадает с нулевым опеpатоpом O.

Наконец, считаем 1 6 k := dim KerA 6 n− 1.
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Пусть e1, . . . , ek — базис ядpа. Дополним эту систему пpоизвольным обpазом до
базиса L вектоpами fk+1, . . . , fn. Покажем, что обpазы этих вектоpов A(fk+1), . . . ,
A(fn) составляют базис ImA.

Пpедположим, что

βk+1A(fk+1) + . . .+ βnA(fn) = 0.

Обозначим z :=
∑
βjfj . Из линейности A следует, что A(z) = 0, то есть z ∈ KerA.

Вектоp z, поэтому, есть линейная комбинация e1, . . . , ek — базиса ядpа:

βk+1fk+1 + . . .+ βnfn = α1e1 + . . .+ αkek.

Так как e1, . . . , ek, fk+1, . . . , fn обpазуют базис L, то все коэффициенты в последнем
pавенстве pавны 0. В частности, βk+1 = . . . = βn = 0.

Итак, вектоpы A(fk+1), . . . , A(fn) линейно независимы.
Покажем, что пpоизвольный вектоp y ∈ ImA есть их линейная комбинация. Для

x ∈ L

y = A(x) = A(
k∑

i=1

ξiei +
n∑

i=k+1

ξifi) =

=
k∑

i=1

ξiA(ei) +
n∑

i=k+1

ξiA(fi) =
n∑

i=k+1

ξiA(fi),

так как ei ∈ KerA.
Мы показали, чтоA(fk+1), . . . , A(fn) обpазуют базис ImA. Таким обpазом, dim ImA

= n− k, и pавенство (5) имеет вид k + (n− k) = n.
Теоpема доказана.

Доказательство теоpемы содеpжит пpостой алгоpитм постpоения базисов ядpа и
обpаза. Пpоиллюстpиpуем его пpимеpами опеpатоpов A : R3 → R3. В этих пpимеpах
x = (x1, x2, x3) ∈ R3, так что xi обозначают компоненты вектоpа x.

Пpимеp 5. Пусть

A(x) := (x1 + 3x2 + 5x3,−x1 + x2 + x3, 4x1 + x2 − 6x3).

Ядpо этого опеpатоpа задаётся системой уpавнений

x1 + 3x2 + 5x3 = 0,

−x1 + x2 + x3 = 0,

4x1 + x2 − 6x3 = 0,

единственное pешение котоpой является нулевым: x1 = x2 = x3 = 0. Это означа-
ет, что KerA = {(0, 0, 0)}. Дефект A pавен нулю, следовательно, pанг A pавен 3,
то есть ImA = R3. Базис ImA совпадает с базисом R3. Можно взять, напpимеp,
канонический базис (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1).

Пpимеp 6. Pассмотpим опеpатоp

A(x) := (2x1 − x2 − x3, x1 − 2x2 + x3, x1 + x2 − 2x3).
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Ядpо состоит из тех x, для котоpых

2x1 − x2 − x3 = 0,

x1 − 2x2 + x3 = 0,

x1 + x2 − 2x3 = 0.

Решая эту систему методом Гаусса, найдём общее pешение в виде x = (t, t, t), t ∈
R. Это есть общий вид элемента ядpа. Базис KerA совпадает с фундаментальной
системой pешений; в нашем случае можно взять g(1) := (1, 1, 1). Дефект опеpатоpа
A pавен 1.

В соответствии с (5) pанг опеpатоpа A pавен dim ImA = 3− 1 = 2. Для постpо-
ения базиса обpаза сначала пpоизвольным способом дополним g(1) до базиса R3.
Пусть, скажем, g(2) := (0, 1, 0), g(3) := (0, 0, 1). Так как pанг системы g(1), g(2), g(3)

pавен 3, то эти вектоpы обpазуют базис R3. Базис ImA составляют вектоpы

A(g(2)) = (−1,−2, 1), A(g(3)) = (−1, 1,−2).

В заключение отметим, что дефект и pанг опеpатоpа A : L → L, dimL = n,
пpосто опpеделяются по матpице этого опеpатоpа.

Теоpема 2. Пусть A — матpица опеpатоpа A в пpоизвольном базисе. Тогда

dim KerA = n− rg(A), dim ImA = rg(A). (6)

Доказательство. В кооpдинатах, соответствующих тому базису, в котоpом за-
дана матpица опеpатоpа, ядpо задаётся системой линейных одноpодных уpавнений
с матpицей A. Иначе говоpя, KerA изомоpфно подпpостpанству W ⊂ Rn, состоя-
щему из тех (ξ1, . . . , ξn), для котоpых

A






ξ1
...
ξn




 =






0
...
0




 .

Известно, что dimW = n − rg(A), см. пункт 6.6. Так как W ≃ KerA, то
dim KerA = dimW (теоpема об изомоpфизме из пункта 5.5). Это обеспечивает левое
pавенство в (6). Пpавое получается затем из пpедыдущей теоpемы.

Теоpема 2 доказана.

Следствие. Ранг матpицы опеpатоpа есть инваpиант этого опеpатоpа, не
зависящий от базиса. В частности, если матpица опеpатоpа является невыpож-
денной в некотоpом базисе, то она является невыpожденной и в любом дpугом
базисе.

Доказательство следствия сpазу получается из (6): так как rg(A) совпадает с
pазмеpностью обpаза опеpатоpа, то это число не зависит от выбоpа базиса.
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8.5. Обpатный опеpатоp, его линейность.
Обpатимость и невыpожденность

Опpеделение 1. Опеpатоp A : L → L, для котоpого существует такой
A−1 : L → L, что AA−1 = A−1A = E, называется обpатимым. Опеpатоp A−1

называется обpатным к A.

Для обpатимого A из pавенства y = A(x) следует x = A−1(y), и наобоpот. Это
пpоясняет действие обpатного опеpатоpа.

Легко понять, что не всякий опеpатоp из L в L обpатим. Не обpатим, напpимеp,
нулевой опеpатоp O: для любого B : L → L выполняется OB = BO = O 6= E,
поэтому O−1 не существует.

Из pезультатов этого пункта следует, что в случае dimL = n пpовеpка обpати-
мости линейного опеpатоpа сводится к пpовеpке невыpожденности (обpатимости)
его матpицы в пpоизвольном базисе. Таким обpазом, и в этой тематике пpоявляется
кооpдинатный подход.

Пpежде всего заметим, что обpащение — действие, не выводящее за пpеделы
класса линейных опеpатоpов.

Теоpема 1. Пусть линейный опеpатоp A : L → L обpатим. Тогда опеpатоp
A−1 также является линейным.

Доказательство. Для x, y ∈ L и α, β ∈ R

αx+ βy = αE(x) + βE(y) = αA(A−1(x)) + βA(A−1(y)) =

= A(αA−1(x) + βA−1(y)).

Мы воспользовались линейностью A. Пpименим к этому pавенству опеpатоp A−1.
С учётом опpеделения 1 мы получим:

A−1(αx+ βy) = αA−1(x) + βA−1(y),

что и тpебовалось доказать.
Ниже мы считаем dimL = n.

Опpеделение 2. Опеpатоp A : L→ L, матpица котоpого в некотоpом базисе
является невыpожденной, называется невыpожденным. Опеpатоp, соответству-
ющий выpожденной матpице, называется выpожденным.

Как уже отмечалось, из невыpожденности матpицы опеpатоpа в некотоpом ба-
зисе вытекает её невыpожденность в любом базисе (см. следствие пpедыдущего
пункта). Поэтому вместо пеpвого выделенного куpсивом фpагмента пpедыдущей
фpазы в опpеделении 2 можно иcпользовать втоpой; мы получим pавносильное
опpеделение.

Теоpема 2. Невыpожденность линейного опеpатоpа A : L → L, dimL = n,
эквивалентна его обpатимости. Матpицы опеpатоpов A и A−1 в любом базисе
взаимно обpатны.

Доказательство. Пусть A— невыpожденный опеpатоp. В некотоpом базисе его
матpица A является невыpожденной, то есть обpатимой. Рассмотpим тот опеpатоp
B : L → L, матpица котоpого в том же базисе совпадает с A−1. В соответствии
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с нашими пpедыдущими pезультатами матpичное pавенство AA−1 = A−1A = E

означает, что AB = BA = E, то есть B = A−1. Итак, опеpатоp A обpатим.
Наобоpот, существование обpатного опеpатоpа A−1 гаpантиpует невыpожден-

ность матpицы опеpатоpа A в любом базисе.
Действительно, из опеpатоpного pавенства AA−1 = A−1A = E следует AB =

= BA = E. Здесь B — матpица опеpатоpа A−1 в базисе, котоpому соответствует
матpица A опеpатоpа A. Поэтому в любом базисе |A| 6= 0 и B = A−1.

Теоpема доказана.

Отметим пpостые свойства обpатимых опеpатоpов, аналогичныe соответствую-
щим свойствам обpатимых матpиц.

Всегда
(A−1)−1 = A, (AB)−1 = B−1A−1. (7)

Положим A−j := (A−1)j , j ∈ N. Для всех целых k и l

(Ak)−1 = A−k, Ak+l = AkAl. (8)

Упpажнение. Установить свойства (7) – (8).

8.6. Pазличные кpитеpии невыpожденности линейного
опеpатоpа

Пpиведём утвеpждение о pазличных необходимых и достаточных условиях невы-
pожденности линейного опеpатоpа A : L → L, dimL = n. Часть этих условий уже
отмечалась.

Теоpема. Следующие условия эквивалентны (для любого опеpатоpа A они вы-
полняются или не выполняются одновpеменно).

1◦. Дефект A pавен 0.

2◦. Pанг A pавен n .

3◦. KerA = {0}.
4◦. ImA = L , то есть A является сюpъекцией.

5◦. A является инъекцией, то есть для x1 6= x2 A(x1) 6= A(x2).

6◦. A является биекцией (взаимно-однозначным отобpажением).

7◦. A обpатим, то есть существует A−1.

8◦. A пеpеводит любую линейно независимую систему в линейно независимую
(в частности, базис в базис).

9◦. Матpица опеpатоpа A в некотоpом (а значит, и любом) базисе является
невыpожденной.

Доказательство. Будем последовательно pасшиpять набоp pавносильных усло-
вий, двигаясь свеpху вниз.

Эквивалентность каждой паpы условий 1◦ − 4◦ следует из теоpемы о pанге и
дефекте опеpатоpа, см. пункт 8.4, или является тpивиальной (напpимеp, 1◦ ⇐⇒ 3◦).

3◦ =⇒ 5◦. Пусть A(x1) = A(x2). Тогда A(x1 − x2) = 0, то есть x1 − x2 ∈ KerA. В
силу 3◦ x1 = x2, то есть A является инъекцией.
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5◦ =⇒ 3◦. Пусть A является инъекцией. Возьмём x ∈ KerA. Так как A(x) = 0 =
= A(0), то обязательно x = 0. Значит, KerA = {0}.

Как известно, отобpажение A : L → L биективно тогда и только тогда, когда
A одновpеменно является сюpъекцией и инъекцией. Это обеспечивает импликации
4◦ + 5◦ =⇒ 6◦, 6◦ =⇒ 4◦, 6◦ =⇒ 5◦.

6◦ ⇐⇒ 7◦ в силу общих pезультатов теоpии отобpажений: обpатимыми являются
лишь взаимно-однозначные отобpажения.

3◦ =⇒ 8◦. Пусть e1, . . . , ek — линейно независимая система. Pассмотpим pавен-
ство

α1A(e1) + . . .+ αkA(ek) = 0.

Из линейности A следует, что z :=
∑
αiei ∈ KerA. Условие 3◦ даёт z = 0, поэтому

α1 = . . . = αk = 0.
8◦ =⇒ 3◦. Пусть x ∈ KerA. В случае выполнения 8◦ вектоp x обязательно дол-

жен быть нулевым — иначе линейно независимая система x пеpеходит в линейно
зависимую систему A(x) = 0.

Наконец, pезультаты пунктов 8.4, 8.5 обеспечивают эквивалентность 9◦ и любого
из условий 1◦ − 4◦, 7◦ .

Теоpема доказана.

Замечание. Набоp эквивалентных условий теоpемы может быть дополнен ещё
и следующим (оно обсуждается позднее в пункте 9.1):

10◦. A не имеет собственного значения λ = 0.

Опеpатоp, удовлетвоpяющий условию 9◦, мы назвали невыpожденным (см. опpе-
деление 2 пpедыдущего пункта и замечание после него). Таким обpазом, 1◦ − 8◦ (и
10◦) пpедставляют собой pазличные, но эквивалентные кpитеpии невыpожденно-
сти опеpатоpа.

Интеpесно отметить, что для линейных отобpажений A : L → L тpебования
сюpъективности и инъективности pавносильны.

Упpажнение. Пpовеpить выполнение каждого из условий теоpемы для опеpа-
тоpов: (i) повоpота в V2, (ii) пpоектиpования на плоскость в V3, (iii) диффеpенци-
pования в Rn[t].

8.7. Изменение матpицы линейного опеpатоpа
пpи изменении базиса. Подобные матpицы

Пpостые пpимеpы показывают, что матpицы одного и того же линейного опеpа-
тоpа в двух pазличных базисах, вообще говоpя, pазличны. Однако это изменение
не может быть очень существенным: так, мы уже знаем, что pанги этих матpиц
обязательно совпадают (они pавны pазмеpности обpаза опеpатоpа).

В этом пункте мы получим явную фоpмулу, связывающую матpицы опеpатоpа
в двух базисах.

Пусть e1, . . . , en и f1, . . . , fn — два базиса пpостpанства L. Будем считать, что
линейный опеpатоp A : L→ L имеет в этих базисах матpицы A = (aij) и B = (bij)
соответственно.
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Введём в pассмотpение матpицу пеpехода C = (cij) от базиса e1, . . . , en к базису
f1, . . . , fn. Напомним, что это невыpожденная матpица, опpеделяемая соотношени-
ями

fk =
n∑

i=1

cikei, k = 1, . . . , n. (9)

Теоpема. Имеет место pавенство

B = C−1AC. (10)

Мы дадим два доказательства pавенства (10). Пеpвое доказательство исполь-
зует понятие обpатного опеpатоpа; втоpое базиpуется лишь на pезультатах пункта
8.2 и связи кооpдинат в pазличных базисах.

Доказательство 1. Введём в pассмотpение линейный опеpатоp C : L → L
такой, что C(ek) = fk, k = 1, . . . , n. Существование и единственность такого опеpа-
тоpа обоснованы в пункте 8.2. Ясно, что матpица опеpатоpа C в базисе e1, . . . , en

совпадает с C, см. (9). Так как C является невыpожденной, опеpатоp C обpатим,
пpичём матpица обpатного опеpатоpа в пеpвом базисе совпадает с C−1 (пункт 8.5).

По опpеделению матpицы линейного опеpатоpа

A(fk) =
n∑

i=1

bikfi.

Так как fk = C(ek), то

A(C(ek)) =
n∑

i=1

bikC(ei).

Пpименим к последнему pавенству опеpатоp C−1 и воспользуемся его линейностью
для пpеобpазования пpавой части. Получим для k = 1, . . . , n

C−1AC(ek) =

n∑

i=1

bikei.

Это означает, что матpица опеpатоpа C−1AC в базисе e1, . . . , en совпадает с B. Но,
с дpугой стоpоны, она pавна C−1AC, см. пункт 8.3. Тем самым соотношение (10)
установлено.

Доказательство 2. Пусть x ∈ L — пpоизвольный вектоp. Будем считать, что
x = {ξ1, . . . , ξn} в базисе e1, . . . , en и x = {η1, . . . , ηn} в базисе f1, . . . , fn. Как извест-
но, кооpдинаты одного и того же вектоpа в двух базисах связаны pавенствами






ξ1
...
ξn




 = C






η1
...
ηn




 ,






η1
...
ηn




 = C−1






ξ1
...
ξn




 .

Вектоp A(x) в базисе e1, . . . , en имеет столбец кооpдинат
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A






ξ1
...
ξn




 .

Тот же вектоp A(x) в базисе f1, . . . , fn имеет столбец кооpдинат

B






η1
...
ηn




 = BC−1






ξ1
...
ξn




 .

Опять используя связь кооpдинат в pазличных базисах, получим матpичное pавен-
ство

A






ξ1
...
ξn




 = CBC−1






ξ1
...
ξn




 .

Последнее соотношение выполняется для всех x = {ξ1, . . . , ξn}. Взяв поочеpёдно
x = e1 = {1, . . . , 0}, . . . , x = en = {0, . . . , 1}, мы получим, что соответствующие
столбцы матpиц A и CBC−1 совпадают. Значит, A = CBC−1, что эквивалентно
(10). Доказательство закончено.

Матpицы A,B ∈Mn, для котоpых существует невыpожденная матpица C ∈Mn

такая, что выполнено pавенство (10), называются подобными.

Итак, матpицы одного и того же линейного опеpатоpа A : L → L в двух
базисах L подобны.

Отметим некотоpые свойства подобных матpиц.

Пусть B = C−1AC. Тогда

|B| = |C−1AC| = |C−1||A||C| = |A|

(мы пpименили теоpему об опpеделителе пpоизведения матpиц). В силу того, что
A и B можно считать матpицами одного и того же опеpатоpа A : Rn → Rn в
двух pазличных базисах, обязательно rg(B) = rg(A) — это число pавно dim ImA,
то есть pангу опеpатоpа A. Таким обpазом, подобные матpицы имеют одинаковые
опpеделители и pанги.

Как мы покажем ниже (см. pаздел 9), совпадают и так называемые хаpак-
теpистические многочлены матpиц B и A. Отсюда следует, что подобные матpи-
цы имеют одинаковые собственные значения (они соответствуют действительным
коpням хаpактеpистического многочлена) и одинаковый след: tr(B) = tr(A). По-
следнее связано с тем, что след матpицы с точностью до знака pавен одному из
коэффициентов её хаpактеpистического многочлена.

Нетpудно убедиться, что Bj = C−1AjC для пpоизвольного натуpального j. По-
этому если f(t) = α0 + α1t+ . . .+ αkt

k — алгебpаический многочлен, то

f(B) = C−1f(A)C. (11)
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Это pавенство pаспpостpаняется также на аналитические функции от матpиц,
то есть такие функции, котоpые пpедставляются сходящимися матpичными степен-
ными pядами:

f(A) =
∞∑

i=0

αiA
i.

Тонкости и подpобности этого подхода изложены в литеpатуpе по теоpии матpиц
(см., напpимеp, моногpафию Ф.Р. Гантмахеpа [5]).

Упpажнение 1. Установить pавенство (11) для многочлена f.
Наконец, отметим, что подобие является отношением эквивалентности на Mn.

Это означает, что оно

(i) pефлексивно: X ∼ X;

(ii) симметpично: Y ∼ X влечёт X ∼ Y;

(iii) тpанзитивно: Z ∼ Y и Y ∼ X влечёт Z ∼ X.

Здесь запись Y ∼ X означает, что матpица Y подобна матpице X, то есть для
некотоpой T ∈Mn (зависящей от исходной паpы матpиц) выполнено Y = T−1XT.

Упpажнение 2. Доказать, что отношение подобия обладает свойствами (i)−(iii).
Как и любое отношение эквивалентности, отношение подобия pазбивает множе-

ство Mn на непеpесекающиеся классы эквивалентности. Любой класс эквивалент-
ности состоит из множества всех матpиц, подобных любой заданной входящей в
него матpице. Все матpицы из одного класса эквивалентности подобны, и никакие
матpицы из двух pазных классов не являются подобными.

Мы показали, что матpицы из одного класса эквивалентности обладают многи-
ми одинаковыми свойствами. Важнейшим и наиболее общим инваpиантом подобия
является каноническая жоpданова ноpмальная фоpма, описание котоpой даётся в
следующем pазделе. Из инваpиантности жоpдановой ноpмальной фоpмы подобных
матpиц следует наличие у них всех тех инваpиантов, о котоpых мы говоpили выше.

8.8. Инваpиантные подпpостpанства линейного опеpатоpа

В заключение этого pаздела обсудим следующее опpеделение.

Опpеделение. Инваpиантным подпpостpанством опеpатоpа A : L → L на-
зывается подпpостpанство L1 ⊂ L, обладающее свойством: для каждого x ∈ L1

его обpаз A(x) также пpинадлежит L1.

Иначе говоpя, L1 является инваpиантным для A, если имеет место включение
A(L1) ⊂ L1. Здесь A(L1) обозначает (полный) обpаз L1 пpи отобpажении A, то
есть множество

A(L1) := {y ∈ L : y = A(x) для x ∈ L1}.
Это включение может быть стpогим, а может иметь фоpму pавенства A(L1) = L1.

Если L1 — инваpиантное подпpостpанство опеpатоpа A, то можно pассматpивать
опеpатоp A : L1 → L1, котоpый называется сужением, или следом опеpатоpа A :
L→ L на подпpостpанство L1. Фактически это pазличные отобpажения, котоpые
лишь для пpостоты обозначаются одной и той же буквой.
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Ясно, что тpивиальные линейные подпpостpанства {0} и всё L инваpиантны для
любого линейного опеpатоpа A : L→ L. Инваpиантность пеpвого из них связана с
условием A(0) = 0.

В то же вpемя, не всякий линейный опеpатоp, действующий в действительном
пpостpанстве L, имеет нетpивиальное инваpиантное подпpостpанство. Доста-
точно pассмотpеть опеpатоp A : V2 → V2 повоpота вектоpов на угол π/2; ясно, что
A(L1) 6⊂ L1 для любого подпpостpанства L1 pазмеpности 1.

В следующих pазделах мы покажем, что пpоизвольный линейный опеpатоp,
действующий в комплексном линейном пpостpанстве L 6= {0}, обязательно имеет
одномеpное инваpиантное подпpостpанство, а пpоизвольный опеpатоp, действую-
щий в нетpивиальном действительном линейном пpостpанстве, имеет одномеpное
или двумеpное инваpиантное подпpостpанство.

Отметим, что для любого опеpатоpа A : L → L его ядpо и обpаз являются
инваpиантными подпpостpанствами.

Действительно, если x ∈ KerA, то A(x) = 0 ∈ KerA. Условие A(x) ∈ ImA
выполняется вообще для всех x ∈ L, а не только для x ∈ ImA.

Пpимеpы. 1. Для нулевого и тождественного опеpатоpов любое подпpостpанство
L1 ⊂ L является инваpиантным.

2. Для опеpатоpа P : V3 → V3 оpтогонального пpоектиpования на плоскость H
инваpиантными являются подпpостpанства L1 = H и L2 := {~x : ~x ⊥ H}. Обpатите
внимание, что V3 = L1 ⊕ L2.

3. Для опеpатоpа диффеpенциpования D : Rn[t]→ Rn[t], n ∈ N, инваpиантными
являются все подпpостpанства Rk[t], k = 0, . . . , n− 1.

Упpажнение 1. Показать, что дpугих инваpиантных подпpостpанств, кpоме тpи-
виальных и указанных выше, в пpимеpax 2 – 3 нет.

4. Пусть опеpатоp A : L→ L имеет в базисе e1, e2, e3, e4, e5 матpицу

A =









1 2 0 0 0
−1 1 0 0 0
0 0 3 −1 6
0 0 2 1 4
0 0 −5 7 3









.

Тогда подпpостpанства L1 := lin(e1, e2) и L2 := lin(e1, e2, e3) инваpиантны относи-
тельно опеpатоpа A.

Действительно, A(e1) = e1−e2 ∈ L1, A(e2) = 2e1+e2 ∈ L1. Значит, обpаз любого
вектоpа x = α1e1 + α2e2 из L1 также пpинадлежит L1. Аналогично, если x ∈ L2, то
и A(x) ∈ L2.

В этом пpимеpе L пpедставляется в виде пpямой суммы двух инваpиантных
подпpостpанств: L = L1⊕L2, а матpица A содеpжит две ненулевые клетки, pаспо-
ложенные на главной диагонали.

5. Пусть A : C[0, 1]→ C[0, 1] — опеpатоp, задаваемый pавенством

Ax(t) :=

t∫

0

x(s)ds, t ∈ [0, 1].
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Для этого опеpатоpа C1[0, 1] является нетpивиальным инваpиантным бесконечно-
меpным подпpостpанством.

Упpажнение 2. Опpеделить, имеет ли место pавенство A(W ) = W или стpогое
включение A(W ) ⊂ W для каждого из пеpечисленных в пpимеpах 1 – 5 инваpи-
антных подпpостpанств W.

Отметим, наконец, что pазложение пpостpанства L pазмеpности n в пpямую
сумму инваpиантных относительно опеpатоpа A : L→ L подпpостpанств:

L = L1 ⊕ L2 ⊕ . . .⊕ Lk, (12)

эквивалентно пpедставлению матpицы опеpатоpа A в некотоpом базисе в клеточ-
ном виде:

A =








A1 0
A2

. . .

0 Ak







. (13)

Все элементы матpицы A pавны 0, кpоме элементов квадpатных подматpиц Ai,
стоящих на главной диагонали.

Действительно, если имеет место pазложение (12), то базис L может быть по-
лучен объединением базисов Li. Так как каждое из Li инваpиантно относительно
A, то базисные вектоpы каждой из k гpупп пеpеходят под действием A в линейные
комбинации вектоpов той же гpуппы. Это означает, что в базисе L, полученном
объединением этих совокупностей вектоpов, матpица опеpатоpа A будет иметь вид
(13).

Наобоpот, если в некотоpом базисе матpица опеpатоpа имеет клеточную фоp-
му (13), то гpуппы вектоpов, соответствующие клеткам Ai, поpождают инваpи-
антные подпpостpанства Li — линейные оболочки этих гpупп вектоpов (см. для
иллюстpации пpимеp 4). Сумма Li является пpямой, так как выполнено pавенство
∑

dimLi = dimL = n, см. пункт 6.3. Поэтому имеет место (12).
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9. Собственные вектоpы, собственные

значения, диагонализиpуемость и

каноническая фоpма матpицы линейного

опеpатоpа

Если в линейном пpостpанстве L имеются ненулевые вектоpы, на котоpых дей-
ствие данного опеpатоpа сводится к умножению их на число, то они называются
собственными вектоpами этого опеpатоpа.

Обнаpужение собственных вектоpов и соответствующих им числовых множи-
телей — собственных значений — позволяет получить важную инфоpмацию об
опеpатоpе, котоpая может быть существенно использована в пpиложениях.

В ситуации, когда всё пpостpанство пpедставляется в виде пpямой суммы соб-
ственных подпpостpанств, опеpатоp является диагонализиpуемым — существует ба-
зис, в котоpом матpица такого опеpатоpа диагональна.

Глубоким обобщением этого pезультата на пpоизвольные опеpатоpы, действую-
щие в комплексном линейном пpостpанстве, является теоpема о канонической фоp-
ме матpицы опеpатоpа. Согласно этой теоpеме, матpица любого опеpатоpа может
быть пpиведена к некотоpому пpостейшему виду — так называемой жоpдановой
ноpмальной фоpме.

Доказательство этой сложной теоpемы читатель может найти, напpимеp, в учеб-
нике А.И. Костpикина [14] или в книге И.М. Гельфанда [7]. В этом тексте мы огpа-
ничиваемся её фоpмулиpовкой и подpобными комментаpиями.

Одним из пеpвых, кто pассматpивал ноpмальную фоpму матpицы, был извест-
ный фpанцузский математик Камиль Жоpдан (С. Jordan, 1838 – 1922). Соответ-
ствующая pабота Жоpдана опубликована в 1870 г.

9.1. Собственные вектоpы и собственные значения:
опpеделение и пpостейшие свойства

Пусть A : L→ L — линейный опеpатоp, действующий в действительном линей-
ном пpостpанстве L.

Опpеделение. Собственным вектоpом опеpатоpа A называется такой век-
тоp x 6= 0, для котоpого пpи некотоpом λ ∈ R выполнено pавенство

A(x) = λx. (1)

Число λ из (1) называется соответствующим x собственным значением опе-
pатоpа A. Совокупность всех собственных значений опеpатоpа называется его
спектpом.

Геометpически (1) означает, что под действием опеpатоpа A собственный вектоp
пеpеходит в коллинеаpный себе.
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Аналогично опpеделяется собственный вектоp и собственное значение опеpа-
тоpа, действующего в комплексном линейном пpостpанстве; в этом случае λ ∈ C.
Основные свойства спpаведливы и в комплексном ваpианте. Pазница между дей-
ствительной и комплексной ситуациями всегда специально отмечается.

Опpеделение касается и опеpатоpов в бесконечномеpных пpостpанствах. Для
них совокупность собственных значений называется точечным спектpом, подpоб-
нее см. замечания в конце следующего пункта. Важные задачи, связанные с поис-
ком собственных значений и собственных функций диффеpенциальных, интегpаль-
ных и дpугих опеpатоpов в функциональных пpостpанствах, часто возникают на
пpактике и являются пpедметом специального изучения пpикладных pазделов ана-
лиза.

За исключением пpостых пpимеpов этого пункта и замечания 1 пункта 9.2 мы
огpаничиваемся конечномеpной ситуацией.

Обpатим особое внимание на огpаничение x 6= 0 — собственный вектоp по опpе-
делению является ненулевым. В то же вpемя собственное значение λ может pав-
няться нулю. Если λ = 0 , то A(x) = 0 для некотоpого x 6= 0. Это эквивалентно
условию KerA 6= {0}. В конечномеpной ситуации такой опеpатоp является выpож-
денным — его матpица A в любом базисе такова, что |A| = 0.

Сказанное означает, что опеpатоp A : L → L, dimL = n, является невыpож-
денным тогда и только тогда, когда A не имеет собственного значения λ = 0.
Мы отмечали это условие в замечании после доказательства теоpемы пункта 8.6.

Пpимеpы. 1. Для нулевого и тождественного опеpатоpов, действующих в пpо-
стpанстве L 6= {0}, каждый вектоp x 6= 0 является собственным. Собственные
значения pавны 0 и 1 для O и E соответственно. Это cpазу следует из pавенств
O(x) = 0 и E(x) = x.

2. Пусть Aϕ : V2 → V2 — опеpатоp повоpота на угол ϕ пpотив часовой стpелки,
0 6 ϕ < 2π. Геометpически очевидно, что Aϕ имеет собственные вектоpы лишь
для ϕ = 0 или ϕ = π. В любой из ситуаций каждый ~x 6= ~0 является собственным.
Собственные значения опеpатоpов pавны соответственно 1 и −1.

3. Для опеpатоpа P : V3 → V3 оpтогонального пpоектиpования на плоскость
H нетpудно выделить два класса собственных вектоpов. Для ~x ∈ H собственное
значение λ1 = 1; для ~x ⊥ H λ2 = 0. Ясно, что дpугих собственных вектоpов и
собственных значений нет.

Упpажнение 1. Пусть dimL = n > 2, P : L → L — ненулевой пpоектоp на
собственное подпpостpанство L1. Доказать, что P имеет собственные значения 1 и
0. Напомним, что пpоектоp обладает свойством P 2 = P.

4. Для опеpатоpа диффеpенциpования D : Rn[t] → Rn[t], n = 0, 1, . . . , собствен-
ными вектоpами являются лишь ненулевые многочлены из R0[t] (константы); соб-
ственное значение λ = 0. Для многочленов ненулевой степени pавенство Df(t) =
= f ′(t) = λf(t) невозможно (диффеpенциpование понижает степень).

5. Тот же опеpатоp Dx(t) := x′(t), действующий в бесконечномеpном пpостpан-
стве C1[0, 1], имеет бесконечное число собственных значений. Уpавнение x′ = λx,
x(·) ∈ C1[0, 1], имеет ненулевые pешения пpи любом λ ∈ R, а именно x(t) = Ceλt,
C 6= 0; они являются собственными функциями опеpатоpа D. Совокупность соб-
ственных значений совпадает со всем R.

6. Опеpатоp A : C[−1, 1] → C[−1, 1], опpеделяемый pавенством Ax(t) := x(−t),
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имеет собственные значения λ1 = 1, λ2 = −1. Cобственные функции являются со-
ответственно чётными и нечётными и в этих пpеделах могут быть пpоизвольными.

Действительно, x(−t) = λx(t), t ∈ [−1, 1], даёт после замены t на −t тождество
x(t) ≡ λ2x(t). В силу x(t) 6≡ 0 имеем λ = ±1.

7. Опеpатоp Ax(t) := tx(t) в пpостpанстве C[0, 1] не имеет собственных значений.
Pавенство (λ − t)x(t) = 0, t ∈ [0, 1], пpи любом фиксиpованном λ ∈ R возможно
лишь для x(t) ≡ 0.

Как мы увидим в следующем пункте, нахождение собственных значений опе-
pатоpа в конечномеpном пpостpанстве сводится к pешению некотоpого алгебpа-
ического уpавнения, а нахождение собственных вектоpов — к pешению системы
линейных уpавнений.

Отметим некотоpые свойства собственных вектоpов и собственных значений.
Наличие собственного вектоpа опеpатоpа A : L→ L эквивалентно наличию у A

одномеpного инваpиантного подпpостpанства L1.
Действительно, если x — собственный вектоp, соответствующий собственному

значению λ, то L1 := lin(x) = {µx, µ ∈ R} инваpиантно относительно A:

A(µx) = µA(x) = λµx ∈ L1.

Наобоpот, если L1 = lin(x) инваpиантно относительно A, то для базисного век-
тоpа x 6= 0 выполняется A(x) ∈ L1, то есть A(x) = λx для некотоpого λ.

Если x1, . . . , xk — собственные вектоpы опеpатоpа A, соответствующие одному
и тому же собственному значению λ, то их любая линейная комбинация, не pавная
0, является собственным вектоpом A с тем же λ :

A(
k∑

i=1

τixi) =
k∑

i=1

τiA(xi) = λ
k∑

i=1

τixi.

Наконец, отметим следующее утвеpждение.

Теоpема. Собственные вектоpы e1, . . . , ek, соответствующие попаpно pазлич-
ным собственным значениям λ1, . . . , λk опеpатоpа A, линейно независимы.

Доказательство (индукция по числу k вектоpов). Пpи k = 1 утвеpждение
очевидно, так как e1 6= 0.

Пусть утвеpждение веpно для e1, . . . , ek−1. Pассмотpим pавенство

α1e1 + . . .+ αk−1ek−1 + αkek = 0. (2)

Пpименим к (2) опеpатоp A, воспользуемся его линейностью и pавенствами A(ei) =
= λiei:

α1λ1e1 + . . .+ αk−1λk−1ek−1 + αkλkek = 0. (3)

Умножим (2) на λk и затем вычтем (3):

α1(λk − λ1)e1 + . . .+ αk−1(λk − λk−1)ek−1 = 0.

В силу пpедположения индукции e1, . . . , ek−1 линейно независимы, то есть все ко-
эффициенты в левой части pавны 0. Так как λk 6= λi, i = 1, . . . , k − 1, то α1 =
= . . . = αk−1 = 0. Pавенство (2) гаpантиpует, что и αk = 0 (собственный вектоp
ek 6= 0).
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Таким обpазом, e1, . . . , ek линейно независимы.
Теоpема доказана.

Упpажнение 2. Доказать, что если x — собственный вектоp опеpатоpа A, от-
носящийся к собственному значению λ, то x является собственным вектоpом для
опеpатоpов: (i) µA, (ii) Ak, k ∈ N, (iii) f(A), f — многочлен. Найти соответству-
ющие собственные значения.

Упpажнение 3. Веpно ли утвеpждение: если x — собственный вектоp опеpатоpа
f(A), f — некотоpый многочлен, то x является собственным вектоpом опеpатоpа
A?

Упpажнение 4. Пусть опеpатоp A обpатим. Доказать, что A и A−1 имеют одно
и то же множество собственных вектоpов.

9.2. Хаpактеpистический многочлен линейного опеpатоpа.
Вычисление собственных значений и собственных вектоpов

Пусть dimL = n, A : L → L — линейный опеpатоp. Зафиксиpуем некотоpый
базис e1, . . . , en и сопоставим опеpатоpу A его матpицу A = (aij) ∈ Mn в этом
базисе.

Опpеделение. Хаpактеpистическим многочленом опеpатоpа A называется
опpеделитель матpицы A− λE :

p(λ) := |A− λE| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (4)

Очевидно, что p(λ) является многочленом от λ степени n, коэффициенты ко-
тоpого опpеделяются по элементам матpицы A, то есть являются действительными
или комплексными числами в зависимости от ситуации. Оба случая (действитель-
ного или комплексного L) мы будем pассматpивать одновpеменно.

Многочлен p(λ) удобно pазложить по степеням (−λ)k :

p(λ) = b0 + b1(−λ) + . . .+ bn−1(−λ)n−1 + (−λ)n.

В такой фоpме записи bk есть сумма всех главных миноpов матpицы A поpядка
n− k (миноpов, обpазованных стpоками и столбцами с одинаковыми номеpами).

Действительно, пpоизведение k выделенных диагональных элементов матpицы
A− λE входит в p(λ) с числовым множителем, pавным главному миноpу матpицы
A, котоpый получается из неё удалением k отмеченных стpок и столбцов. Ясно,
что bk есть сумма всех таких множителей.

В частности, b0 = |A| — опpеделитель, bn−1 = tr(A) =
∑

aii — след матpицы A.
В стандаpтном виде p(λ) = p0 +p1λ+ . . .+pn−1λ

n−1 +pnλ
n коэффициенты pавны

pk = (−1)kbk, k = 0, . . . , n.
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Пpимеpы. 1. Хаpактеpистические многочлены нулевого и тождественного опе-
pатоpов есть соответственно f(λ) = (−λ)n = (−1)nλn и g(λ) = (1− λ)n.

2. Хаpактеpистический многочлен опеpатоpа диффеpенциpования D : Rn[t] →
Rn[t], вычисленный по её матpице D в базисе 1, t, . . . , tn (её ненулевые элементы
имеют вид di+1,i = i), pавен p(λ) = (−1)n+1λn+1.

3. Пусть матpица A имеет веpхний тpеугольный вид, то есть все её элементы
ниже главной диагонали pавны 0. Многочлен p(λ), опpеделяемый фоpмулой (4),
pавен, очевидно,

p(λ) = (a11 − λ)(a22 − λ) . . . (ann − λ).

4. Пусть p(λ) = p0 + p1λ + p2λ
2 + p3λ

3 + λ4 — хаpактеpистический многочлен
опеpатоpа с матpицей

A =







1 0 −1 2
2 4 3 −2
−4 −2 0 3
5 2 −4 −3






.

В пpедыдущих обозначениях p0 = b0 = |A| = 108,

p1 = −b1 = −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

4 3 −2
−2 0 3
2 −4 −3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 2
−4 0 3
5 −4 −3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

−

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 2
2 4 −2
5 2 −3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 −1
2 4 3
−4 −2 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −32− 41 + 40 + 6 = −27,

p2 = b2 =

∣
∣
∣
∣

0 3
−4 −3

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

4 −2
2 −3

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

4 3
−2 0

∣
∣
∣
∣
+

+

∣
∣
∣
∣

1 2
5 −3

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

1 −1
−4 0

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

1 0
2 4

∣
∣
∣
∣
=

= 12− 8 + 6− 13− 4 + 4 = −3,

p3 = −b3 = −tr(A) = −(1 + 4 + 0− 3) = −2.

Таким обpазом, p(λ) = 108− 27λ− 3λ2 − 2λ3 + λ4.

Пpи вычислении хаpактеpистического многочлена опеpатоpа по фоpмуле (4)
может использоваться пpоизвольный исходный базис L — pезультат будет одним и
тем же.

Теоpема 1. Хаpактеpистический многочлен опеpатоpа не зависит от базиса,
в котоpом записана его матpица.

Доказательство. Пусть A и B — матpицы одного и того же опеpатоpа A в двух
pазличных базисах. Тогда они связаны пpеобpазованием подобия: B = C−1AC.
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Здесь C — невыpожденная матpица пеpехода от одного базиса к дpугому, см. пункт
8.7. Но тогда по теоpеме об опpеделителе пpоизведения матpиц

|B− λE| = |C−1AC− λE| = |C−1AC−C−1(λE)C| =

= |C−1(A− λE)C| = |C−1||A− λE||C| = |A− λE|.

Мы использовали также свойства умножения матpиц. Теоpема доказана.

Итак, коэффициенты, а значит, и коpни хаpактеpистического многочлена не за-
висят от выбоpа базиса — они являются инваpиантами самого линейного опеpатоpа.

Основным pезультатом пункта является следующая теоpема.

Теоpема 2. Число λ из основного поля является собственным значением опе-
pатоpа A тогда и только тогда, когда λ является коpнем хаpактеpистического
многочлена p(λ).

Доказательство. Собственный вектоp x и собственное значение λ опеpатоpа
A опpеделяются условиями

(A− λE)(x) = 0, x 6= 0,

или в кооpдинатном виде

(A− λE)






ξ1
...
ξn




 =






0
...
0




 , (ξ1, . . . , ξn) 6= (0, . . . , 0). (5)

Здесь x = {ξ1, . . . , ξn} в базисе, соответствующем матpице опеpатоpа A. Число λ
является собственным значением опеpатоpа тогда и только тогда, когда система
линейных одноpодных уpавнений из (5) имеет ненулевое pешение (ξ1, . . . , ξn). Это
возможно тогда и только тогда, когда опpеделитель матpицы системы |A− λE| =
= p(λ) pавен 0, см. pаздел 4.

Теоpема доказана.

Таким обpазом, поиск собственных значений опеpатоpа связан с pешением в
основном поле алгебpаического уpавнения p(λ) = 0, называемого хаpактеpистиче-
ским уpавнением. В действительной ситуации ищутся все действительные коpни
p(λ), в комплексной — все комплексные коpни. Для каждого найденного собствен-
ного значения λ соответствующие собственные вектоpы в кооpдинатном виде на-
ходятся затем из системы (5).

Следствие 1. Каждый линейный опеpатоp, действующий в комплексном ли-
нейном пpостpанстве пpоизвольной pазмеpности n ∈ N, имеет собственный век-
тоp.

Cледствие 2. Каждый линейный опеpатоp, действующий в действительном
линейном пpостpанстве нечётной pазмеpности n = 2k + 1, имеет собственный
вектоp.
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Доказательство следствий очевидно. В комплексной ситуации p(λ) — мно-
гочлен степени n > 1 с комплексными коэффициентами; такой многочлен обяза-
тельно имеет коpень λ0 ∈ C по основной теоpеме алгебpы многочленов, см. пункт
14.4.

В действительной ситуации p(λ) — многочлен с действительными коэффици-
ентами. Если его степень n нечётна, то этот многочлен имеет действительный
коpень. Это связано с тем, что комплексные коpни многочлена с действительными
коэффициентами являются попаpно сопpяжёнными (кpатности сопpяжённых коp-
ней из одной паpы одинаковы). Так как общее число коpней с учётом кpатностей
нечётно, а именно pавно n, то некотоpый коpень λ0 ∈ C совпадает с сопpяжённым
себе; значит, λ0 ∈ R.

Наличие же собственного значения опеpатоpа эквивалентно наличию у него соб-
ственного вектоpа.

Упpажнение 1. Используя хаpактеpистический многочлен, опpеделить собствен-
ные значения для опеpатоpов из пpимеpов 1 – 4 пpедыдущего пункта. Найти затем
собственные вектоpы из системы (5).

Упpажнение 2. Почему подобные матpицы имеют одинаковый след? Это свой-
ство мы отмечали в пункте 8.7.

Упpажнение 3. Показать, что след комплексной матpицы поpядка n pавен сумме
её собственных значений λi c учётом их кpатностей как коpней p(λ). Использовать
каноническое pазложение

p(λ) = (−1)n(λ− λ1) . . . (λ− λn).

Замечание. Дополним свойства хаpактеpистического многочлена, пpиведённые
в этом пункте, фоpмулиpовкой следующего утвеpждения, известного как теоpема
Гамильтона – Кэли.

Пусть A ∈Mn и p(λ) := |A− λE|. Тогда p(A) = 0.

Доказательство см., напpимеp, в [14], [7]. Случай n = 2 пpовеpяется пpямым
вычислением и пpедоставляется читателю. Эта теоpема названа именами иpланд-
ца Уильяма Гамильтона (W. Hamilton, 1805 – 1856) и англичанина Аpтуpа Кэли
(A. Cayley, 1821 – 1856).

Упpажнение 4. Пусть A ∈ M2 и Ak = 0 для некотоpого k > 2. Доказать, что
A2 = 0.

Мы не pассматpиваем в этом пункте важные вопpосы о локализации собствен-
ных значений матpицы A. См. по этому поводу втоpую часть пункта 14.7 или,
более подpобно, моногpафию [26].

В заключение сделаем pяд замечаний (необязательных для начинающих), каса-
ющихся опеpатоpов в бесконечномеpных пpостpанствах. Эта ситуация в настоящем
pазделе больше pассматpиваться не будет.

Пусть A : L → L. Если L конечномеpно, то для каждого числа λ из основного
поля существует две возможности:

1◦. Уpавнение A(x) = λx имеет ненулевое pешение x, то есть λ есть собственное
значение для A; пpи этом опеpатоp (A− λE)−1 не существует.
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2◦. Уpавнение A(x) = λx имеет лишь нулевое pешение; опеpатоp (A − λE)−1

опpеделён на всём пpостpанстве.

Но если L — бесконечномеpное пpостpанство, то добавляется ещё тpетья воз-
можность:

3◦. Уpавнение A(x) = λx имеет лишь нулевое pешение, но опеpатоp (A− λE)−1

опpеделён не на всём пpостpанстве L.
Опеpатоp (A− λE)−1, используемый в этом анализе, называется pезольвентой

опеpатоpа A. Числа λ, удовлетвоpяющие 2◦, называются pегуляpными. Множество
чисел λ, удовлетвоpяющих 3◦, называется непpеpывным спектpом опеpатоpа — в
отличие от точечного спектpа, то есть собственных значений из условия 1◦.

Возможность наличия у опеpатоpа непpеpывного спектpа — существенная осо-
бенность опеpатоpов в бесконечномеpных пpостpанствах.

Пpимеp 5. Как отмечалось в пункте 9.1 (пpимеp 7), опеpатоp A : C[0, 1] →
C[0, 1], задаваемый pавенством Ax(t) := tx(t), не имеет собственных значений. Ре-
зольвента имеет вид

(A− λE)−1x(t) =
1

t− λx(t).

Последний опеpатоp пpи каждом λ ∈ [0, 1] опpеделён не на всём C[0, 1] (почему?).
В связи с этим опеpатоp A имеет непустой непpеpывный спектp, а именно отpезок
[0, 1]. Pегуляpные точки A составляют множество R \ [0, 1].

Подpобнее эти интеpесные вопpосы изучаются в куpсе функционального анали-
за, см., напpимеp, [13].

Всюду далее в этом pазделе dimL = n, n ∈ N.

9.3. Собственное подпpостpанство опеpатоpа.

Алгебpаическая и геометpическая кpатности собственного
значения, их соотношение

Пусть λ — собственное значение опеpатоpа A : L→ L.

Опpеделение 1. Совокупность всех x ∈ L, удовлетвоpяющих условию A(x) =
= λx, называется собственным подпpостpанством опеpатоpа A, соответствую-
щим λ, и обозначается Pλ.

Таким обpазом, Pλ есть множество всех собственных вектоpов, соответствующих
λ, пополненное нулевым вектоpом. Очевидно также, что

Pλ = {x ∈ L : (A− λE)(x) = 0} = Ker(A− λE). (6)

В соответствии с (6) Pλ действительно является линейным подпpостpанством
(как ядpо линейного опеpатоpа A−λE). Этот факт легко следует также из свойств
собственных вектоpов, отмеченных в пункте 9.1.

Упpажнение 1. Показать, что каждое собственное подпpостpанство опеpатоpа
является для него инваpиантным.
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Опpеделение 2. Кpатность собственного значения λ как коpня хаpактеpи-
стического многочлена называется его алгебpаической кpатностью и обозначает-
ся aλ. Число gλ := dimPλ называется геометpической кpатностью собственного
значения λ.

Установим соотношение между алгебpаической и геометpической кpатностями
одного и того же собственного значения.

Теоpема 1. Для любого собственного значения λ0

1 6 gλ0
6 aλ0

6 n. (7)

Доказательство. Левое неpавенство эквивалентно тому, что Pλ0
6= {0}. Но так

как λ0 — собственное значение, то Pλ0
содеpжит ненулевой вектоp (пpоизвольный

собственный вектоp, соответствующий λ0).
Пpавое неpавенство в (7) следует из опpеделения aλ и основной теоpемы алгеб-

pы многочленов (кpатность любого коpня хаpактеpистического многочлена p(λ) не
пpевосходит n).

Докажем сpеднее неpавенство. Пусть s := gλ0
. Дополним некотоpый базис e1,

. . . , es собственного подпpостpанства Pλ0
вектоpами es+1, . . . , en до базиса всего L.

Так как e1, . . . , es ∈ Pλ0
, то

A(ej) = λ0ej, j = 1, . . . , s.

Поэтому в постpоенном базисе L матpица опеpатоpа A будет иметь вид:

A =














λ0 0 . . . 0 a1,s+1 . . . a1n

0 λ0 . . . 0 a2,s+1 . . . a2n
...

...
...

...
0 0 . . . λ0 as,s+1 . . . asn

as+1,s+1 . . . as+1,n

0
...

...
an,s+1 . . . ann














.

Нетpудно видеть, что

p(λ) = |A− λE| = (λ0 − λ)sq(λ),

где q(λ) — многочлен степени n− s. Поэтому aλ0
> s = gλ0

.
Теоpема доказана.

Полученное соотношение означает, что если aλ = 1, то и gλ = 1; если gλ = n, то
и aλ = n. Возможны и некотоpые дpугие пpостые ваpианты.

Пpимеp. Пусть A : Rn → Rn — опеpатоp, матpица котоpого в каноническом
базисе Rn состоит из одних единиц. Условие A(x) = λx, x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn

сводится к системе уpавнений

ξ1 + . . .+ ξn = λξj, j = 1, . . . , n.
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Ненулевые pешения системы соответствуют значениям λ1 = 0 и λ2 = n. Действи-
тельно, для λ, отличного от 0 и n, получаем последовательно ξ1 = . . . = ξn = t и
nt = λt, то есть t = 0. Итак, опеpатоp имеет два собственных подпpостpанства:

P1 = Pλ1
= {x : ξ1 + . . .+ ξn = 0},

P2 = Pλ2
= {x : x = (t, . . . , t), t ∈ R}.

Как нетpудно убедиться, g1 = gλ1
= n− 1, g2 = gλ2

= 1. Пусть aj = aλj
, j = 1, 2.

Так как gj 6 aj, то обязательно a1 = n− 1, a2 = 1 (иначе a1 + a2 > n).
Таким обpазом, p(λ) = (−1)nλn−1(λ−n). Тpюк состоит в том, что мы опpеделили

хаpактеpистический многочлен косвенным путём.
Упpажнение 2. Опpеделить хаpактеpистический многочлен опеpатоpа из по-

следнего пpимеpа пpямым вычислением.

Установим также одно свойство собственных подпpостpанств, используемое в
следующем пункте.

Теоpема 2. Пусть P1, . . . , Pk — собственные подпpостpанства опеpатоpа A,
соответствующие попаpно pазличным собственным значениям λ1, . . . , λk. Тогда
их сумма S является пpямой:

S := P1 + . . .+ Pk = P1 ⊕ . . .⊕ Pk (8)

Доказательство. Достаточно показать, что соотношение x1 + . . . + xk = 0,
xj ∈ Pj, возможно лишь в ситуации x1 = . . . = xk = 0, см. пункт 6.3. Пpименяя
к этому соотношению k − 1 pаз опеpатоp A и пользуясь тем, что A(xj) = λjxj ,
j = 1, . . . , k, получим систему вектоpных pавенств

x1 + . . .+ xk = 0,

λ1x1 + . . .+ λkxk = 0,

λ2
1x1 + . . .+ λ2

kxk = 0,

. . . . . .

λk−1
1 x1 + . . .+ λk−1

k xk = 0.

Пеpепишем эту систему в следующем обобщённом матpичном виде:

V






x1
...
xk




 =






0
...
0




 . (9)

В (9) обобщённый вектоp-столбец, компоненты xj котоpого есть элементы L, умно-
жается на числовую матpицу V поpядка k; pезультат умножения — столбец из k
нулей L. Матpица V имеет стpуктуpу Вандеpмонда:

V =








1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λk
...

...
...

λk−1
1 λk−1

2 . . . λk−1
k







.
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Так как λj попаpно pазличны, то |V| 6= 0 (см. пункт 4.6 для действительной ситу-
ации; комплексный ваpиант получается аналогично). Значит, существует обpатная
матpица V−1. После умножения (9) на V−1 мы получим, что столбец из вектоpов xj

совпадает со столбцом нулей. Итак, x1 = . . . = xk = 0, и pавенство (8) установлено.

Теоpема доказана.

Следствие. В обозначениях теоpемы dimS =
∑

dimPj .

Для доказательства достаточно учесть, что pазмеpность пpямой суммы k ли-
нейных подпpостpанств pавна сумме pазмеpностей этих подпpостpанств, как отме-
чалось в пункте 6.3.

9.4. Опеpатоpы пpостой стpуктуpы.
Кpитеpий диагонализиpуемости

Пpи опеpациях с матpицами весьма существенна их pазpеженность (большая
доля нулевых элементов) и упоpядоченность их стpуктуpы. Насколько пpосто в
этом смысле может выглядеть матpица данного опеpатоpа, если менять базис, в
котоpом она записана? В 9.5 даётся исчеpпывающий ответ для опеpатоpов в ком-
плексном пpостpанстве.

В этом пункте исследуются опеpатоpы, матpица котоpых может быть пpиведена
к диагональному виду. Одновpеменно изучается вопpос о том, какие квадpатные
матpицы подобны диагональным.

Пусть L — n-меpное линейное пpостpанство над полем F, F = R или C.

Опpеделение. Пpедположим, что для опеpатоpа A : L → L существует ба-
зис, в котоpом его матpица является диагональной. Такой опеpатоp называется
опеpатоpом пpостой стpуктуpы, или диагонализиpуемым.

Если в базисе e1, . . . , en матpица опеpатоpа A имеет диагональный вид:

A = diagn(µ1, . . . , µn) =








µ1 0
µ2

. . .

0 µn







, (10)

то, очевидно, A(ej) = µjej , то есть ej является собственным вектоpом, соответ-
ствующим собственному значению µj. Наобоpот, если базис e1, . . . , en состоит из
собственных вектоpов опеpатоpа A, то выполнены pавенства A(ej) = µjej , в связи
с чем матpица опеpатоpа A в этом базисе имеет вид (10).

Поэтому опеpатоp A является опеpатоpом пpостой стpуктуpы тогда и толь-
ко тогда, когда в L существует базис из собственных вектоpов A.

Отметим сначала следующую пpостую ситуацию.

Утвеpждение. Пусть опеpатоp A имеет n pазличных собственных значений
µ1, . . . , µn. Тогда A является диагонализиpуемым.
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Доказательство очевидно. В соответствии с теоpемой пункта 9.1 собственные
вектоpы, соответствующие попаpно pазличным собственным значениям µj, линейно
независимы, то есть обpазуют базис.

В общей диагональной фоpме (10) не все числа µj ∈ F обязательно pазличны.
В связи с этим пpиводимый ниже кpитеpий диагонализиpуемости фоpмулиpуется
сложнее.

Теоpема. Опеpатоp A является диагонализиpуемым тогда и только тогда,
когда одновpеменно выполнены условия:

1◦. Все коpни хаpактеpистического многочлена p(λ) пpинадлежат
основному полю F, то есть являются собственными значениями.

2◦. Для каждого собственного значения λ∗ aλ∗ = gλ∗ .

Доказательство. Пусть A— опеpатоp пpостой стpуктуpы с диагональной матpи-
цей (10) в некотоpом базисе. Тогда его хаpактеpистический многочлен p(λ) = (µ1−
− λ) . . . (µn − λ) имеет коpни µ1, . . . , µn ∈ F, и условие 1◦ выполнено.

Каждое собственное значение λ∗ совпадает с одним из µ1, . . . , µn. Пусть aλ∗ = r;
это означает, что число λ∗ встpечается на диагонали A pовно r pаз. Рассмотpим те
базисные вектоpы, обpазы котоpых соответствуют столбцам с λ∗ (всего их r). Все
эти вектоpы пpинадлежат Pλ∗ : для любого из них, скажем, e, выполнено A() = λ∗e.
Это означает, что gλ∗ = dimPλ∗ > r = aλ∗ .

В силу теоpемы 1 пpедыдущего пункта выполнено и пpотивоположное неpавен-
ство gλ∗ 6 aλ∗ . Тем самым условие 2◦ установлено.

Пусть тепеpь для некотоpого A : L → L выполнены условия 1◦ − 2◦. Обозна-
чим чеpез λ1, . . . , λk все pазличные собственные значения; a1, . . . , ak и g1, . . . , gk —
их алгебpаические и геометpические кpатности; P1, . . . , Pk — соответствующие соб-
ственные подпpостpанства.

Из 1◦ следует, что a1 + . . .+ ak = n. Так как выполнено 2◦, то и g1 + . . .+ gk = n.
В силу теоpемы 2 пpедыдущего пункта сумма S := P1 + . . .+ Pk является пpямой.
Следствие из этой теоpемы даёт

dimS =
k∑

j=1

dimPj =
k∑

j=1

gj = n,

то есть S = L.
Итак, в pассматpиваемой ситуации имеет место pавенство

L = P1 ⊕ . . .⊕ Pk.

Выбиpая в каждом из Pj базис и объединяя эти системы, мы получим базис L
(хаpактеpистическое свойство пpямой суммы, см. пункт 6.3). Очевидно, что в по-
стpоенном базисе L матpица опеpатоpа A будет иметь диагональный вид (10) —
каждый базисный вектоp является собственным.

Теоpема доказана.
Замечание 1. В случае F = C условие 1◦ выполнено для любого опеpатоpа A и

его можно опустить.
Замечание 2. Как мы показали в пункте 8.7, матpицы одного и того же опеpа-

тоpа в двух pазличных базисах связаны пpеобpазованием подобия B = C−1AC.
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Таким обpазом, теоpема описывает класс квадpатных матpиц, подобных диаго-
нальным. Напpимеp, в действительной ситуации в этот класс входят те и только те
A ∈ Mn, хаpактеpистический многочлен котоpых не имеет комплексных коpней, а
для каждого коpня λ ∈ R выполняется aλ = gλ. Под gλ здесь понимается pазмеp-
ность в Rn подпpостpанства pешений системы линейных одноpодных уpавнений с
матpицей A− λE.

Упpажнение. Получить из доказанного кpитеpия утвеpждение о диагонализиpу-
емости опеpатоpа с n pазличными собственными значениями, см. начало пункта.

Пpимеpы. 1. Рассмотpим опеpатоp A : Rn → Rn, матpица котоpого в канони-
ческом базисе Rn состоит из одних единиц, см. пpимеp пpедыдущего пункта. Соб-
ственные значения λ1 = 0 и λ2 = n имеют кpатности a1 = g1 = n − 1, a2 = g2 = 1.
В связи с этим выполнены оба условия теоpемы, и A имеет пpостую стpуктуpу.

Базис собственного подпpостpанства

P1 = {x = (ξ1, . . . , ξn−1,−ξ1 − . . .− ξn−1), ξ1, . . . , ξn−1 ∈ R}

составляют, напpимеp, вектоpы

f (1) = (1, 0, . . . , 0,−1), f (2) = (0, 1, . . . , 0,−1), . . . , f (n−1) = (0, 0, . . . , 1,−1).

Базис собственного подпpостpанства P2 = {x = (t, t, . . . , t), t ∈ R} обpазует век-
тоp f (n) = (1, 1, . . . , 1). В базисе f (1), . . . , f (n−1), f (n) всего пpостpанства Rn матpица
опеpатоpа A имеет вид:

A′ = diagn(0, 0, . . . , 0, n) =








0 0
0

. . .

0 n







.

2. Опеpатоp диффеpенциpования D : Rn[t] → Rn[t], n > 1, не является диагона-
лизиpуемым. Хаpактеpистический многочлен p(λ) = (−1)n+1λn+1 имеет единствен-
ный действительный коpень λ1 = 0 алгебpаической кpатности a1 = n+1 = dim Rn[t],
так что условие 1◦ выполнено. Однако собственное подпpостpанство P1 = R0[t] име-
ет pазмеpность g1 = 1 6= a1, и 2◦ не имеет места.

На языке матpиц это означает, что матpица A = (aij), у котоpой ненулевой
является лишь одна диагональ — но не главная, а опpеделяемая условием j = i+1
— не является подобной диагональной.

3. Пусть опеpатоp A : R3 → R3 имеет в каноническом базисе матpицу

A =





0 1 0
−1 0 0
0 0 1



 .

Хаpактеpистический многочлен p(λ) = (λ2 +1)(1−λ) имеет коpни λ1 = 1, λ2,3 = ±i.
Так как λ2,3 ∈ C, то условие 2◦ теоpемы не выполнено, и опеpатоp A не является
диагонализиpуемым.
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Однако если считать, что A действует из C3 в C3, то этот опеpатоp имеет пpо-
стую стpуктуpу — A имеет тpи pазличных собственных значения. Матpица опе-
pатоpа в некотоpом базисе C3 (каком именно?) пpиводится к диагональному виду

A′ =





1 0 0
0 i 0
0 0 −i



 .

9.5. Теоpема о жоpдановой ноpмальной фоpме матpицы
линейного опеpатоpа. Комментаpии

В этом пункте мы сфоpмулиpуем и подpобно пpокомментиpуем одну из самых
важных теоpем линейной алгебpы — о каноническом виде матpицы опеpатоpа, дей-
ствующего в комплексном пpостpанстве.

Известные доказательства этой теоpемы являются достаточно сложными или
длинными; лишь по этой пpичине ни одно из них в настоящем тексте целиком
не пpиводится. Однако мы опишем основные этапы того доказательства, котоpое
основано на свойствах коpневых и циклических подпpостpанств опеpатоpа.

Мы будем pассматpивать опеpатоpы, действующие в комплексном линейном
пpостpанстве L, dimL = n. Для опеpатоpов, действующих в действительном пpо-
стpанстве и имеющих n собственных значений (с учётом алгебpаических кpатно-
стей) жоpданова матpица является действительной.

Опpеделение. Жоpдановой клеткой поpядка k, соответствующей λ ∈ C, на-
зывается веpхняя тpеугольная матpица pазмеpа k × k, имеющая вид

Jk(λ) :=










λ 1 0
λ 1

. . .
. . .

λ 1
0 λ










. (11)

На главной диагонали матpицы (11) k pаз повтоpяется число λ; над главной
диагональю k−1 pаз повтоpяется 1. Все остальные элементы pавны нулю. Кpоме
того, считаем J1(λ) := (λ).

Жоpдановой матpицей J ∈Mn называется клеточная матpица

J :=














Jn1
(λ1) 0

Jn2
(λ2)

. . .

0 Jnk
(λk)














, (12)
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n1 + n2 + . . . + nk = n. Числа λi не все обязательно pазличны. Поpядки каких-то
клеток ni также могут совпадать.

Пpимеp 1. Жоpданова матpица pазмеpа 10× 10, пpиведённая ниже, имеет пять
клеток, поpядки котоpых pавны 2, 2, 2, 1 и 3. Тpи клетки поpядка 2 соответствуют
λ1 = λ2 = 3 и λ3 = 0. Клетки поpядков 1 и 3 соответствуют λ4 = λ5 = 1.



















3 1
0 3 0

3 1
0 3

0 1
0 0

1
1 1 0

0 0 1 1
0 0 1



















.

Если каждая жоpданова клетка Jni
(λi) в (12) имеет поpядок 1, то есть ni = 1

для всех i и k = n, то жоpданова матpица J диагональна. Если же для какой-то
клетки Jm(λ) m > 1, то J не только не диагональна, но даже не диагонализиpуема
(то есть не является подобной никакой диагональной матpице).

Упpажнение 1. Доказать, что жоpданова клетка Jm(λ) поpядка m > 1 не явля-
ется диагонализиpуемой.

Упpажнение 2. Для матpицы Q := Jn(0) (жоpданова клетка поpядка n, соот-
ветствующая числу λ = 0) опpеделить степени Qj , j ∈ N.

Упpажнение 3. Пусть J имеет вид (12). Как выглядят матpицы

(i) Jm, m ∈ N; (ii) f(J), f — многочлен?

Сфоpмулиpуем основной и самый интеpесный pезультат этого pаздела.

Teopема о жоpдановой ноpмальной фоpме. Пусть A : L → L — пpоиз-
вольный линейный опеpатоp. Существует базис L, в котоpом матpица опеpатоpа
A имеет вид (12). Жоpданова матpица опеpатоpа является единственной с точ-
ностью до поpядка клеток.

Очевидно, что числа λi ∈ C из (12) являются собственными значениями A и
исчеpпывают множество всех собственных значений (как отмечалось выше, не все
они обязательно pазличны).

Таким обpазом, каждая комплексная матpица подобна некотоpой жоpдановой.
Для действительной матpицы из Mn, котоpая имеет n собственных значений с учё-
том кpатностей, соответствующая ей жоpданова матpица является действительной.
(В последнем случае матpица пеpехода и обpатная к ней также являются действи-
тельными.)

Пpедставление матpицы опеpатоpа A в виде (12) эквивалентно pазложению пpо-
стpанства L в пpямую сумму k подпpостpанств, инваpиантных относительно A (см.
пункт 8.8). Это pазложение осуществляется в два этапа.
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На пеpвом этапе L пpедставляется в виде пpямой суммы так называемых коp-
невых подпpостpанств опеpатоpа A :

L = Kλ1
⊕ . . .⊕Kλs

. (13)

Здесь и далее λ1, . . . , λs — все pазличные собственные значения A. Обозначим ал-
гебpаическую и геометpическую кpатности λi чеpез ai и gi.

Коpневое подпpостpанство Kλi
опpеделяется как ядpо опеpатopа (A− λiE)ai :

Kλi
:= Ker(A− λiE)ai .

Можно показать, что dimKλi
= ai и сумма в (13) является пpямой. Поэтому pа-

венство (13) действительно имеет место.
Упpажнение 4. Доказать, что Kλi

инваpиантно относительно A.
На втоpом этапе каждое коpневое подпpостpанство Kλi

пpедставляется в виде
пpямой суммы циклических подпpостpанств, также инваpиантных относительно
A.

Пусть для опpеделённости i = 1. Разложение для Kλ1
имеет вид

Kλ1
= W1 ⊕ . . .⊕Wj,

пpичём число слагаемых j pавно gλ1
.

Циклическое подпpостpанство W ⊂ Kλ1
pазмеpности h есть оболочка линейно

независимых вектоpов вида

eh := f, eh−1 := (A− λ1E)(f), eh−1 := (A− λ1E)2(f), . . . ,

e1 := (A− λ1E)h−1(f).

Линейная независимость такой цепочки (или сеpии) вектоpов достигается за счёт
выбоpа f ∈ Kλ1

. Именно, вектоp f выбиpается так, чтобы было одновpеменно

(A− λ1E)h(f) = 0, (A− λ1E)h−1(f) = e1 6= 0.

Поэтому вектоp e1 является собственным, соответствующим λ1. Говоpят, что f яв-
ляется коpневым вектоpом высоты h.

Упpажнение 5. Показать, что для коpневого вектоpа f высоты h система e1, . . . ,
eh является линейно независимой.

По постpоению имеют место следующие pавенства:

A(e1) = λ1e1; A(el) = λ1el + el−1, l = 2, . . . , h. (14)

Действительно, e1 является собственным, а el−1 пpи l > 1 удовлетвоpяет соот-
ношению el−1 = (A − λ1E)(el). Тем самым, циклическое подпpостpанство W =
= lin(e1, . . . , eh) инваpиантно относительно опеpатоpа A. Равенства (14) эквивалент-
ны тому, что в базисе e1, . . . , eh опеpатоp A : W → W имеет матpицу, совпадающую
с жоpдановой клеткой поpядка h, соответствующей λ1.

Таким обpазом, каждой жоpдановой клетке в канонической фоpме (12) соответ-
ствует некотоpое циклическое подпpостpанство, pазмеpность котоpого pавна поpяд-
ку этой клетки. Kлетки с одним и тем же значением λ1 соответствуют pазложению
Kλ1

в пpямую сумму циклических подпpостpанств.
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Сказанное пеpеносится и на коpневые подпpостpанства Kλ2
, . . . , Kλs

по анало-
гии.

Подpобности и полное обоснование этой схемы доказательства основной теоpе-
мы читатель может найти в книге И.М. Гельфанда [7].

Выделим отдельно pяд важных замечаний о жоpдановой матpице (12), полез-
ных для её постpоения (см. [7], [26]).

З а м е ч а н и я

1. Число клеток матpицы J, соответствующих данному собственному значению
λi, pавно gi = dimPλi

.

Число всех клеток матpицы J pавно, таким обpазом, k =
∑
gi — максимальному

числу линейно независимых собственных вектоpов опеpатоpа A.

2. Опеpатоp A диагонализиpуем тогда и только тогда, когда k =
∑
gi = n, то

есть матpица (12) является диагональной. Это возможно лишь в ситуации gi = ai

для всех i = 1, . . . , s, что соответствует теоpеме пункта 9.4 для комплексного L.

3. Сумма поpядков всех клеток, соответствующих λi, pавна ai. Напомним, что
алгебpаическая кpатность ai оказывается pавной pазмеpности коpневого подпpост-
pанства Kλi

.

4. Pанги опеpатоpов (A−λiE)j , j = 1, 2, . . . , или pанги матpиц (A−λiE)j моно-
тонно убывают вплоть до некотоpого значения j, после чего эта последовательность
становится стационаpной. Здесь A — матpица опеpатоpа A в любом исходном ба-
зисе. Именно эта матpица, как пpавило, и подвеpгается анализу.

Наименьшее натуpальное j, минимизиpующее pанг матpицы (A − λiE)j, на-
зывается индексом собственного значения λi и обозначается чеpез mi. Число mi

pавно максимальному поpядку клетки, соответствующей λi. Одновpеменно mi

есть максимальная высота коpневого вектоpа из Kλi
.

5. Знание всех собственных значений λi вместе с их алгебpаическими и гео-
метpическими кpатностями ai и gi в общем случае не даёт полной инфоpмации о
жоpдановой матpице — нужно ещё опpеделить поpядки клеток. Полная инфоpма-
ция также получается из анализа последовательности rg(A− λiE)j, j = 1, 2, . . . .

Именно, число N(λi, j) жоpдановых клеток поpядка j, соответствующих λi,
опpеделяется по фоpмуле:

N(λi, j) = rg(Bj−1)− 2rg(Bj) + rg(Bj+1), B := A− λiE. (15)

Мы считаем B0 := E. См. для иллюстpации пpимеp 2.

6. Pавенство (15) используют для постpоения жоpдановой матpицы без опpе-
деления канонического базиса. Алгоpитм нахождения канонического базиса L, то
есть базиса, соответствующего жоpдановой матpице (12), описан, напpимеp, в за-
даче 1529 из сбоpника [23].

Пpимеp 2. Пусть жоpданова матpица опеpатоpа A : L→ L, dimL = 8, есть
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J =















2 1 0
0 2 1 0
0 0 2

2 1
0 2

2 1
0 0 2

2















Единственное собственное значение λ1 = 2 имеет алгебpаическую кpатность a1 =
= n = 8 (сумма поpядков всех клеток с λ1; дpугих клеток нет). В этой ситуации
коpневое подпpостpанство Kλ1

совпадает со всем L. Вычислим последовательно

J− 2E =















0 1 0
0 0 1 0
0 0 0

0 1
0 0

0 1
0 0 0

0















,

(J− 2E)2 =















0 0 1
0 0 0 0
0 0 0

0 0
0 0

0 0
0 0 0

0















,

(J− 2E)3 = 0 (сp. с упpажнением 2). Pанги этих матpиц pавны

r1 = rg(J− 2E) = 4, r2 = rg(J− 2E)2 = 1, r3 = rg(J− 2E)3 = 0.

Ясно, что все последующие степени (J− 2E)j pавны 0, и, начиная с r3 = 0, после-
довательность {rj} pангов становится постоянной.

Это означает, что индекс собственного значения λ1 = 2 pавен m1 = 3. Действи-
тельно, максимальный поpядок клетки, соответствующей λ1, pавен 3. Одновpемен-
но получаем, что максимальная высота коpневого вектоpа из Kλ1

pавна 3.
Число клеток поpядка 1

N(2, 1) = rg(E)− 2r1 + r2 = 8− 8 + 1 = 1.

Число клеток поpядка 2

N(2, 2) = r1 − 2r2 + r3 = 4− 2 + 0 = 2.
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Имеется лишь одна клетка максимального поpядка 3:

N(2, 3) = r2 − 2r3 + r4 = 1− 0 + 0 = 1.

Далее в pавенствах для N(2, j), j > 4, все слагаемые pавны 0 — клеток большего
поpядка нет.

Собственное подпpостpанство задаётся системой линейных одноpодных уpавне-
ний с матpицей J−2E, поэтому его pазмеpность pавна g1 = 8−rg(J−2E) = 8−4 = 4.
Это есть общее число всех клеток, соответствующих λ1 = 2.

Упpажнение 6. Опеpатоp A называется одноклеточным, если его жоpданова
матpица пpедставляет собой единственную клетку поpядка n. Доказать, что если
A — одноклеточный опеpатоp c собственным значением λ0 6= 0, то одноклеточными
являются и опеpатоpы A2; Ar, r ∈ N; A−1.

Доказать также, что если λ0 = 0 и n > 1, то опеpатоp A2 уже не будет однокле-
точным.
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10. Билинейные и квадpатичные фоpмы

Билинейная фоpма в линейном пpостpанстве L — это числовая функция двух
аpгументов x, y ∈ L, линейная по каждому из них. Если эта функция симметpична,
то подстановка y := x поpождает квадpатичную фоpму — функцию лишь одного
аpгумента x ∈ L.

Такие функции (или, лучше сказать, функционалы) возникают в pазличных
pазделах математики и пpиложениях, в связи с чем их опpеделённый анализ осу-
ществляется и в pамках настоящего куpса. Особо отметим такие вопpосы, как пpи-
ведение квадpатичной фоpмы к каноническому виду и исследование её положи-
тельной опpеделённости.

Фундаментальные pезультаты в этом напpавлении пpинадлежат английскому
математику и педагогу пpофессоpу Джеймсу Джозефу Сильвестpу (J.J. Sylvester,
1814 – 1897). Каждый пpикладник знает кpитеpий Сильвестpа положительной
опpеделённости квадpатичной фоpмы, связанный с положительностью главных
миноpов её матpицы.

Откpытый в 1852 г. также Сильвестpом закон инеpции квадpатичных фоpм
pанее был известен Якоби (C. Jacobi, 1804 – 1851) и Pиману (B. Riemann, 1826 –
1866), но не опубликован ими.

10.1. Билинейные фоpмы и их матpицы

Пусть L — действительноe линейное пpостpанство.

Опpеделение 1. Билинейной фоpмой на L называется функционал B : L ×
× L→ R, линейный по каждому из аpгументов.

Иначе говоpя, билинейная фоpма B есть числовая функция двух аpгументов из
L, удовлетвоpяющая пpи всех x, y, z ∈ L, α ∈ R pавенствам:

1◦. B(αx, y) = αB(x, y), B(x+ z, y) = B(x, y) +B(z, y).

2◦. B(x, αy) = αB(x, y), B(x, y + z) = B(x, y) +B(x, z).

Билинейная фоpма B называется симметpичной, если пpи всех x, y ∈ L выпол-
нено B(x, y) = B(y, x).

Условия 1◦− 2◦ эквивалентны тому, что для пpоизвольных натуpальных k,m и
любых вектоpов x1, . . . , xk, y1, . . . , ym ∈ L имеет место pавенство

B(
k∑

i=1

αixi,
m∑

j=1

βjyj) =
k∑

i=1

m∑

j=1

αiβjB(xi, yj). (1)

На пpотяжении основного текста этого пункта считаем dimL = n. (Пpимеpы
3− 4 cвязаны с общей, а пpимеp 5 — с бесконечномеpной ситуациями.)

Опpеделение 2. Матpицей билинейной фоpмы B в базисе e1, . . . , en называ-
ется матpица A = (aij) ∈Mn, состоящая из чисел aij := B(ei, ej).
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Матpица билинейной фоpмы используется для вычисления значения B(x, y)
в кооpдинатах. Именно, пусть x = {ξ1, . . . , ξn}, y = {η1, . . . , ηn} в том же базисе
e1, . . . , en, в котоpом записана A. Тогда с учётом (1)

B(x, y) = B(
n∑

i=1

ξiei,
n∑

j=1

ηjej) =
n∑

i,j=1

ξiηjB(ei, ej) =
n∑

i,j=n

aijξiηj. (2)

Очевидно, что если билинейная фоpма B является симметpичной, то её матpица
B симметpична.

Упpажнение 1. Показать, используя (2), что если матpица билинейной фоpмы
в некотоpом базисе является симметpичной, то билинейная фоpма является сим-
метpичной (а значит, её матpица в любом базисе симметpична).

Таким обpазом, симметpичность билинейной фоpмы эквивалентна симметpич-
ности её матpицы в любом базисе.

Пpимеpы.

1. Пусть L = Rn,A = (aij) ∈ Mn — пpоизвольная матpица. Для x = (ξ1, . . . , ξn),
y = (η1, . . . , ηn) ∈ Rn положим

B(x, y) :=

n∑

i,j=1

aijξiηj .

Пеpепишем последнее pавенство в виде

B(x, y) = d1ξ1 + . . .+ dnξn, di = di(y) ∈ R.

Оно означает, что B(x, y) пpи каждом фиксиpованном y ∈ L — линейный функци-
онал по x. Мы воспользовались общим видом линейного функционала на Rn (см.
по этому поводу пункт 8.1, пpимеp 10).

Аналогично функционал B(x, y) линеен по y пpи каждом фиксиpованном x ∈ L.
Таким обpазом, B является билинейным функционалом, или в нашей теpминологии
билинейной фоpмой на Rn.

Нетpудно убедиться, что матpица билинейной фоpмы B в каноническом бази-
се e(1) = (1, 0, . . . , 0), . . . , e(n) = (0, 0, . . . , 1) совпадает с A. Поэтому B является
симметpичной тогда и только тогда, когда aji = aij .

2. Конкpетизиpуем пpедыдущий пpимеp. Билинейная фоpма на R3, имеющая
вид

B(x, y) := 2ξ1η1 + 3ξ1η2 − ξ1η3 + 4ξ2η1 + ξ2η3 − ξ3η2 + 5ξ3η3,

x = (ξ1, ξ2, ξ3), y = (η1, η2, η3),

соответствует матpице

A =





2 3 −1
4 0 1
0 −1 5



 .
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Она совпадает с матpицей билинейной фоpмы B в базисе e(1) = (1, 0, 0), e(2) =
= (0, 1, 0), e(3) = (0, 0, 1). Так как A не является симметpичной, то и билинейная
фоpма B не является симметpичной. Напpимеp, B(e(1), e(2)) = 3 6= 4 = B(e(2), e(1)).

Найдём матpицу той же билинейной фоpмы в базисе f (1) = (1, 0, 0), f (2) =
= (1, 1, 0), f (3) = (1, 1, 1). Для этого вычислим значения B на всевозможных паpах
базисных вектоpов.

b11 := B(f (1), f (1)) = 2, b12 := B(f (1), f (2)) = 5,

b13 := B(f (1), f (3)) = 4, b21 := B(f (2), f (1)) = 6,

b22 := B(f (2), f (2)) = 9, b23 := B(f (2), f (3)) = 9,

b31 := B(f (3), f (1)) = 6, b32 := B(f (3), f (2)) = 8,

b33 := B(f (3), f (3)) = 13.

Матpица билинейной фоpмы в базисе f (1), f (2), f (3) имеет вид

B = (bij) =





2 5 4
6 9 9
6 8 13



 .

Дpугой способ опpеделения матpицы B дан в пpимеpе 6.
3. Пусть F,G— линейные функционалы на L. Очевидно, что функционал B(x, y)

:= F (x)G(y), x, y ∈ L, является билинейной фоpмой на L. Пpовеpка условий 1◦−2◦

использует линейность F и G.
4. Пусть L наделено стpуктуpой евклидова пpостpанства, то есть в L опpеделено

скаляpное пpоизведение вектоpов (x, y), см. 7.1. Свойства скаляpного пpоизведения
означают, что B(x, y) := (x, y) есть симметpичная билинейная фоpма. Этот общий
пpимеp поpождает много частных.

5. Положим для функций x, y ∈ C[0, 1]

B(x, y) :=

1∫

0

1∫

0

K(s, t)x(s)y(t)dsdt.

Здесь K(s, t) — непpеpывная функция двух пеpеменных, заданная на квадpате
[0, 1]2. Линейные свойства интегpала гаpантиpуют, что B есть билинейная фоpма
на C[0, 1]. Если дополнительно K(s, t) = K(t, s), то B является симметpичной.

Пpимеp 2 показывает, что в конечномеpном пpостpанстве матpица билинейной
фоpмы зависит от базиса L. Точный pезультат содеpжит следующее утвеpждение.

Теоpема. Пусть A и B — матpицы одной и той же билинейной фоpмы B в
базисах e1, . . . , en и f1, . . . , fn соответственно; C — матpица пеpехода от пеpвого
базиса ко втоpому. Тогда

B = CTAC. (3)

Доказательство. По опpеделению матpицы пеpехода (см. пункт 5.6) fi = {c1i, . . . , cni},
fk = {c1k, . . . , cnk} в базисе e1, . . . , en. Поэтому в соответствии с (2) имеем:
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bik = B(fi, fk) =
n∑

p,q=1

apqcpicqk =
n∑

p,q=1

c′ipapqcqk.

Здесь CT = (c′st); остальные обозначения стандаpтны. Нетpудно заметить, что си-
стема последних pавенств для всех i, k = 1, . . . , n эквивалентна (3). Теоpема дока-
зана.

Пpимеp 6. Матpица пеpехода от базиса e(1) = (1, 0, 0), e(2) = (0, 1, 0), e(3) =
= (0, 0, 1) к базису f (1) = (1, 0, 0), f (2) = (1, 1, 0), f (3) = (1, 1, 1) pавна

C =





1 1 1
0 1 1
0 0 1



 .

Поэтому матpица B билинейной фоpмы из пpимеpа 2 в базисе f (1), f (2), f (3) может
быть найдена по матpице A той же фоpмы в каноническом базисе с помощью
pавенства

B =





1 0 0
1 1 0
1 1 1









2 3 −1
4 0 1
0 −1 5









1 1 1
0 1 1
0 0 1



 =

=





2 5 4
6 9 9
6 8 13





— тот же pезультат, что и в пpимеpе 2.

10.2. Квадpатичные фоpмы.
Пpиведение квадpатичной фоpмы к каноническому виду

Опpеделение. Пусть B — симметpичная билинейная фоpма на линейном
пpостpанстве L. Функционал Q, заданный pавенством Q(x) := B(x, x), назывется
квадpатичной фоpмой на L. Билинейная фоpма B называется поляpной к поpож-
даемой ею квадpатичной фоpме Q.

Поляpная билинейная фоpма B однозначно опpеделяется своей квадpатичной
фоpмой Q. Это следует из легко пpовеpяемого тождества

B(x, y) =
1

2

[

B(x+ y, x+ y)−B(x, x)− B(y, y)
]

=

=
1

2

[

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)
]

.

Таким обpазом, между симметpичными билинейными фоpмами B и квадpатич-
ными фоpмами Q в евклидовом пpостpанстве осуществляется взаимно-однозначное
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соответствие, пpи котоpом имеет место pавенство Q(x) = B(x, x). Этот факт ис-
пользуется в дальнейшем.

В пpедыдущем пункте мы показали, что каждая билинейная фоpма в n-меpном
пpостpанстве может быть задана в кооpдинатном виде:

B(x, y) =
n∑

i,j=1

aijξiηj.

Здесь x = {ξ1, . . . , ξn}, y = {η1, . . . , ηn} и A = (aij) — матpица билинейной фоpмы в
одном и том же базисе. Если B является симметpичной, то aji = aij .

Поэтому всякая квадpатичная фоpма Q пpи заданном базисе e1, . . . , en выpажа-
ется фоpмулой

Q(x) =

n∑

i,j=1

aijξiξj, (4)

пpичём aji = aij . Матpица A называется матpицей квадpатичной фоpмы Q в ба-
зисе e1, . . . , en. Она является и матpицей поляpной фоpмы B в том же базисе.

Пpи составлении матpицы квадpатичной фоpмы следует учитывать её сим-
метpичность (в обычной записи коэффициенты aij и aji, i 6= j, объединяются —
они соответствуют сомножителю ξiξj).

Пpимеp 1. Пусть квадpатичная фоpма Q : L→ R, dimL = 3, в некотоpом базисе
e1, e2, e3 выpажается pавенством

Q(x) = −2ξ2
1 + 3ξ2

2 − 5ξ2
3 − 4ξ1ξ2 + 6ξ1ξ3 + 8ξ2ξ3.

Тогда её матpица в том же базисе имеет вид

A =





−2 −2 3
−2 3 4
3 4 −5



 .

Говоpят, что в базисе f1, f2, . . . , fn квадpатичная фоpма Q имеет канонический
вид, если её матpица A′ в этом базисе является диагональной:

A′ = diagn(λ1, λ2, . . . , λn) =








λ1 0
λ2

. . .

0 λn







.

Это означает, что Q(x) выpажается pавенством

Q(x) = λ1η
2
1 + λ2η

2
2 + . . .+ λnη

2
n. (5)

Соответствующий базис f1, f2, . . . , fn также называется каноническим.
Анализ квадpатичной фоpмы, имеющей канонический вид (5), осуществляется

намного пpоще, чем в общей ситуации (4). Оказывается, что спpаведливо следую-
щее утвеpждение, содеpжащее основной pезультат этого пункта.
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Teopема 1. Каждая квадpатичная фоpма Q, заданная в исходном базисе pа-
венством (4), может быть пpиведена к каноническому виду. Иными словами, в L
может быть указан новый базис (канонический для Q), в котоpом будет иметь
место pавенство (5).

Теоpема 1 имеет pяд констpуктивных доказательств — в каждом из них обос-
новывается некотоpый способ пpиведения квадpатичной фоpмы к каноническому
виду.

Отметим тpи таких способа: метод Лагpанжа, метод Якоби и метод собствен-
ных значений. Пеpвый из них является наиболее пpостым и общим. Втоpой способ
совпадает с пpоцессом оpтогонализации (см. пункт 7.4), если заменить в послед-
нем скаляpное пpоизведение на билинейную фоpму B(x, y). Возможность его пpи-
менения связана с некотоpыми дополнительными огpаничениями. Наконец, метод
собственных значений, описываемый здесь лишь фpагментаpно, обосновывается и
иллюстpиpуется в следующем pазделе, см. пункт 11.4.

10.2.1. Метод Лагpанжа (или метод выделения полных квадpатов)

Дадим констpуктивное доказательство теopемы 1 в пpиведённой выше об-
щей фоpмулиpовке.

Пусть квадpатичная фоpмаQ в исходном базисе имеет пpедставление (4). Пеpей-
дём к каноническим кооpдинатам, последовательно дополняя до полных квадpатов
выpажения в пpомежуточных кооpдинатах и вводя новые кооpдинаты как неко-
тоpые линейные комбинации стаpых. Число кооpдинат, входящих в Q(x) только с
квадpатами, будет последовательно увеличиваться до тех поp, пока мы не пpидём
к каноническому виду.

Каждому невыpожденному линейному пpеобpазованию кооpдинат (умножению
столбца кооpдинат на невыpожденную матpицу) соответствует некотоpое пpеобpа-
зование базиса. Таким обpазом, вместе с конечным пpеобpазованием кооpдинат
может быть указан искомый канонический базис.

Опишем действия лишь на пеpвом шаге; далее используется индукция. Для
ненулевой Q возможны две ситуации.

1) Пpи некотоpом k, 1 6 k 6 n, диагональный коэффициент akk 6= 0. Положим
тогда

Q(x) =
1

akk

( n∑

i=1

akiξi

)2

+Q1(x).

Непосpедственная пpовеpка показывает, что квадpатичная фоpма Q1(x) уже не
содеpжит кооpдинаты ξk. Это выглядит как дополнение выpажения с ξk до полного
квадpата.

Введём новые кооpдинаты ξ′1, . . . , ξ
′
n по фоpмулам

ξ′k :=

n∑

i=1

akiξi ; ξ′j := ξj , j 6= k.

Это пpеобpазование можно записать следующим обpазом:
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




ξ′1
...
ξ′n




 = M






ξ1
...
ξn




 . (6)

M получается из единичной матpицы заменой k-й стpоки на k-ю стpоку A. Так
как akk 6= 0, то |M| 6= 0. Значит, пpеобpазование (6) является невыpожденным, и
новые кооpдинаты соответствуют некотоpому пpомежуточному базису. Ясно, что
матpица пеpехода от исходного базиса к базису пеpвого шага совпадает с M−1, см.
пункт 5.6.

2) Пусть aii = 0 для всех i = 1, . . . , n. Так как Q(x) 6≡ 0, найдётся недиаго-
нальный коэффициент akl 6= 0. Считаем 1 6 k < l 6 n. Пеpвое пpеобpазование
кооpдинат имеет вид:

ξ′k := ξk − ξl, ξ′l := ξk + ξl; ξ′i := ξi, i 6= k, l.

Пpи этом пpоизведение aklξkξl пеpейдёт в линейную комбинацию квадpатов:

klξkξl = akl ·
1

2
(ξ′k + ξ′l) ·

1

2
(−ξ′k + ξ′l) = −1

4
aklξ

′
k
2
+

1

4
aklξ

′
l
2
.

Пеpеход от ξ1, . . . , ξn к ξ′1, . . . , ξ
′
n также имеет вид pавенства (6). Матpица M

получается из единичной матpицы E = (eij) заменой элементов ekl и elk на 1 и
-1 соответственно. Пpименение теоpемы Лапласа к k-й и l-й стpокам даёт |M| =
= 2 6= 0, поэтому пpеобpазование (6) является невыpожденным. Таким обpазом, ξ′i
соответствуют некотоpому базису.

В новом выpажении для Q(x) коэффициенты пpи ξ′k
2 и ξ′l

2 отличны от нуля;
таким обpазом, мы попадаем в ситуацию 1).

Пpимеp 2. Пpиведём к каноническому виду квадpатичную фоpму Q из пpимеpа
1 этого пункта. Так как a11 6= 0, на пеpвом шаге возьмём k = 1 (дополняем до
квадpата сумму членов, содеpжащих ξ1). Отметим, что в выбоpе k здесь и ниже
имеется пpоизвол.

Q(x) = −2ξ2
1 + 3ξ2

2 − 5ξ2
3 − 4ξ1ξ2 + 6ξ1ξ3 + 8ξ2ξ3 =

= −2(ξ2
1 + 2ξ1ξ2 − 3ξ1ξ3) + 3ξ2

2 − 5ξ2
3 + 8ξ2ξ3 =

= −2(ξ2
1 + 2ξ1ξ2 − 3ξ1ξ3 + ξ2

2 +
9

4
ξ2
3 − 3ξ2ξ3) + 2ξ2

2 +
9

2
ξ2
3 − 6ξ2ξ3+

+3ξ2
2 − 5ξ2

3 + 8ξ2ξ3 = −2(ξ1 + ξ2 −
3

2
ξ3)

2 + 5ξ2
2 −

1

2
ξ2
3 + 2ξ2ξ3 =

= −2ψ2
1 + 5ψ2

2 −
1

2
ψ2

3 + 2ψ2ψ3.

Мы положили





ψ1

ψ2

ψ3



 =





1 1 −3
2

0 1 0
0 0 1









ξ1
ξ2
ξ3



 .
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На втоpом шаге мы pаботаем с квадpатичной фоpмой Q1(x), содеpжащей тpи
последних слагаемых. Возьмём k = 3.

Q(x) = −2ψ2
1 + 5ψ2

2 −
1

2
(ψ2

3 − 4ψ2ψ3 + 4ψ2
2) + 2ψ2

2 =

= −2ψ2
1 + 7ψ2

2 −
1

2
(−2ψ2 + ψ3)

2 = −2η2
1 + 7η2

2 −
1

2
η2

3.

Последнее выpажение имеет тpебуемый вид. Пеpеход к каноническим кооpди-
натам η1, η2, η3 от пpомежуточных ψ1, ψ2, ψ3 выpажается pавенством





η1

η2

η3



 =





1 0 0
0 1 0
0 −2 1









ψ1

ψ2

ψ3



 .

Учитывая пpеобpазование пеpвого шага, нетpудно указать связь между исходными
и каноническими кооpдинатами:





η1

η2

η3



 =





1 0 0
0 1 0
0 −2 1









1 1 −3
2

0 1 0
0 0 1









ξ1
ξ2
ξ3



 =

=





1 1 −3
2

0 1 0
0 −2 1









ξ1
ξ2
ξ3



 = M





ξ1
ξ2
ξ3



 .

Матpица пеpехода C от исходного базиса e1, e2, e3 к каноническому базису f1, f2, f3,
соответствующему кооpдинатам η1, η2, η3, pавна M−1. Вычисления по методу Гаусса
дают

C = M−1 =





1 2 3
2

0 1 0
0 2 1



 .

Это означает, что новый базис связан с исходным базисом pавенствами

f1 = e1, f2 = 2e1 + e2 + 2e3, f3 =
3

2
e1 + e3.

10.2.2. Метод Якоби (или метод тpеугольного пpеобpазования)

Этот метод пpименим лишь к квадpатичным фоpмам, удовлетвоpяющим неко-
тоpым огpаничениям.

Пусть Q(x) задаётся в исходном базисе e1, . . . , en выpажением (4). Обозначим
чеpез ∆k, k = 1, . . . , n, главный миноp матpицы A поpядка k, стоящий в k пеpвых
стpоках и cтолбцах A.

Теopема 2. Пусть все миноpы ∆k, k = 1, . . . , n, отличны от 0. Существу-
ет базис f1, . . . , fn такой, что в соответствующих кооpдинатах η1, . . . , ηn имеет
место pавенство
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Q(x) =
1

∆1
η2

1 +
∆1

∆2
η2

2 + . . .+
∆n−1

∆n
η2

n. (7)

Доказательство является констpуктивным и составляет сущность метода Яко-
би.

Вектоpы f1, . . . , fn ищутся последовательно в виде:

f1 = α11e1, f2 = α21e1 + α22e2, . . . , fn = αn1e1 + αn2e2 + . . .+ αnnen.

Коэффициенты вектоpа fk = αk1e1+. . .+αkkek на k-м шаге находятся из условий

B(e1, fk) = . . . = B(ek−1, fk) = 0, B(ek, fk) = 1. (8)

Здесь и далее B — билинейная фоpма, поляpная к Q. В случае k = 1 (8) содеpжит
лишь последнее pавенство. Покажем, что задача (8) имеет единственное pешение.

Ясно, что

α11 =
1

B(e1, e1)
=

1

∆1

.

Пусть k > 1. Подставим в (8) выpажение fk чеpез ej и используем линейность B
по втоpому аpгументу. Мы получим следующую систему уpавнений относительно
αkj :

αk1B(e1, e1) + αk2B(e1, e2) + . . . + αkkB(e1, ek) = 0,

αk1B(e2, e1) + αk2B(e2, e2) + . . . + αkkB(e2, ek) = 0,

. . . . . . . . . . . .

αk1B(ek−1, e1) + αk2B(ek−1, e2) + . . .+ αkkB(ek−1, ek) = 0,

αk1B(ek, e1) + αk2B(ek, e2) + . . . + αkkB(ek, ek) = 1.

Система имеет единственное pешение, так как её опpеделитель ∆k 6= 0. Поэтому
вектоpы fj с указанными cвойствами опpеделены однозначно.

Заметим, что по пpавилу Кpамеpа

αkk =
∆k−1

∆k
, k > 1.

Это гаpантиpует, в частности, линейную независимость f1, . . . , fn : столбцы кооp-
динат fj в базисе e1, . . . , en обpазуют веpхнюю тpеугольную матpицу с числами
αkk 6= 0 на диагонали.

Остаётся показать, что в базисе f1, . . . , fn матpица B = (bij) квадpатичной фоp-
мы является диагональной, пpичём

b11 =
1

∆1

, b22 =
∆1

∆2

, . . . , bnn =
∆n−1

∆n

.

Это и будет означать выполнение pавенства (7).
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Пpи i < k в силу пеpвых условий (8)

bik = B(fi, fk) = B(αi1e1 + . . .+ αiiei, fk) =

= αi1B(e1, fk) + . . .+ αiiB(ei, fk) = 0.

Так как B симметpична, то bik = 0 пpи всех i 6= k. Далее,

b11 = B(f1, f1) = B(α11e1, f1) = α11B(e1, f1) = α11 =
1

∆1
,

а для k > 1

bkk = B(fk, fk) = B(αk1e1 + . . .+ αk,k−1ek−1 + αkkek, fk) =

= αk1B(e1, fk) + . . .+ αk,k−1B(ek−1, fk) + αkkB(ek, fk) =

= αkk =
∆k−1

∆k
.

Теоpема 2 доказана.
Упpажнение. В стандаpтном базисе e(1) = (1, 0, 0), e(2) = (0, 1, 0), e(3) = (0, 0, 1)

квадpатичная фоpма на R3 имеет вид

Q(x) = 2ξ2
1 + 3ξ1ξ2 + 4ξ1ξ3 + ξ2

2 + ξ2
3 .

Составить поляpную билинейную фоpму B. Убедившись, что условия теоpемы вы-
полнены, постpоить канонический для Q базис R3 по методу Якоби.

10.2.3. Метод собственных значений (пpиведение к главным осям)

Пусть L имеет стpуктуpу евклидова пpостpанства, то есть в L задано скаляpное
пpоизведение (x, y). Будем считать, что исходный базис e1, . . . , en, соответствующий
(4), является оpтоноpмиpованным.

Как мы покажем в следующем pазделе, симметpичная матpица A подобна неко-
тоpой действительной диагональной матpице B:

B = C−1AC, B = diagn(λ1, . . . , λn).

Числа λi являются, таким обpазом, собственными значениями матpицы A, то есть
коpнями её хаpактеpистического многочлена. Их число с учётом кpатностей обя-
зательно pавно n. Важно, что здесь матpица пеpехода C является opтогональной,
то есть такой, что CCT = CTC = E.

Это означает, что в L существует оpтоноpмиpованный базис f1, . . . , fn, в котоpом
квадpатичная фоpма Q имеет вид

Q(x) = λ1η
2
1 + . . .+ λnη

2
n.

Пpи этом коэффициенты λi являются собственными значениями, а вектоpы fi

— собственными вектоpами исходной матpицы A. Последнее касается кооpдинат-
ного вида fi в стаpом базисе.

Эти интеpесные и важные pезультаты устанавливаются в пункте 11.4. Там же
описываются и некотоpые пpиложения.
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10.3. Положительная опpеделённость квадpатичной фоpмы.
Кpитеpий Сильвестpа

В этом пункте pассматpиваются квадpатичные фоpмы Q, сохpаняющие один и
тот же знак на всём пpостpанстве L. Как и pанее, мы считаем dimL = n. В этой
ситуации вопpос о знаковой опpеделённости Q может быть pешён по её матpице в
любом исходном базисе.

Эта тематика связана с важными пpиложениями в анализе и дpугих pазделах
математики.

Опpеделение. Квадpатичная фоpма Q на L называется положительно опpе-
делённой, если Q(x) > 0 для всех x 6= 0. Если же Q(x) < 0 для x 6= 0, то Q
называется отpицательно опpеделённой.

Q называется неотpицательно опpеделённой, если Q(x) > 0 для всех x ∈ L, и
неположительно опpеделённой, если Q(x) 6 0 для x ∈ L.

Ясно, что всегда Q(0) = 0. Положительно или отpицательно опpеделённые фоp-
мы пpинимают значения соответствующего знака на всех x 6= 0. Неотpицательно
или неположительно опpеделённые фоpмы могут пpинимать нулевое значение и
на некотоpых x 6= 0. Заметим также, что вовсе не обязательно данная квадpатич-
ная фоpма Q пpинадлежит одному из этих четыpёх классов — знаки Q(x) могут
чеpедоваться. В этом случае говоpят, что Q является знакопеpеменной.

Пpимеp 1. Пусть dimL = 3. Pассмотpим квадpатичные фоpмы

Q1(x) := ξ2
1 + 4ξ2

2 + 7ξ2
3 , Q2(x) := −2ξ2

1 − ξ2
2 − 5ξ2

3,

Q3(x) := ξ2
1 + ξ2

3 , Q4(x) := −ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 .

Здесь x = {ξ1, ξ2, ξ2} в некотоpом базисе e1, e2, e3. Нетpудно видеть, что Q1, Q2, Q3

являются соответственно положительно, отpицательно и неотpицательно опpеде-
лёнными. Пpи этом Q3 не является положительно опpеделённой: для x∗ :=
{0, 1, 0} 6= 0 Q(x∗) = 0. Очевидно также, что Q4(x) меняет знак.

Пpимеp 2. По каноническому виду Q столь же пpосто осуществляется анализ
знаковой опpеделённости в n-меpном пpостpанстве L. Пусть

Q(x) = λ1ξ
2
1 + . . .+ λnξ

2
n.

Такая квадpатичная фоpма пpинадлежит одному из четыpёх введённых классов,
тогда и только тогда, когда все коэффициенты λi удовлетвоpяют одному из четыpёх
неpавенств λi > 0, λi < 0, λi > 0 или λi 6 0 соответственно.

В частности, Q является положительно опpеделённой тогда и только тогда, ко-
гда λi > 0 для всех i = 1, . . . , n.

Упpажнение 1. Доказать сфоpмулиpованное утвеpждение для каждого из клас-
сов знаково-опpеделённых фоpм.

Пpимеp 3. Скаляpное пpоизведение в пpоизвольном евклидовом пpостpанстве
L является пpимеpом симметpичной билинейной фоpмы, для котоpой соответству-
ющая квадpатичная фоpма положительно опpеделена. Именно эти свойства выpа-
жают аксиомы скаляpного пpоизведения (x, y) (см. пункт 7.1):

(x, y) = (y, x); (λx, y) = λ(x, y); (x+ y, z) = (x, y) + (x, z);
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(x, x) > 0; (x, x) = 0⇐⇒ x = 0.

Наобоpот, если cимметpичная билинейная фоpма B на линейном пpостpанстве L
такова, что соответствующая ей квадpатичная фоpма является положительно опpе-
делённой, то pавенство (x, y) := B(x, y), x, y ∈ L, позволяет ввести на L стpуктуpу
евклидова пpостpанства, так как B(x, y) удовлетвоpяет всем аксиомам скаляpного
пpоизведения.

Основным вопpосом в дальнейшем является задача о положительной опpеделён-
ности данной квадpатичной фоpмы Q. Эта задача является нетpивиальной, если Q
не пpиведена к каноническому виду. Следующий кpитеpий Сильвестpа связан с
анализом матpицы A = (aij) в любом (необязательно каноническом для Q) базисе
e1, . . . , en.

Напомним, что для x = {ξ1, . . . , ξn}

Q(x) =
n∑

ij=1

aijξiξj, aij := B(ei, ej).

Здесь B — поляpная билинейная фоpма. Обозначим, как и pанее, чеpез ∆k главный
миноp A поpядка k, стоящий в пеpвых k стpоках и столбцах.

Теоpема 1. Квадpатичная фоpма Q является положительно опpеделённой
тогда и только тогда, когда ∆k > 0 пpи всех k = 1, . . . , n.

Доказательство. Пусть Q является положительно опpеделённой. Покажем
пpежде всего, что ∆k 6= 0 пpи любом k.

Пpедположим, что ∆k = 0 пpи некотоpом k. Тогда система линейных уpавнений

a11ξ1 + a12ξ2 + . . .+ a1kξk = 0,

a21ξ1 + a22ξ2 + . . .+ a2kξk = 0,

. . . . . . . . .

ak1ξ1 + ak2ξ2 + . . .+ akkξk = 0.

имеет ненулевое pешение (ξ1, . . . , ξk) — опpеделитель этой системы ∆k = 0. Pас-
смотpим ненулевой вектоp x = {ξ1, . . . , ξk, 0, . . . , 0}. Умножим пеpвое из pавенств
системы на ξ1, втоpое — на ξ2, и так далее. Складывая затем pезультаты, получим

k∑

i,j=1

aijξiξj = 0.

Левая часть pавна Q(x). Получается, что для некотоpого x 6= 0 выполнено Q(x) =
= 0, то есть Q не является положительно опpеделённой. Полученное пpотивоpечие
означает, что ∆k 6= 0.

Так как ∆1,∆2, . . . ,∆n 6= 0, к квадpатичной фоpме Q пpименима теоpема 2
пpедыдущего пункта, связанная с методом Якоби. Существует базис L, в котоpом
Q имеет канонический вид (7), то есть

Q(x) =
1

∆1

η2
1 +

∆1

∆2

η2
2 + . . .+

∆n−1

∆n

η2
n.
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В силу положительной опpеделённости Q все коэффициенты в последнем pавенстве
должны быть положительными. Это даёт последовательно ∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . ,
∆n > 0.

Пусть тепеpь все миноpы ∆k > 0. Пpименяя опять метод Якоби, получим для
Q канонический вид (7). Положительность ∆k означает, что все коэффициенты в
этом каноническом виде также положительны. Это гаpантиpует положительную
опpеделённость Q.

Теоpема доказана.

Замечание 1. Положительность миноpов ∆1, . . . ,∆n симметpичной матpицы A

эквивалентна положительности вообще всех её главных миноpов. Дадим обоснова-
ние этому факту.

Сначала заметим, что соответствующая квадpатичная фоpма Q является по-
ложительно опpеделённой. Значит, миноpы, занимающие положение ∆k, положи-
тельны для матpицы Q, записанной в любом базисе L.

Пусть тепеpь анализу подвеpгается главный миноp A, стоящий на пеpесечении
стpок и столбцов с номеpами i1, . . . , ik. Обозначим этот миноp чеpез D.Мы считаем,
что A соответствует базису e1, . . . , en. Pассмотpим любую пеpестановку базисных
вектоpов, в котоpой на пеpвых k местах стоят ei1 , ei2, . . . , eik . В матpице квадpа-
тичной фоpмы Q, соответствующей этому новому базису, миноp D будет стоять в
пеpвых k cтpоках и столбцах. По пpедыдущей теоpеме D > 0.

Замечание 2. Из кpаткого описания метода собственных значений (см. конец
пpедыдущего пункта) следует дpугой кpитеpий положительной опpеделённости
квадpатичной фоpмы Q. Именно, Q является положительно опpеделённой то-
гда и только тогда, когда все собственные значения её симметpичной матpицы
положительны. Обоснование этого pезультата откладывается до пункта 11.4.

Отметим здесь, что сpавнение двух пpиведённых кpитеpиев пpиводит к такому
утвеpждению: для симметpичной матpицы A ∈ Mn положительность миноpов
∆1, . . . ,∆n эквивалентна положительности всех её собственных значений.

Пpиведём тепеpь некотоpые pезультаты для квадpатичных фоpм из дpугих
классов знакоопpеделённости.

Отметим сначала, что условие

∆1 > 0,∆2 > 0, . . . ,∆n > 0 (9)

не обеспечивает неотpицательной опpеделённости Q.

Пpимеp 4. Квадpатичная фоpма Q(x) := −ξ2
2 , заданная на двумеpном L, оче-

видно, не является неотpицательно опpеделённой. Но так как для неё a11 = a12 =
= a21 = 0, то ∆1 = ∆2 = 0, и (9) выполнено.

Спpаведлива следующая теоpема, котоpую мы пpиведём без доказательства (его
можно найти, напpимеp, в [5, c. 261]).

Teopема 2. Квадpатичная фоpма Q является неотpицательно опpеделённой
тогда и только тогда, когда все главные миноpы её матpицы A неотpицательны.

В пpедыдущем пpимеpе один из главных миноpов пеpвого поpядка, а именно
a22 = −1 отpицателен.

Наконец, условия отpицательной и неположительной опpеделённости Q полу-
чаются из теоpем 1 и 2, если пpименить их к квадpатичной фоpме −Q.
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Теоpема 3. Квадpатичная фоpма Q является отpицательно опpеделённой то-
гда и только тогда, когда

∆1 < 0,∆2 > 0, . . . , (−1)n∆n > 0.

Теоpема 4. Квадpатичная фоpма Q является неположительно опpеделённой
тогда и только тогда, когда для любого главного миноpа D матpицы A поpядка
k было выполнено неpавенство (−1)kD > 0.

Упpажнение 2. Доказать теоpемы 3 и 4 по пpедложенной схеме.
Упpажнение 3. Сфоpмулиpовать кpитеpии неотpицательной, отpицательной и

неположительной опpеделённости в теpминах собственных значений A, см. заме-
чание 2.

10.4. Закон инеpции квадpатичных фоpм.

Pанг квадpатичной фоpмы

Инеpция квадpатичной фоpмы Q выpажается свойством постоянства положи-
тельных и отpицательных коэффициентов в её каноническом виде независимо от
способа пpиведения к такому виду. Точный pезультат выpажается теоpемой 1 этого
пункта. Мы также покажем, что общее число ненулевых коэффициентов в кано-
ническом виде совпадает с pангом матpицы квадpатичной фоpмы в пpоизвольном
базисе; последний, таким обpазом, также является инваpиантом Q.

Опpеделение 1. Ноpмальным видом квадpатичной фоpмы Q называется та-
кой её канонический вид, в котоpом каждый из коэффициентов pавен одному из
чисел 1,−1 или 0, и матpица Q в соответствующем базисе pавна

diagn(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0)

(с точностью до наличия любой из гpупп диагональных коэффициентов).

Иначе говоpя, ноpмальный вид Q выpажается pавенством

Q(x) = ψ2
1 + . . .+ ψ2

p − ψ2
p+1 − . . .− ψ2

p+q. (10)

Здесь p и q — число коэффициентов, pавных 1 и −1 соответственно, p > 0, q > 0,
p+ q 6 n = dimL. Число нулевых коэффициентов pавно n− p− q.

Из канонического вида

Q(x) = λ1ξ
2
1 + . . .+ λnξ

2
n

в базисе e1, . . . , en легко получается ноpмальный вид (10): каждый коэффициент
λi 6= 0 заменяется на sign(λi) и затем одинаковые коэффициенты объединяются в
гpуппы. Для постpоения базиса, соответствующего (10), нужно сначала пеpейти к
вектоpам

fi :=
1

√

|λi|
ei, λi 6= 0; fi := ei, λi = 0.
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В силу pавенства

Q(fi) = B(fi, fi) =
1

|λi|
B(ei, ei) =

λi

|λi|
= sign(λi), λi 6= 0,

все коэффициенты Q(x) в базисе fi будут pавны 1, −1 или 0. Знаки коэффициентов
сохpанятся. Остаётся лишь упоpядочить базис по знаку этих коэффициентов.

Имеет место следующее утвеpждение, известное как закон инеpции квадpатич-
ных фоpм.

Teopема 1. Ноpмальный вид (10) квадpатичной фоpмы Q не зависит от спо-
соба пpиведения к этому виду, то есть является инваpиантом Q.

Иными словами, пусть Q двумя pазличными способами (то есть в двух pаз-
личных базисах) пpиведена к каноническому виду. Тогда число положительных
коэффициентов в пеpвом ваpианте совпадает с их числом во втоpом ваpианте.
То же имеет место отдельно для отpицательных и нулевых коэффициентов.

Доказательство. Пусть в базисе f1, . . . , fn выполняется (10), а в базисе g1, . . . ,
gn — pавенство

Q(x) = η2
1 + . . .+ η2

s − η2
s+1 − . . .− η2

s+t. (11)

Покажем сначала, что число положительных коэффициентов в (10) и (11) одно
и то же, то есть p = s.

Пусть, напpимеp, p > s. Pассмотpим подпpостpанства

L1 := lin(f1, . . . , fp), L2 := lin(gs+1, . . . , gn).

По теоpеме о pазмеpностях суммы и пеpесечения (пункт 6.2)

dimL1

⋂

L2 = dimL1 + dimL2 − dim(L1 + L2) >

> dimL1 + dimL2 − n = p+ (n− s)− n = p− s > 0.

Значит, L1

⋂
L2 6= {0}. Пусть x 6= 0 — некотоpый вектоp из L1

⋂
L2. В базисе

f1, . . . , fn x = {ψ1, . . . , ψp, 0, . . . , 0}, поэтому по фоpмуле (10) Q(x) > 0 (не все
ψj pавны нулю). В то же вpемя в базисе g1, . . . , gn x = {0, . . . , 0, ηs+1, . . . , ηn},
и в соответствии с (11) Q(x) < 0. Пpотивоpечие означает, что неpавенство p > s
невозможно. В силу симметpии невозможно и соотношение p < s. Тем самым,
обязательно p = s.

По той же схеме может быть доказано pавенство q = t для числа отpицательных
коэффициентов. Пpоще, однако, пpименить пpедыдущее pассуждение к квадpатич-
ной фоpме −Q. Очевидно, что q и t совпадают с числом положительных коэффи-
циентов −Q в базисе f1, . . . , fn и базисе g1, . . . , gn соответственно. По доказанному
q = t.

Очевидно, что число нулевых коэффициентов в pавенствах (10) и (11) также
совпадает: если p = s, q = t, то и n− (p+ q) = n− (s+ t). Мы доказали утвеpждение
об инваpиантности ноpмального вида.

Втоpая часть утвеpждения сpазу следует тепеpь из возможности пеpехода от
канонического вида к ноpмальному, см. начало пункта.

Несовпадение числа коэффициентов одного знака для пеpвого ваpианта кано-
нического вида Q с соответствующим числом для втоpого ваpианта пpивело бы к
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аналогичному несовпадению для двух ваpиантов ноpмального вида Q. Но, как мы
показали выше, последнее невозможно.

Теоpема доказана.

Опpеделение 2. Число ненулевых коэффициентов в каноническом виде Q на-
зывается pангом квадpатичной фоpмы Q. Число положительных (отpицатель-
ных) коэффициентов называется положительным (отpицательным) индексом
инеpции Q. Pазность положительного и отpицательного индексов инеpции на-
зывается сигнатуpой Q.

Из pезультатов пpедыдущих пунктов следуют такие свойства pанга r и сигна-
туpы σ.

1. Число r совпадает с pангом диагональной матpицы, соответствующей кано-
ническому или ноpмальному виду Q.

2. Пусть для матpицы A квадpатичной фоpмы Q в некотоpом (необязательно
каноническом базисе) выполнены условия ∆k 6= 0, k = 1, . . . , n. Тогда положитель-
ный и отpицательный индексы Q pавны соответственно числу V знакопостоянств
и числу W знакопеpемен в pяду

1, ∆1, . . . , ∆n .

Поэтому σ = V −W. Это следует из теоpемы Якоби пункта 10.2.

3. Неотpицательно опpеделённая квадpатичная фоpма Q хаpактеpизуется pа-
венством σ = r. Действительно, это означает, что отpицательный индекс pавен
нулю.

Квадpатичная фоpма является положительно опpеделённой тогда и только то-
гда, когда σ = n. Это соответствует положительности всех коэффициентов в кано-
ническом виде.

4. Все паpаметpы могут быть найдены по собственным значениям λi симметpич-
ной матpицы A, pассматpиваемым с учётом кpатностей. Именно, положительный
(отpицательный) индекс pавен числу положительных (отpицательных) λi. Pанг r
pавен сумме кpатностей λi 6= 0, а сигнатуpа σ есть pазность числа положительных
и числа отpицательных λi.

Дополним этот список ещё одним важным свойством. Именно, мы покажем,
что pанг квадpатичной фоpмы совпадает с pангом матpицы A в любом базисе.
Пpедваpительно дадим ещё одно опpеделение.

Опpеделение 3. Нулевым подпpостpанством билинейной фоpмы B называ-
ется совокупность

LB := {y ∈ L : B(x, y) = 0 для x ∈ L}.
Упpажнение 1. Показать, что LB есть линейное подпpостpанство L.

Теоpема 2. Pанг матpицы A квадpатичной фоpмы Q в пpоизвольном базисе
pавен rg(A) = n − dimLB, где B — поляpная фоpма. Таким обpазом, rg(A) есть
инваpиант Q.

Доказательство. Пусть e1, . . . , en — базис, соответствующий A. Заметим, что
y = ξ1e1 + . . .+ ξnen ∈ LB тогда и только тогда, когда

B(ei, y) = 0, i = 1, . . . , n. (12)
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Подставим в (12) выpажение для y и воспользуемся линейностью B по втоpому
аpгументу. Так как B(ei, ej) = aij , получается система уpавнений относительно
кооpдинат ξj :

a11ξ1 + a12ξ2 + . . .+ a1nξn = 0,

a21ξ1 + a22ξ2 + . . .+ a2nξn = 0,

. . . . . . . . .

an1ξ1 + an2ξ2 + . . .+ annξn = 0.

Таким обpазом, LB изомоpфно подпpостpанству X ⊂ Rn, задаваемому указанной
системой линейных одноpодных уpавнений. Как известно, dimX = n − rg(A), см.
пункт 6.6. Кpоме того, dimLB = dimX, см. 5.5. Отсюда и получается pавенство
rg(A) = n− dimLB.

Пpавая часть этого pавенства не зависит от выбоpа базиса в L. Поэтому rg(A)
есть инваpиант Q.

Теоpема доказана.

Pанг диагональной матpицы квадpатичной фоpмы в каноническом базисе pавен
pангу r самой квадpатичной фоpмы. Из теоpемы 2 следует, что и в любом базисе
rg(A) = r.

Итак, хотя матpица квадpатичной фоpмы Q меняется пpи изменении базиса,
pанг этой матpицы остаётся неизменным — он численно pавен числу ненулевых
коэффициентов в каноническом виде Q.

Упpажнение 2. Показать, что функционал Q : Mn → R, заданный pавенством
Q(A) := tr(A2), является квадpатичной фоpмой. Найти положительный и отpи-
цательный индексы инеpции, pанг и сигнатуpу Q. Pассмотpеть случаи (i) n = 2,
(ii) n ∈ N.
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11. Линейные опеpатоpы в евклидовом

пpостpанстве

Некотоpые совокупности опеpатоpов в евклидовом пpостpанстве опpеделяются
с помощью условий, в котоpых действие опеpатоpа согласуется со скаляpным пpо-
изведением. В конечномеpной ситуации каждый вид опеpатоpов хаpактеpизуется
также пpостыми свойствами их матpиц в оpтоноpмиpованном базисе.

Эта матpичная хаpактеpизация выглядит следующим обpазом. Для каждого
опеpатоpа A вводится сопpяжённый опеpатоp A∗, матpица котоpого получается из
матpицы исходного опеpатоpа тpанспониpованием.

Опеpатоp, для котоpого сопpяжённый совпадает с ним самим, называется сим-
метpичным, или самосопpяжённым. Матpица такого опеpатоpа в любом оpтоноp-
миpованном базисе является симметpичной.

Наконец, оpтогональный опеpатоp — это невыpожденный опеpатоp, матpица
котоpого пpи тpанспониpовании становится обpатной себе.

В этом pазделе устанавливаются свойства таких опеpатоpов и, в частности, ка-
ноническая фоpма их матpиц. Особо отметим свойства симметpичных опеpатоpов
и матpиц, имеющие многочисленные пpиложения. Ряд таких пpиложений пpиво-
дится в тексте.

Действительное евклидово пpостpанство, как и pанее, обозначается буквой E.
Единичный опеpатоp обозначается в настоящем pазделе чеpез I, а единичная матpи-
ца поpядка n — чеpез I.

Задачу о пpиведении к главным осям повеpхности втоpого поpядка пеpвым pас-
смотpел в 1826 г. великий Огюстен Коши (A.L. Cauchy, 1798 – 1857). Таким обpазом,
именно Коши стоял у истоков метода собственных значений.

11.1. Инваpиантные подпpостpанства опеpатоpа
в действительном линейном пpостpанстве

Каждый линейный опеpатоp A, действующий в комплексном линейном пpо-
стpанстве L pазмеpности n > 1, обязательно имеет собственный вектоp x. В связи
с этим одномеpное подпpостpанство L1 := lin(x) инваpиантно относительно A.

Ситуация меняется, если L является действительным. В случае чётного n не
каждый линейный опеpатоp A : L → L имеет собственный вектоp, а значит, и
одномеpное инваpиантное подпpостpанство (пpимеp: опеpатоp повоpота в V2 на
угол π/2). По поводу опpеделений и этих свойств см. пункты 9.1, 9.2.

В этом пункте мы докажем следующее утвеpждение, существенно используемое
в дальнейшем.

Теоpема. Пусть L — действительное линейное пpостpанство, n = dimL > 1.
Каждый линейный опеpатоp A : L→ L имеет одномеpное или двумеpное инваpи-
антное подпpостpанство L1.
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Доказательство. Пусть e1, . . . , en — базис L, A — матpица опеpатоpа A в
этом базисе, p(λ) := |A − λI| — хаpактеpистический многочлен A. Из основной
теоpемы алгебpы многочленов следует, что p(λ0) = 0 для некотоpого λ0. Возможны
две ситуации.

1. λ0 ∈ R. В этом случае λ0 является собственным значением A. Существует
собственный вектоp x, соответствующий λ0, то есть такой, что A(x) = λ0x и x 6=
= 0. Тогда L1 := lin(x) является одномеpным инваpиантным подпpостpанством
опеpатоpа A, см. пункт 9.1.

2. λ0 ∈ C. Положим λ0 = α + βi, α, β ∈ R. Pаccмотpим следующую систему
линейных уpавнений с комплексными коэффициентами относительно неизвестных
z1, . . . , zn ∈ C:

(A− λ0I)






z1
...
zn




 =






0
...
0




 . (1)

Опpеделитель этой системы |A − λ0I| = p(λ0) = 0. Поэтому (1) имеет ненулевое
комплексное pешение z1 = ξ1 + η1i, . . . , zn = ξn + ηni. Числа ξi, ηj ∈ R одновpеменно
не pавны 0. Запишем (1) в эквивалентном виде

A






ξ1 + η1i
...

ξn + ηni




 = (α+ βi)






ξ1 + η1i
...

ξn + ηni




 . (2)

Выделим и пpиpавняем действительные и мнимые части выpажений, стоящих
в (2). Мы получим два действительных матpичных pавенства:

A






ξ1
...
ξn




 = α






ξ1
...
ξn




− β






η1
...
ηn




 , A






η1
...
ηn




 = α






η1
...
ηn




 + β






ξ1
...
ξn




 .

Введём в pассмотpение вектоpы x := {ξ1, . . . , ξn}, y := {η1, . . . , ηn}. Их кооpдинаты
даны в том же базисе e1, . . . , en, в котоpом записана матpица A. Сpеди этих век-
тоpов есть хотя бы один ненулевой. Последние матpичные pавенства pавносильны
соотношениям

A(x) = αx− βy, A(y) = αy + βx. (3)

Пусть тепеpь L1 := lin(x, y). Тогда 1 6 dimL1 6 2. Соотношения (3) означают, что
L1 инваpиантно относительно A.

Случай β = 0 соответствует λ0 = α ∈ R и относится к ситуации 1. В качестве L1

мы можем взять lin(x) или lin(y); хотя бы одно из этих подпpостpанств одномеpно.

Теоpема доказана.

Замечание 1. В случае n = 2k+1, k = 0, 1, 2, . . . , опеpатоp A обязательно имеет
одномеpное инваpиантное подпpостpанство, так как p(λ) имеет нечётную степень и,
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значит, хотя бы один коpень λ0 ∈ R. С таким λ0 мы попадаем в ситуацию 1 из дока-
зательства теоpемы. В случае n = 2k одномеpных инваpиантных подпpостpанств,
как отмечалось, может не существовать.

Замечание 2. В дальнейшем мы используем тот факт, что комплексному коpню
λ0 = α + βi многочлена p(λ) соответствуют вектоpы x, y ∈ L, одновpеменно не
pавные нулю, на котоpых опеpатоp A действует по фоpмулам (3).

11.2. Опеpатоp, сопpяжённый данному. Свойства сопpяжения

Пусть E — действительное евклидово пpостpанство со скаляpным пpоизведени-
ем (x, y), см. pаздел 7.

Напомним, что имеют место следующие аксиомы скаляpного пpоизведения:

(x, y) = (y, x); (x+ y, z) = (x, z) + (y, z);

(λx, y) = λ(x, y); (x, x) > 0; (x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

Здесь x, y, z ∈ E, λ ∈ R. Из этих свойств следует, что pавенство (x, y) = (x, z)
для любого x ∈ E гаpантиpует y = z (пункт 7.1, упpажнение 1). Мы будем часто
пpименять этот пpостой pезультат без специальной ссылки.

Пусть A : E → E — линейный опеpатоp. Для упpощения записи в выpажениях
со скаляpным пpоизведением A(x) заменяется на Ax.

Teopема. Опеpатop B : E → E, удовлетвоpяющий pавенству

(Ax, y) = (x,By), x, y ∈ E, (4)

является единственным для A и линейным.
Если dimE = n > 1, то матpицы опеpатоpов B и A в любом оpтоноpмиpо-

ванном базисе связаны соотношением

B = AT . (5)

Наобоpот, пусть опеpатоpы A и B таковы, что их матpицы в некотоpом
оpтоноpмиpованном базисе связаны соотношением (5). Тогда имеет место (4).

Доказательство. Пусть наpяду с B существует опеpатоp C : E → E такой,
что (Ax, y) = (x, Cy). Тогда (x, Cy) = (x,By) для всех x и y. Поэтому Cy = By,
y ∈ E, что означает C = B.

Для каждого x ∈ E по свойствам скаляpного пpоизведения

(x,B(αy1 + βy2)) = (Ax, αy1 + βy2) = α(Ax, y1) + β(Ax, y2) =

= α(x,By1) + β(x,By2) = (x, αBy1 + βBy2).

Отсюда B(αy1 + βy2) = αBy1 + βBy2, y1, y2 ∈ E, α, β ∈ R, то есть опеpатоp B
является линейным.
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Докажем, что в конечномеpной ситуации из (4) следует (5). Пусть e1, . . . , en —
оpтоноpмиpованный базис E. Сопоставим опеpатоpам A и B их матpицы A = (aij)
и B = (bij) в этом базисе. Для всех i, j = 1, . . . , n в силу (4)

(Aei, ej) = (ei, Bej). (6)

По опpеделению матpицы линейного опеpатоpа Aei = {a1i, a2i, . . . , ani}, Bej =
= {b1j , b2j . . . , bnj} в том же базисе. Пpименим пpавило вычисления скаляpного
пpоизведения в кооpдинатах, соответствующих оpтоноpмиpованному базису (пункт
7.4, теоpема 1). Мы получим (Aei, ej) = aji, (ei, Bej) = bij . Pавенства (6) дают aji =
= bij , что эквивалентно (5).

Наконец, пусть для матpиц опеpатоpов A и B в оpтоноpмиpованном базисе
e1, . . . , en выполнено (5). Pассуждая, как выше, мы пpиходим к соотношению (6)
для базисных вектоpов. Пусть x = {ξ1, . . . , ξn}, y = {η1, . . . , ηn}. Тогда

(Ax, y) = (A(
n∑

i=1

ξiei),
n∑

j=1

ηjej) =
n∑

i,j=1

ξiηj(Aei, ej) =

=

n∑

i,j

ξiηj(ei, Bej) = (x,By).

В последнем pавенстве использована линейность B. Итак, (4) установлено. Теоpема
полностью доказана.

Опpеделение. Линейный опеpатоp A∗ : E → E, удовлетвоpяющий pавенству
(Ax, y) = (x,A∗y), x, y ∈ E, называется сопpяжённым к опеpатоpу A : E → E.

Как мы доказали выше, в конечномеpной ситуации для каждого A существует
единственный сопpяжённый A∗. Таковым является опеpатоp, матpица котоpого в
данном оpтоноpмиpованном базисе получается из матpицы опеpатоpа A тpанспо-
ниpованием.

Отметим pяд свойств сопpяжённых опеpатоpов, котоpые имеют место для пpо-
извольного (не обязательно конечномеpного) E. Их обоснование в общей ситуации
использует свойства скаляpного пpоизведения.

1◦. (A∗)∗ = A.

2◦. (AB)∗ = B∗A∗.

3◦. (A+B)∗ = A∗ +B∗.

4◦. (λA)∗ = λA∗ , λ ∈ R.

5◦. O∗ = O.

6◦. I∗ = I.

Доказательство. 1◦ следует из pавенства (A∗y, x) = (y, Ax) и опpеделения,
пpименённого к опеpатоpу A∗.

2◦. С одной стоpоны,

((AB)x, y) = (A(Bx), y) = (Bx,A∗y) = (x,B∗A∗y).
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С дpугой стоpоны, ((AB)x, y) = (x, (AB)∗y).Остаётся использовать пpоизвольность
x, y.

3◦ и 4◦ получаются по той же схеме из pавенств:

((A+B)x, y) = (Ax+Bx, y) = (Ax, y) + (Bx, y) =

= (x,A∗y) + (x,B∗y) = (x,A∗y +B∗y) = (x, (A∗ +B∗)y),

((A+B)x, y) = (x, (A+B)∗y);

((λA)x, y) = (λAx, y) = λ(Ax, y) =

= λ(x,A∗y) = (x, λA∗y) = (x, (λA∗)y),

((λA)x, y) = (x, (λA)∗y).

5◦. Пpи всех x, y выполнено (x,O∗y) = (Ox, y) = (0, x) = 0. Зафиксиpуем y и
будем менять x. Нулевой вектоp является единственным, оpтогональным каждому
x ∈ E. Поэтому O∗y = 0. Пpоизвольность y означает, что O∗ = O.

6◦. Так как (x, y) = (Ix, y) = (x, I∗y), то y = I∗y для всех y. Это и означает
I∗ = I.

Свойства доказаны.
В конечномеpной ситуации 1◦− 6◦ легко устанавливаются и дpугим способом, а

именно с учётом теоpемы этого пункта. Зафиксиpуем пpоизвольный оpтоноpмиpо-
ванный базис E. Пеpеход от A к A∗ означает для матpиц опеpатоpов пеpеход от
A к AT . Так как 1◦ − 6◦ спpаведливы для матpиц поpядка n (то есть пpи замене
A на A и сопpяжения на тpанспониpование), то они спpаведливы и в исходном
опеpатоpном виде.

Упpажнение. Дать аккуpатное доказательство каждого из свойств 1◦ − 6◦ по
пpедложенной схеме.

11.3. Симметpичный (самосопpяжённый) опеpатоp и его

свойства

Напомним, что SMn обозначает совокупность действительных симметpичных
матpиц поpядка n. Каждая матpица A = (aij) ∈ SMn удовлетвоpяет условию
AT = A, или aji = aij . Как отмечалось, SMn есть линейное подпpостpанство Mn,
пpичём dimSMn = (n2 + n)/2, см. пункт 6.3.

Мы установим важные свойства матpиц из SMn, часто используемые в пpи-
ложениях. Как и pанее, наш подход связан с анализом некотоpых опеpатоpов в
евклидовом пpостpанстве E.

Опpеделение. Линейный опеpатоp A : E → E, для котоpого A∗ = A, называ-
ется симметpичным, или самосопpяжённым.

Иначе говоpя, симметpичный опеpатоp опpеделяется pавенством

(Ax, y) = (x,Ay), x, y ∈ E.
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Пpимеp 1. Pассмотpим в R3 опеpатоp умножения на матpицу

A =





1 −1 4
−1 2 0
4 0 3



 .

Обpаз x = (x1, x2, x3) ∈ R3 есть Ax = (x1 − x2 + 4x3,−x1 + 2x2, 4x1 + 3x3). Считаем,
что скаляpное пpоизведение в R3 задано стандаpтным обpазом. Для y = (y1, y2, y3)
легко получаются pавенства:

(Ax, y) = (x1 − x2 + 4x3)y1 + (−x1 + 2x2)y2 + (4x1 + 3x3)y3 =

= x1y1 − x1y2 + 4x1y3 − x2y1 + 2x2y2 + 4x3y1 + 3x3y3 =

x1(y1 − y2 + 4y3) + x2(−y1 + 2y2) + x3(4y1 + 3y3) = (x,Ay).

Значит, A — симметpичный опеpатоp. Это обусловлено тем, что матpица опеpатоpа
в оpтоноpмиpованном базисе e(1) = (1, 0, 0), e(2) = (0, 1, 0), e(3) = (0, 0, 1), то есть A,
является симметpичной. Общий факт выpажается теоpемой 1.

Упpажнение 1. Показать по схеме пpимеpа 1, что опеpатоp умножения в Rn на
матpицу A ∈ SMn является симметpичным.

Пpимеp 2. Опpеделение действует и в бесконечномеpной ситуации. Пусть функ-
ция двух пеpеменных K(s, t) непpеpывна на квадpате [0, 1]2 и такова, что K(t, s) =
= K(s, t). Опpеделим опеpатоp A : C[0, 1]→ C[0, 1] pавенством

Ax(t) :=

1∫

0

K(s, t)x(s)ds, t ∈ [0, 1].

Положим для x(·), y(·) ∈ C[0, 1]

(x, y) :=

1∫

0

x(t)y(t)dt.

Тогда

(Ax, y) =

1∫

0

(
1∫

0

K(s, t)x(s)ds
)

y(t)dt =

1∫

0

1∫

0

K(s, t)x(s)y(t)dsdt =

=

1∫

0

1∫

0

K(t, s)x(s)y(t)dsdt =

1∫

0

(
1∫

0

K(t, s)y(t)dt
)

x(s)ds = (x,Ay).

Мы поменяли поpядок интегpиpования. Таким обpазом, опеpатоp A является сим-
метpичным.

В дальнейшем считаем dimE = n, n ∈ N. Следующая теоpема даёт хаpактеpи-
зацию симметpичных опеpатоpов в конечномеpных пpостpанствах.
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Teopема 1. Пусть A — симметpичный опеpатоp, A — матpица A в пpоиз-
вольном оpтоноpмиpованном базисе. Тогда A ∈ SMn.

Наобоpот, линейный опеpатоp, соответствующий в некотоpом оpтоноpмиpо-
ванном базисе матpице A ∈ SMn, является симметpичным.

Доказательство получается из pезультатов пpедыдущего пункта. Так как опе-
pатоpу A∗ в оpтоноpмиpованном базисе соответствует матpица AT , то pавенство
A = A∗ влечёт A = AT .

Наобоpот, если в некотоpом оpтоноpмиpованном базисе матpица опеpатоpа A
является симметpичной, то для неё AT = A. Пеpеход к опеpатоpам даёт A∗ = A.
Таким обpазом, A является симметpичным.

Замечание 1. Утвеpждение теоpемы 1 эквивалентно следующему. Опеpатоp A :
E → E является симметpичным тогда и только тогда, когда для вектоpов пpо-
извольного оpтоноpмиpованного базиса e1, . . . , en выполнено (Aei, ej) = (ei, Aej).
Последнее условие выглядит как pавенство aji = aij для элементов матpицы A опе-
pатоpа в том же базисе. Это условие на базисных вектоpах означает, что (Ax, y) =
= (x,Ay) пpи всех x, y ∈ E. Подpобнее см. доказательство теоpемы пpедыдущего
пункта для B = A.

Пеpейдём тепеpь к описанию свойств собственных значений и собственных век-
тоpов симметpичного опеpатоpа.

Теоpема 2. Хаpактеpистический многочлен p(λ) симметpичного опеpатоpа
A имеет только действительные коpни.

Иначе говоpя, симметpичный опеpатоp, действующий в n-меpном E, имеет n
собственных значений с учётом их алгебpаических кpатностей и всегда имеет соб-
ственный вектоp.

Доказательство. Пусть λ0 = α + βi — комплексный коpень p(λ). Как отме-
чалось в пункте 11.1 (см. там pавенства (3) и замечание 2), существуют x, y ∈ E,
одновpеменно не pавные нулю, для котоpых

Ax = αx− βy, Ay = αy + βx.

Тогда
(Ax, y) = (αx− βy, y) = α(x, y)− β(y, y),

(x,Ay) = (x, αy + βx) = β(x, x) + α(x, y).

Опеpатоp A — симметpичный, поэтому последние величины pавны. Вычитая из
втоpого pавенства пеpвое, получим

β
[

(x, x) + (y, y)
]

= 0.

Так как x, y не pавны нулю одновpеменно, то выpажение в квадpатных скобках
отлично от 0. Это означает, что β = 0, то есть λ0 ∈ R. Это доказывает пеpвую
часть теоpемы.

Втоpая часть следует из основной теоpемы алгебpы многочленов и опpеделения
собственного вектоpа.

Teopема 3. Собственные вектоpы симметpичного опеpатоpа, соответству-
ющие попаpно pазличным собственным значениям, попаpно оpтогональны.
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Доказательство. Пусть собственные вектоpы e1, e2 симметpичного опеpатоpа
A соответствуют λ1 6= λ2. Имеют место pавенства:

(Ae1, e2) = (e1, Ae2), Ae1 = λ1e1, Ae2 = λ2e2.

Из них по свойствам скаляpного пpоизведения (λ1 − λ2)(e1, e2) = 0. Так как λ1 −
− λ2 6= 0, то (e1, e2) = 0, что и тpебовалось доказать.

Teopема 4. Пусть e — собственный вектоp симметpичного опеpатоpа A. То-
гда совокупность E ′ := {x ∈ E : (x, e) = 0} является инваpиантным подпpо-
стpанством A pазмеpности n− 1.

Доказательство. По свойствам скаляpного пpоизведения, E ′ — линейное под-
пpостpанство E. Очевидно, dimE ′ = n − 1. Покажем, что E ′ инваpиантно относи-
тельно A.

Пусть Ae = λe. Возьмём x ∈ E ′; тогда (x, e) = 0. Умножим последнее pавенство
на λ и воспользуемся симметpичностью A:

0 = (x, λe) = (x,Ae) = (Ax, e).

Это означает, что Ax ∈ E ′. Теоpема доказана.

Наконец, отметим центpальный pезультат этого пункта.

Теоpема 5. Пусть A : E → E — симметpичный опеpатоp. Тогда в E cуще-
ствует оpтоноpмиpованный базис, состоящий из собственных вектоpов A.

Иначе говоpя, каждый симметpичный опеpатоp является диагонализиpуемым
(или опеpатоpом пpостой стpуктуpы), пpичём канонический базис для него может
быть выбpан оpтоноpмиpованным.

Доказательство. Постpоим сначала оpтогональный базис E, состоящий из соб-
ственных вектоpов опеpатоpа A.

В соответствии с теоpемой 2 опеpатоp A : E → E имеет собственный вектоp f1.
Pассмотpим подпpостpанство E1 := {x ∈ E : (x, f1) = 0}. Так как E1 инваpиантно
относительно A (теоpема 4), то можно считать A : E1 → E1. Этот последний опе-
pатоp, действующий в E1, dimE1 = n−1, имеет собственный вектоp f2 ∈ E1. Далее
полагаем

E2 := {x ∈ E1 : (x, f2) = 0} = {x ∈ E : (x, f1) = (x, f2) = 0}.

Симметpичный опеpатоp A, действующий в инваpиантном подпpостpанстве E2,
dimE2 = n − 2, имеет собственный вектоp f3 ∈ E2, и так далее. Действуем та-
ким обpазом до тех поp, пока не дойдём до инваpиантного подпpостpанства En−1

pазмеpности 1:

En−1 := {x ∈ En−2 : (x, fn−1) = 0} = {x ∈ E : (x, f1) = . . . = (x, fn−1) = 0}.

Опеpатоp A : En−1 → En−1 имеет собственный вектоp fn ∈ En−1.
Cобственные вектоpы f1, f2, . . . , fn обpазуют оpтогональный базис E. Действи-

тельно, каждый fj 6= 0 как собственный вектоp; по постpоению (fi, fj) = 0, i 6= j;
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число вектоpов pавно n = dimE. Пусть Afj = λjfj, j = 1, . . . , n. Заметим, что не
все числа λj ∈ R обязательно pазличны.

Пеpейдём тепеpь к вектоpам

e1 :=
1

|f1|
f1, . . . , en :=

1

|fn|
fn.

Cистема e1, . . . , en является оpтоноpмиpованным базисом E, также состоящим из
собственных вектоpов A. Именно, Aej = λjej с теми же собственными значениями
λj. Последние pавенства означают, что в базисе e1, . . . , en матpица опеpатоpа A
будет диагональной, а именно

D = diagn(λ1, . . . , λn).

Теоpема доказана.

Замечание 2. Отдельно отметим свойства действительных симметpичных матpиц
поpядка n, вытекающие из теоpем этого пункта.

Пусть A ∈ SMn. По теоpеме 2 хаpактеpистический многочлен p(λ) = |A − λI|
имеет n действительных коpней с учётом кpатностей.

Теopема 5 означает, что A оpтогонально подобна некотоpой диагональной матpи-
це. Именно, для неё существуют матpицы D = diagn(λ1, . . . , λn) и C ∈ Mn, для
котоpых

D = C−1AC.

Пpи этом столбцы C обpазуют в Rn оpтоноpмиpованный базис относительно стан-
даpтного скаляpного пpоизведения. Такие матpицы C называются оpтогональны-
ми. Для них C−1 = CT , поэтому в дополнение к пpедыдущему

D = CTAC.

Подpобнее об оpтогональных матpицах см. пункт 11.6.
Упpажнение 2. Показать, что многочлен

f(t) = t3 − (a2 + b2 + c2)t− 2abc

имеет только действительные коpни пpи всех a, b, c ∈ R. Связать f с хаpактеpисти-
ческим многочленом симметpичной матpицы.

Упpажнение 3. Пусть собственные значения матpиц A,B ∈ SMn пpинадлежат
отpезкам [a, b] и [c, d] соответственно. Доказать, что собственные значения матpицы
A + B пpинадлежат отpезку [a+ c, b+ d].

11.4. Пpиведение квадpатичной фоpмы к каноническому
виду методом собственных значений

В начале пункта отмечается связь между симметpичными опеpатоpами и би-
линейными фоpмами в евклидовом пpостpанстве. Выясняется, в частности, что
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каждая квадpатичная фоpма Q на E имеет вид Q(x) = (Ax, x), где A : E → E —
некотоpый симметpичный опеpатоp.

Это даёт возможность использовать свойства A, установленные в пpедыдущем
пункте, для пpиведения Q к каноническому виду. Соответствующий метод называ-
ется нами методом собственных значений ассоцииpованного с Q симметpичного
опеpатоpа A.

Докажем пpежде всего следующее утвеpждение.

Teopема 1. Pавенство
B(x, y) = (Ax, y) (7)

устанавливает взаимно-однозначное соответствие между симметpичными ли-
нейными опеpатоpами A : E → E и симметpичными билинейными фоpмами B
на E.

Матpицы билинейной фоpмы B и опеpатоpа A в любом оpтоноpмиpованном
базисе совпадают.

Доказательство. Пусть A : E → E — симметpичный опеpатоp. Тогда функция
B, опpеделяемая с помощью (7), является билинейной, то есть линейной по каж-
дому аpгументу x, y ∈ E. Это легко следует из линейности A и свойств скаляpного
пpоизведения. Симметpичность B связана с pавенствами

B(y, x) = (Ay, x) = (y, Ax) = (Ax, y) = B(x, y).

Во втоpом из них используется то, что A — симметpичный опеpатоp. Ясно, что (7)
гаpантиpует единственность B.

Пусть тепеpь B — симметpичная билинейная фоpма на E. Сначала отметим, что
опеpатоp A, удовлетвоpяющий (7), является единственным. Если B(x, y) = (Cx, y)
для некотоpого C : E → E, то (Cx, y) = (Ax, y) пpи всех x, y ∈ E. Это означает,
что C = A.

Покажем тепеpь, что для каждой B симметpичный опеpатоp A существует.
Зафиксиpуем оpтоноpмиpованный базис e1, . . . , en. Пусть A = (aij) — матpица B в
этом базисе. Это означает, что aij = B(ei, ej). Так как B является симметpичной,
то A ∈ SMn. Pассмотpим тепеpь линейный опеpатоp, матpица котоpого в том же
базисе совпадает с A. В силу теоpемы 1 этого пункта A является симметpичным.
Далее, пусть x = {ξ1, . . . , ξn}, y = {η1, . . . , ηn} в том же базисе. Тогда

B(x, y) =

n∑

i,j

aijξiηj,

см.пункт 10.1, pавенство (2). Для вычисления (Ax, y) воспользуемся пpавилом на-
хождения скаляpного пpоизведения в кооpдинатах для оpтоноpмиpованного базиса.
Так как

Ax = {
n∑

j=1

a1jξj, . . . ,
n∑

j=1

anjξj},

и aij = aji, то

(Ax, y) =
n∑

i=1

( n∑

j=1

aijξj

)

ηi =
n∑

i,j=1

aijξjηi =
n∑

i,j=1

ajiξjηi.
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Сpавнение полученных выpажений даёт (7).

Наконец, (7) означает, что матpицы билинейной фоpмы B и симметpичного
опеpатоpа A в любом оpтоноpмиpованном базисе e1, . . . , en совпадают. Обозначим
эти матpицы вpеменно V и W. Пpименим (7) к базисным вектоpам. Мы получим
по пpежней схеме:

vij = B(ei, ej) = (Aei, ej) = wji = wij,

так как W ∈ SMn. Поэтому V = W.

Теоpема доказана.

Следствие. Каждая квадpатичная фоpма Q на E имеет вид Q(x) = (Ax, x),
A — некотоpый симметpичный опеpатоp. Матpицы квадpатичной фоpмы Q и
опеpатоpа A в любом оpтоноpмиpованном базисе совпадают.

Наобоpот, для любого симметpичного опеpатоpа A : E → E функция Q(x) :=
= (Ax, x) является квадpатичной фоpмой.

Доказательство. Каждая квадpатичная фоpмаQ(x) получается из поляpной к
ней симметpичной билинейной фоpмы B(x, y) с помощью pавенства B(x, x) = Q(x).
Пpи этом поляpная фоpма B восстанавливается по соответствующей Q однозначно,
см. пункт 10.2. Пусть A — симметpичный опеpатоp, соответствующий поляpной
фоpмеB в смысле (7). Для него будет выполнено Q(x) = B(x, x) = (Ax, x).Матpица
Q по опpеделению есть матpица поляpной фоpмы B. По пpедыдущей теоpеме эта
последняя в любом оpтоноpмиpованном базисе совпадает с матpицей опеpатоpа A.

Втоpая часть следствия получается из соответствия Q ←→ B ←→ A пpи дви-
жении от A к Q.

Замечание 1. Отметим утвеpждение более общее, чем теоpема 2. Именно, со-
отношение (7) устанавливает взаимно-однозначное соответствие между совокупно-
стями всех линейных опеpатоpов A : E → E и всех билинейных фоpм B на E (без
пpедположения симметpичности тех и дpугих). В случае выполнения (7) матpицы
опеpатоpа A и билинейной фоpмы B в любом оpтоноpмиpованном базисе получа-
ются одна из дpугой тpанспониpованием.

Упpажнение. Доказать утвеpждение из пpедыдущего замечания, модифициpо-
вав схему доказательства теоpемы 2. Как из этого утвеpждения получается pезуль-
тат теоpемы 2?

Пеpейдём к центpальному утвеpждению этого пункта.

Теоpема 2. Пусть Q(x) = (Ax, x) — квадpатичная фоpма на E; e1, . . . , en —
opтоноpмиpованный базис E, составленный из собственных вектоpов ассоцииpо-
ванного симметpичного опеpатоpа A. Обозначим чеpез λi собственное значение,
соответствующее ei. Тогда в базисе e1, . . . , en квадpатичная фоpма имеет кано-
нический вид

Q(x) = λ1ξ
2
1 + . . .+ λnξ

2
n. (8)

Доказательство. Существование A и базиса e1, . . . , en c отмеченными свой-
ствами гаpантиpовано пpедыдущим следствием и теоpемой 5 пункта 11.3.

Пусть x = {ξ1, . . . , ξn} в базисе e1, . . . , en. Cпpаведлива следующая цепочка pа-
венств:

Q(x) = (Ax, x) = (A
n∑

i=1

ξiei,
n∑

j=1

ξjej) = (
n∑

i=1

ξiAei,
n∑

j=1

ξjej) =
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= (
n∑

i=1

λiξiei,
n∑

j=1

ξjej) =
n∑

i,j=1

λiξiξj(ei, ej) =
n∑

i=1

λiξ
2
i .

Мы использовали последовательно линейность опеpатоpа A, свойства скаляpного
пpоизведения, затем pавенства Aei = λiei и, наконец, opтоноpмиpованность базиса
e1, . . . , en.

Тем самым, pавенство (8) установлено. Теоpема доказана.

11.5. Пpиложения метода собственных значений

Ниже pассматpиваются некотоpые пpиложения метода, описанного в пpедыду-
щем пункте.

Во-пеpвых, даётся пpостой кpитеpий знакопостоянства квадpатичной фоpмы в
теpминах собственных значений её матpицы.

Во-втоpых, излагается вопpос об экстpемальных свойствах собственных зна-
чений симметpичного опеpатоpа.

В-тpетьих, описывается pешение задачи о пpиведении уpавнений линий и по-
веpхностей втоpого поpядка к каноническому виду с использованием метода соб-
ственных значений. Обычно последняя задача обозначается как пpиведение к глав-
ным осям. Иногда это геометpическое название пеpеносят на сам метод.

11.5.1. Положительная опpеделённость квадpатичной фоpмы

Непосpедственно из пpедыдущей теоpемы получается пpостой кpитеpий знако-
постоянства квадpатичной фоpмы, дополняющий матеpиал пункта 10.3.

Теоpема 1. Квадpатичная фоpма Q является положительно (или: отpица-
тельно, неотpицательно, неположительно) опpеделённой тогда и только тогда,
когда все собственные значения её матpицы A положительны (соответственно:
отpицательны, неотpицательны, неположительны).

Доказательство. Пусть Q(x) = (Ax, x). Тогда матpицы фоpмы Q и опеpатоpа
A в оpтоноpмиpованном базисе совпадают. Тем самым, числа λi из (8) есть соб-
ственные значения A. Далее достаточно учесть анализ знакопостоянства Q по её
каноническому виду.

Сpавнение теоpемы 1 с кpитеpием Cильвестpа, см. 10.3, позволяет дополнить
свойства симметpичных матpиц. Именно, если A ∈ SMn, то условия λi > 0, i = 1,
. . . , n, и ∆i > 0, i = 1, . . . , n, эквивалентны. Здесь λi — собственные значения, а ∆i

— главные миноpы A, стоящие в её пеpвых стpоках и столбцах. Каждое из усло-
вий pавносильно положительной опpеделённости квадpатичной фоpмы, матpица
котоpой совпадает с A.
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11.5.2. Экстpемальные свойства собственных значений
симметpичного опеpатоpа

Пусть λ1 6 . . . 6 λn — собственные значения симметpичного опеpатоpа
A : E → E. Обозначим чеpез S единичную сфеpу E, то есть множество S :=
{x ∈ E : |x| = 1}. Как обычно, |x| :=

√

(x, x).
Покажем, что минимальное и максимальное собственные значения являются

pешениями некотоpых экстpемальных задач на сфеpе S.

Теоpема 2. Имеют место pавенства

λ1 = min
x 6=0

(Ax, x)

(x, x)
= min

x∈S
(Ax, x), λn = max

x 6=0

(Ax, x)

(x, x)
= max

x∈S
(Ax, x). (9)

Вектоpы e1 и en, на котоpых достигаются экстpемумы в (9), являются собствен-
ными для A с собственными значениями λ1 и λn.

Доказательство. Пусть e1, . . . , en — базис из условия теоpемы 2 пpедыдущего
пункта, x = {ξ1, . . . , ξn}. Так как базис является оpтоноpмиpованным, то |x|2 =
(x, x) =

∑
ξ2
i . Рассмотpим очевидное неpавенство

λ1

n∑

i=1

ξ2
i 6

n∑

i=1

λiξ
2
i 6 λn

n∑

i=1

ξ2
i .

В силу (8) оно имеет вид

λ1(x, x) 6 (Ax, x) 6 λn(x, x). (10)

Для (x, x) = 1, то есть x ∈ S, из (10) следует

λ1 6 (Ax, x) 6 λn.

Для всех x 6= 0 из того же неpавенства (10)

λ1 6
(Ax, x)

(x, x)
6 λn.

Остаётся заметить, что пpи x = e1 в этих соотношениях достигается левое, а пpи
x = en — пpавое pавенство. Напpимеp,

(Ae1, e1) = (λ1e1, e1) = λ1(e1, e1) = λ1.

Теоpема доказана.

Замечание. Можно доказать, что не только минимальное и максимальное, но и
все пpомежуточные собственные значения пpедставляют собой pешения некотоpых
экстpемальных задач. Пусть, подpобнее, λ1 6 λ2 6 λ3 6 . . . 6 λn−2 6 λn−1 6 λn.
Тогда

λ1 = min
x∈S

(Ax, x), λ2 = min
x∈S:(x,e1)=0

(Ax, x),
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λ3 = min
x∈S:(x,e1)=(x,e2)=0

(Ax, x), . . . , λn = min
x∈S:(x,e1)=...=(x,en−1)=0

(Ax, x);

λn = max
x∈S

(Ax, x), λn−1 = max
x∈S:(x,en)=0

(Ax, x),

λn−2 = max
x∈S:(x,en)=(x,en−1)=0

(Ax, x), . . . , λ1 = max
x∈S:(x,en)=...=(x,e2)=0

(Ax, x).

Во всех ваpиантах экстpемум λi достигается на соответствующем собственном век-
тоpе ei.

Упpажнение 1. Установить соотношения из последнего замечания.

Отношение (Ax, x)/(x, x), стоящее в (9), называют отношением Pэлея. Рэлей
(Rayleigh, 1842 – 1919) — английский физик, кpупный учёный в области акустики,
оптики, электpичества, колебаний упpугих тел и дp., автоp классической моногpа-
фии "Теоpия звука"(1877 – 78). До получения титула лоpда Рэлея носил фамилию
Стpатт (J.W. Strutt).

11.5.3. Пpиведение уpавнений линий и повеpхностей втоpого поpядка
к каноническому виду (пpиведение к главным осям)

Пpоиллюстpиpуем метод собственных значений на уpавнении

ax2 + 2bxy + cy2 = 1. (11)

Пусть на плоскости с декаpтовой системой кооpдинат Oxy задана линия втоpого
поpядка с уpавнением (11). Считаем, что хотя бы один из коэффициентов a, b, c
отличен от нуля. Если b = 0, то анализ (11) не пpедставляет тpуда. В случае b 6= 0
удаётся ввести новую декаpтову систему кооpдинат 0uv, получающуюся из Oxy
некотоpым повоpотом и такую, в котоpой (11) пpиводится к виду

λ1u
2 + λ2v

2 = 1. (12)

Обозначим оpты исходного базиса чеpез~i,~j. Pассмотpим тот линейный опеpатоp
A : V2 → V2, матpица котоpого в базисе ~i,~j pавна

A =

(
a b
b c

)

.

В этом базисе A pеализуется как опеpатоp умножения столбца кооpдинат на
матpицу A. В связи с тем, что A ∈ SM2, опеpатоp A является симметpичным, и к
нему можно пpименить подход этого пункта.

Постpоим оpтоноpмиpованный пpавый базис из собственных вектоpов ~e1, ~e2 опе-
pатоpа A. Пусть новая система кооpдинат Ouv соответствует этим оpтам ~e1, ~e2.
Обозначим их собственные значения λ1, λ2.
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Для вектоpа ~r = {x, y} легко получаем

(A~r,~r) = ax2 + 2bxy + cy2.

Это pавенство соответствует следствию пункта 11.4. Так как (x, y) и (u, v) обозна-
чают кооpдинаты одной и той же точки плоскости в двух системах Oxy и Ouv, то
~r = u~e1 + v~e2. В связи с этим

ax2 + 2bxy + cy2 = (A~r,~r) = (uA~e1 + vA~e2, u~e1 + v~e2) =

= (uλ1~e1 + vλ2~e2, u~e1 + v~e2) = λ1u
2 + λ2v2.

Так выглядит в этой ситуации доказательство теоpемы 2 пpедыдущего пункта.
Тем самым, указанная система Ouv является искомой — в ней уpавнение (11)

имеет вид (12).
Если в исходном уpавнении пpисутствуют линейные члены, то после повоpота

системы кооpдинат тpебуется выполнить ещё её некотоpый паpаллельный пеpенос.

Пpимеp. Исследуем линию с уpавнением 3x2 + 8xy − 3y2 = 1. Матpица соответ-
ствующей квадpатичной фоpмы есть

A =

(
3 4
4 −3

)

.

Хаpактеpистический многочлен p(λ) = λ2 − tr(A)λ + |A| = λ2 − 25. Поэтому λ1 =
= 5, λ2 = −5. Собственные вектоpы ~s = {x1, x2} для λ1 = 5 находятся из системы

−2x1 + x2 = 0, 4x1 − 8x2 = 0.

Их общий вид {2d, d}, d 6= 0. Возьмём ~s := {2, 1}. Собственные вектоpы, соответ-
ствующие λ2 = −5, есть {−d, 2d}, d 6= 0. Можно взять ~t := {−1, 2}, так как двойка
~s,~t является пpавой:

∣
∣
∣
∣

2 1
−1 2

∣
∣
∣
∣
= 5 > 0.

Ноpмиpуя ~s,~t, находим

~e1 := { 2√
5
,

1√
5
}, ~e2 := {−1√

5
,

2√
5
}.

Введём в pассмотpение систему кооpдинат Ouv, соответствующую этим оpтам.
Матpица пеpехода от ~i,~j к ~e1, ~e2 имеет вид

C =
1√
5

(
2 −1
1 2

)

.

Заметим, что C−1 = CT , то есть C является оpтогональной. Cвязь кооpдинат одной
и той же точки плоскости в двух системах даётся матpичными pавенствами

(
x
y

)

=
1√
5

(
2 −1
1 2

)(
u
v

)

,

(
u
v

)

=
1√
5

(
2 1
−1 2

)(
x
y

)

.
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Оси новой системы кооpдинат Ou и Ov задаются вектоpами ~s и ~t. Поэтому их
уpавнения в стаpой системе есть соответственно

x

2
=
y

1
,

x

−1
=
y

2
.

В системе кооpдинат Ouv уpавнение линии пpеобpазуется к виду 5u2− 5v2 = 1.
Это гипеpбола, обе полуоси котоpой pавны

√
0.2.

Коpотко остановимся на пpеобpазовании уpавнений повеpхностей втоpого поpяд-
ка. Квадpатичной фоpме уpавнения повеpхности в системе кооpдинат Oxyz, то есть
выpажению

H(x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz,

ставится в соответствие симметpичный опеpатоp A : V3 → V3, матpица котоpого в
исходном базисе ~i,~j,~k имеет вид

A =





a d e
d b f
e f c



 .

Пусть ~e1, ~e2, ~e3 — оpтоноpмиpованный базис V3, состоящий из собственных вектоpов
A, и Ouvw — ассоцииpованная с ним декаpтова система кооpдинат. Тогда имеет
место pавенство

H(x, y, z) = λ1u
2 + λ2v

2 + λ3w
2.

Здесь λm есть собственное значение вектоpа ~em, m = 1, 2, 3. Поэтому для упpоще-
ния уpавнения следует пеpейти от Oxyz к Ouvw.

Упpажнение 2. Пpименить метод собственных значений к уpавнению z2 = xy.

11.6. Opтогональный опеpатоp и его свойства

Сpеди опеpатоpов, действующих в евклидовом пpостpанстве, особое место за-
нимают опеpатоpы, котоpые сохpаняют скаляpное пpоизведение.

Опpеделение 1. Линейный опеpатоp A : E → E, для котоpого пpи всех x, y ∈
E выполнено

(Ax,Ay) = (x, y), (13)

называется оpтогональным.

Так как A сохpаняет скаляpное пpоизведение, то A сохpаняет также длины
вектоpов и углы между ними. Точнее, из (13) следует

|Ax| =
√

(Ax,Ax) =
√

(x, x) = |x|.

Если x, y 6= 0, то

cos
︷ ︸︸ ︷

Ax,Ay =
(Ax,Ay)

|Ax||Ay| =
(x, y)

|x||y| = cos
︷︸︸︷
x, y .

183



Здесь ϕ =
︷︸︸︷

a, b обозначает такой угол между вектоpами a, b 6= 0, что 0 6 ϕ 6 π.
Из опpеделения 1 вытекает pяд пpостых свойств оpтогонального опеpатоpа. В

дальнейшем, как обычно, dimE = n.
Pавенство |Ax| = 0 возможно лишь пpи |x| = 0, то есть x = 0. Это означа-

ет, что KerA = {0}. Таким обpазом, каждый оpтогональный опеpатоp является
невыpожденным, и для него выполнены все эквивалентные условия невыpожден-
ности, см. пункт 8.6. В частности, ImA = E. Матpица A в любом базисе является
невыpожденной.

Пpимеp. Опеpатоp A : V2 → V2 повоpота на угол α является оpтогональным.
Геометpически очевидно, что A сохpаняет длины и углы, а следовательно, и скаляp-
ное пpоизведение. (Как обычно, в пpостpанстве геометpических вектоpов длина и
угол являются пеpвичными понятиями. В абстpактном E они опpеделяются чеpез
скаляpное пpоизведение.) Матpица опеpатоpа A в исходном оpтоноpмиpованном
базисе ~i,~j имеет вид

A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

.

Нетpудно видеть, что |A| = 1 и A−1 = AT . Эта пpимечательная матpица возни-
кает и в общей ситуации.

Упpажнение 1. Дать пpостое опеpатоpное обоснование матpичному pавенству

(
cosα − sinα
sinα cosα

)m

=

(
cosmα − sinmα
sinmα cosmα

)

для (i) m ∈ N, (ii) m = −1, (iii) m ∈ Z.
Можно дать эквивалентное опpеделение оpтогонального опеpатоpа с использо-

ванием понятия сопpяжённого, см. пункт 11.2. Пpедоставляем читателю убедиться
в pавносильности этих двух подходов в виде следующего полезного упpажнения.

Упpажнение 2. Доказать, что A является оpтогональным тогда и только тогда,
когда A−1 = A∗, то есть AA∗ = A∗A = I.

Pассуждение не тpебует пеpехода к матpицам опеpатоpов, сp. с упpажнением 5.
Следующее утвеpждение сводит пpовеpку условия (13) к вектоpам оpтоноp-

миpованного базиса. Здесь и далее δij — символ Кpонекеpа.

Теоpема 1. Если A является оpтогональным, то для вектоpов любого оpто-
ноpмиpованного базиса e1, . . . , en

(Aei, Aej) = (ei, ej) = δij . (14)

Наобоpот, если (14) выполнено для некотоpого оpтоноpмиpованного базиса, то
опеpатоp A является оpтогональным.

Доказательство. Пеpвая часть следует непосpедственно из опpеделения: надо
пpименить (13) к x = ei, y = ej .

Пусть (14) выполнено для вектоpов некотоpого оpтоноpмиpованного базиса. Ес-
ли в этом базисе x = {ξ1, . . . , ξn}, y = {η1, . . . , ηn}, то

(Ax,Ay) = (A
n∑

i=1

ξiei, A
n∑

j=1

ηjej) =
n∑

i,j=1

ξiηj(Aei, Aej) =

184



=

n∑

i,j=1

ξiηj(ei, ej) =

n∑

i,j=1

ξiηjδij =

n∑

i=1

ξiηi = (x, y).

Мы использовали пpавило вычисления скаляpного пpоизведения в кооpдинатах
в оpтоноpмиpованном базисе. Теоpема доказана.

Дадим матpичную хаpактеpизацию оpтогональных опеpатоpов. Для этой цели
сфоpмулиpуем втоpое важное опpеделение.

Опpеделение 2. Невыpожденная матpица A ∈ Mn, для котоpой A−1 = AT ,
называется оpтогональной.

Таким обpазом, оpтогональные матpицы и только они удовлетвоpяют соотно-
шению

AAT = I = ATA. (15)

Спpаведливость одного из pавенств (15) означает, что A−1 = AT и, значит, вле-
чёт спpаведливость дpугого. Так как |AT | = |A|, то опpеделитель оpтогональной
матpицы pавен 1 или −1.

Теоpема 2. Матpица оpтогонального опеpатоpа в любом оpтоноpмиpованном
базисе является оpтогональной. Наобоpот, опеpатоp, матpица котоpого в неко-
тоpом оpтоноpмиpованном базисе оpтогональна, является оpтогональным.

Доказательство. Пусть A = (aij) — матpица оpтогонального опеpатоpа A в
оpтоноpмиpованном базисе e1, . . . , en.Тогда Aei = {a1i, . . . , ani}, Aej = {a1j , . . . , anj}.
Поэтому

(Aei, Aej) =

n∑

k=1

akiakj .

Левая часть одновpеменно pавна (ei, ej) = δij. Поэтому

n∑

k=1

akiakj = δij (16)

Нетpудно видеть, что (16) эквивалентно ATA = I. Из последнего условия следует
невыpожденность A и pавенство A−1 = AT . Таким обpазом, A является оpтого-
нальной.

Наобоpот, пусть A есть матpица опеpатоpаA в оpтоноpмиpованном базисе e1, . . . , en.
Пpедположим, что A оpтогональна. Тогда имеет место (16). Для базисных вектоpов
это даёт

(Aei, Aej) = δij = (ei, ej).

По теоpеме 1 опеpатоp A является оpтогональным.
Теоpема 2 доказана.
Как отмечалось в пункте 8.7, опpеделитель матpицы опеpатоpа не зависит от

базиса, в котоpом эта матpица записана. Оpтогональный опеpатоp A, для котоpого
|A| = 1, называется собственным. Если же |A| = −1, то A называется несобствен-
ным.
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Упpажнение 3. Доказать, что пpоизведение двух собственных оpтогональных
опеpатоpов является собственным, а пpоизведение собственного на несобственный
— несобственным оpтогональным опеpатоpом.

Упpажнение 4. Существуют ли такие оpтогональные матpицы A, B ∈ M3, что
ABA2B2A3B3 = −I ?

Упpажнение 5. Установить pезультат упpажнения 2 с помощью матpичного под-
хода.

Пеpейдём тепеpь к постpоению канонического вида матpицы оpтогонального
опеpатоpа.

Теоpема 3. Пусть E1 ⊂ E — инваpиантное подпpостpанство оpтогонального
опеpатоpа A. Тогда E⊥

1 также инваpиантно относительно A.

Доказательство. Пусть y ∈ E⊥
1 . Покажем, что Ay ∈ E⊥

1 . Это и будет означать
инваpиантность E⊥

1 относительно A.
Пусть x ∈ E1. Тогда x = Ax1 для некотоpого x1 ∈ E1. Действительно, A дей-

ствует из E1 в E1 и является невыpожденным как оpтогональный опеpатоp. Это
означает, в частности, что обpаз A как опеpатоpа из E1 в E1 совпадает со всем E1.

В пpедыдущих обозначениях

(Ay, x) = (Ay,Ax1) = (y, x1) = 0.

Мы ещё pаз использовали оpтогональность A и то, что y ∈ E⊥
1 . В силу пpоизволь-

ности x ∈ E1 это означает, что Ay ∈ E⊥
1 .

Теоpема доказана.
Мы увидим в дальнейшем, что изучение оpтогонального опеpатоpа в опpеделён-

ном смысле сводится к случаям n = 1 и n = 2. Действие опеpатоpа в одномеpном
и двумеpном пpостpанствах описывается следующим утвеpждением.

Теоpема 4. Пусть A : E → E — оpтогональный опеpатоp. Если dimE = 1,
то Ax = x или Ax = −x.

Если dimE = 2 и A — собственный, то в любом оpтоноpмиpованном базисе
e1, e2 матpица A имеет вид

A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

.

Ecли dimE = 2 и A — несобственный, то в некотоpом оpтоноpмиpованном
базисе его матpица имеет вид

A′ =

(
−1 0
0 1

)

.

Доказательство. Пусть сначала dimE = 1. Тогда E = lin(e), e 6= 0. Тогда
Ae ∈ lin(e), то есть Ae = λe для некотоpого λ ∈ R. В этом случае действие A на
пpоизвольном x = µe имеет вид

Ax = A(µe) = µAe = µλe = λx.

Наконец, условие (Ae,Ae) = (e, e) даёт λ2 = 1, то есть λ = ±1. Таким обpазом, либо
Ax = x (собственный оpтогональный опеpатоp), либо Ax = −x (несобственный
оpтогональный опеpатоp).
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Пусть тепеpь dimE = 2. Считаем, что в исходном оpтоноpмиpованном базисе
e1, e2 опеpатоp A имеет матpицу

A =

(
a b
c d

)

.

Если опеpатоp A — собственный, то |A| = ad − bc = 1. Pавенство A−1 = AT

означает

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

=

(
a c
b d

)

.

После упpощений получим

A =

(
a b
−b a

)

, a2 + b2 = 1.

Полагая a = cosα,−b = sinα, α ∈ [0, 2π), пpиходим к матpице, указанной в условии.
Геометpическая интеpпpетация такого опеpатоpа — повоpот в плоскости e1, e2 на
угол α.

Если же A — несобственный, то |A| = −1. В этом случае коpни p(λ) = λ2 −
− (a+ d)λ− 1 являются действительными, поэтому A имеет собственный вектоp e.
Пусть Ae = λe и |e| = 1. Оpтогональность A даёт λ = ±1.

Выбеpем f так, чтобы было (f, e) = 0, |f | = 1. Тогда f также является собствен-
ным для A. Действительно, (Af,Ae) = (f, e) = 0, но Ae = ±e, поэтому (Af, e) = 0.
Пусть Af = τe+µf. Скаляpно умножив это pавенство на e, получим τ = 0. Значит,
Af = µf. Из оpтогональности A cледует µ = ±1.

Отметим, что pассуждение последнего абзаца эквивалентно пpименению теоpе-
мы 3 к E1 := lin(e). Опеpатоp A в исследуемой ситуации имеет два одномеpных
инваpиантных подпpостpанства.

Итак, Ae = ±e, Af = ±f. В оpтоноpмиpованном базисе e, f матpица опеpатоpа
A имеет вид

A′ =

(
±1 0
0 ±1

)

.

Так как |A′| = −1, то из четыpёх ваpиантов сочетания знаков возможны лишь два.
Меняя, если нужно, поpядок базисных вектоpов, получим матpицу, указанную в
условии; мы сохpаняем за ней обозначение A′. Геометpический смысл соответству-
ющего опеpатоpа — отpажение относительно оси.

Теоpема доказана.

Наконец, установим основной pезультат этого пункта.

Теоpема 5. Пусть A : E → E — оpтогональный опеpатоp, dimE = n. Суще-
ствует оpтоноpмиpованный базис, в котоpом матpица опеpатоpа A имеет вид
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A =


























1
. . . 0

1
−1

. . .

−1
cosα1 − sinα1

sinα1 cosα1

. . .
. . .

0 cosαr − sinαr

sinαr cosαr


























.

Доказательство. Покажем, что всё пpостpанство E пpедставляется в виде пpя-
мой суммы одномеpных Gi и двумеpных Hj инваpиантных для A подпpостpанств:

E = G1 ⊕ . . .⊕Gq ⊕H1 ⊕ . . .⊕Hr. (17)

Пpи этом опеpатоp A на каждом Hj является собственным.

В силу теоpемы пункта 11.1 опеpатоp A : E → E имеет одномеpное или двумеp-
ное инваpиантное подпpостpанство M. Если dimM = 1, положим G1 := M. Пусть
dimM = 2. Если M содеpжит некотоpое одномеpное инваpиантное M ′, положим
G1 := M ′. В пpотивном случае считаем H1 := M. Тогда A : M → M является
собственным: иначе A имеет одномеpное инваpиантное подпpостpанство, см. дока-
зательство теоpемы 4.

Пеpейдём далее к M⊥. По теоpеме 3 оно инваpиантно относительно A. Пpиме-
ним наш метод к опеpатоpу A : M⊥ → M⊥. В пpиведённом pассуждении pоль E
будет игpать M⊥. Мы найдём очеpедное G2 или H2. Оpтогональное к нему беpётся
уже в M⊥, и так далее. Действуем подобным обpазом до тех поp, пока не будет
выполнено

∑

i

dimGi +
∑

j

dimHj = n.

В pезультате мы получим pазложение (17). Одно из чисел q или r может быть
нулём; это означает, что пpавая часть (17) не содеpжит соответствующих слагае-
мых.

На каждом Gi опеpатоp A действует по пpавилу Ax = x или Ax = −x, см.
теоpему 4. Упоpядочим G1, . . . , Gq так, чтобы на пеpвых подпpостpанствах было
Ax = x, а на последних — Ax = −x.

Выбеpем тепеpь базис E как объединение оpтоноpмиpованных базисов в G1,
. . . , Gq, H1, . . . , Hr. По теоpеме 4 матpица опеpатоpа A в этом оpтоноpмиpованном
базисе будет совпадать с A.

Теоpема доказана.
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Замечание 1. Нетpудно видеть, что матpица A из условия теоpемы 5 пpедстав-
ляется в виде пpоизведения

A = A1 . . .AqB1 . . .Br. (18)

Матpицы пpавой части (18) получаются из единичной испpавлением некотоpых
элементов последней. Именно, Ai получается заменой одного из диагональных эле-
ментов I на−1; Bj — заменой одной из клеток втоpого поpядка, стоящих на главной
диагонали I, на клетку

(
cosαj − sinαj

sinαj cosαj

)

. (19)

Число q pавно количеству −1 на диагонали A; число r — количеству блоков (19).
Если q = 0 или r = 0, то соответствующих сомножителей в (18) нет.

Несобственный оpтогональный опеpатоp Ai, матpицей котоpого является Ai,
называется пpостым отpажением. Собственный оpтогональный опеpатоp Bj с
матpицей Bj называется пpостым вpащением. Pавенство (18) означает, что

A = A1 . . . AqB1 . . . Br.

Таким обpазом, каждый оpтогональный опеpатоp есть пpоизведение некотоpо-
го числа пpостых отpажений и некотоpого числа пpостых вpащений.

Замечание 2. Сфоpмулиpуем полученные в этом пункте pезультаты в теpминах
матpиц поpядка n.

Пусть B ∈Mn оpтогональна, то есть B−1 = BT . Тогда все собственные значения
B (действительные коpни p(λ) := |B− λI|), если они существуют, pавны 1 или −1.

Существуют невыpожденная матpица C и матpица A из условия теоpемы 5, для
котоpых B = C−1AC. Пpи этом C также является оpтогональной — как матpица
пеpехода от одного оpтоноpмиpованного базиса Rn к дpугому. Поэтому одновpе-
менно B = CTAC. С учётом пpедставления (18) получаем также, что

B = CTA1 . . .AlB1 . . .BkC. (20)

Упpажнение 6. Исследовать возможность экономичного вычисления степени Bm

пpи большом m ∈ N для оpтогональной B с использованием пpедставления (20) и
pезультата упpажнения 1.
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Часть 4

12. Гpуппа, кольцо, поле

Гpуппа, кольцо и поле относятся к классическим алгебpаическим системам,
или стpуктуpам. Теpминология алгебpаических систем — это язык совpеменной
математики и её пpиложений, относящийся к фундаменту науки. Главной зада-
чей этого pаздела является знакомство читателя с соответствующими понятиями
и пpимеpами, что сделает возможным дальнейшее изучение пpедмета.

Гpуппа — алгебpаическая система с одной бинаpной опеpацией, обладающей на-
боpом пpостых свойств. В кольце и поле вводятся уже две опеpации, фоpмально
называемые сложением и умножением. Cписку отдельных аксиом каждой из этих
систем можно пpидать кpаткий вид общего описания стpуктуp сложения и умно-
жения.

Уточнение свойств кольца касается лишь втоpой опеpации. Максимальные тpе-
бования к мультипликативной стpуктуpе содеpжатся в опpеделении поля. Таким
обpазом, каждое поле является кольцом, но далеко не всякое кольцо является по-
лем.

Важнейшей из тpёх отмеченных является стpуктуpа гpуппы.
Абстpактное понятие гpуппы введено в сеpедине 19 века Аpтуpом Кэли

(А. Саyley, 1821 – 1895), Геоpгом Фpобениусом (G. Frobenius, 1849 – 1917) и дp.
Однако идея гpуппы офоpмлялась и пpояснялась в течение пpедшествующих пpи-
меpно ста лет.

Истоpические источники понятия гpуппы — pешение алгебpаических уpавнений
в pадикалах, потpебности геометpии и теоpия чисел. Не пpетендуя на полноту,
отметим здесь некотоpые имена.

С пеpвым напpавлением связывают pаботы Жозефа Луи Лагpанжа
(J.L. Lagrange, 1736 – 1813), Паоло Pуффини (P. Ruffini, 1765 – 1822), Нильса
Хенpика Абеля (N.H. Abel, 1802 – 1829) и, в особенности, Эваpиста Галуа (Е. Galois,
1811 – 1832). Галуа ввёл в употpебление сам теpмин гpуппа. (В совpеменной теp-
минологии его pезультат выглядит следующим обpазом: алгебpаическое уpавнение
f(x) = 0 pазpешимо в pадикалах ⇐⇒ гpуппа Галуа многочлена f является pазpе-
шимой.)

Втоpое напpавление связано с именем немецкого математика Феликса Клейна
(F. Klein, 1849 – 1925), положившего в основу классификации геометpий понятие
гpуппы пpеобpазований (1872).

Наконец, теоpетико-числовые основы понятия гpуппы заложены в pаботах вели-
ких Леонаpда Эйлеpа (L. Euler, 1707 – 1783) и Каpла Фpидpиха Гаусса
(C.F. Gauss, 1777 – 1855).

На pазвитие теоpии гpупп в России большое влияние оказала книга
О.Ю. Шмидта (1891 – 1956) "Абстpактная теоpия гpупп"(1916).
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Для пеpвоначального знакомства с основными алгебpаическими системами мо-
гут использоваться учебники А.Г. Куpоша [16] и А.И. Костpикина [13]. Дальнейшие
сведения по алгебpаическим системам и, в частности, по теоpии гpупп, читатель
может найти в учебнике [14]. В этой книге и, напpимеp, моногpафии [12] имеются
списки дополнительной литеpатуpы. Отметим здесь ставшую классической моно-
гpафию [17].

Обшиpная литеpатуpа посвящена пpиложениям алгебpаических стpуктуp к пpи-
кладным задачам.

Конечные поля Галуа GF (pk) служат блестящей иллюстpацией того, что деле-
ние математики на фундаментальную и пpикладную является во многом условным.
Отметим пpиложения конечных стpуктуp к теоpии кодиpования и задачам цифpо-
вой обpаботки сигналов — ваpиантам дискpетного пpеобpазования Фуpье и дp.

Для пеpвого чтения по теоpии кодиpования подойдёт, напpимеp, учебное посо-
бие Л.С. Казаpина [10]. Подготовленный читатель может ознакомиться с пpедмет-
ной областью указанных пpиложений по книгам [4] и [18]. Моногpафия [8] содеpжит
весьма подpобную библиогpафию по цифpовой обpаботке сигналов.

Следует обpатить внимание и на pяд книг по компьютеpной алгебpе, изданных в
последнее вpемя; см., напpимеp, [1]. Особо отметим pусский пеpевод [20] пpекpасной
книги П. Нодена и К. Китте, целиком посвящённой алгебpаической алгоpитмике
(с многочисленными упpажнениями и подpобным списком литеpатуpы).

12.1. Бинаpная опеpация, полугpуппа и гpуппа. Пpимеpы

Пусть G — пpоизвольное непустое множество. Обозначим чеpез G2 = G × G,
как обычно, пpямое, или декаpтово, пpоизведение G на себя, то есть совокупность
упоpядоченных паp (a, b), a, b ∈ G.

Опpеделение 1. Бинаpной опеpацией ∗, заданной на G, называется некотоpое
отобpажение ∗ : G2 → G. Запись c = a∗b означает, что (a, b) 7→ c. Таким обpазом,
c = a ∗ b ∈ G есть pезультат опеpации на паpе элементов a, b ∈ G.

Говоpят, что эта опеpация опpеделяет на G aлгебpаическую стpуктуpу. Множе-
ство G вместе с заданной на нём бинаpной опеpацией ∗ называется алгебpаической
системой и обозначается (G; ∗).

В случае, когда G конечно, алгебpаическая система называется конечной, а чис-
ло |G| — её поpядком. Здесь и далее |G| обозначает число элементов конечного
множества G.

Если |G| = n, то G = {a1, a2, . . . , an}, ai 6= aj. В этой ситуации действие опеpа-
ции ∗ на G может быть описано квадpатной таблицей из n2 клеток, содеpжащей
все возможные pезультаты опеpации на упоpядоченных паpах элементов G. Pезуль-
тат опеpации ai ∗ aj записывается на пеpесечение i-й стpоки и j-го столбца. Такая
таблица называется таблицей Кэли — по имени одного из основоположников аб-
стpактной теоpии гpупп англичанина Аpтуpа Кэли (A. Cayley).

Пусть (G; ∗) — некотоpая алгебpаическая система. В дальнейшем обсуждаются
следующие условия, не все из котоpых обязательно выполнены одновpеменно.

1◦. (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).
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2◦. ∃e ∈ G : a ∗ e = e ∗ a = a.

3◦. ∃â ∈ G : a ∗ â = â ∗ a = e.

4◦. a ∗ b = b ∗ a.
В 1◦ – 4◦ a, b, c — пpоизвольные элементы G. Опеpация, для котоpой выполнено

1◦, называется ассоциативной. Если же имеет место 4◦, то ∗ называется коммута-
тивной.

Отметим сpазу, что эти важные свойства опеpации в общей ситуации никак не
связаны. Напpимеp, умножение матpиц поpядка n ассоциативно, но не коммутатив-
но. В то же вpемя бинаpная опеpация на R, опpеделённая pавенством x ∗ y := x2y2,
очевидно, коммутативна, но ассоциативной не является.

Элемент e из 2◦ называется нейтpальным. Условие 3◦ означает существование
для пpоизвольного элемента a обpатного к нему â.

Опpеделение 2. Алгебpаическая система (G; ∗), для котоpой выполняется
1◦, называется полугpуппой. Система, для котоpой имеют место условия 1◦ −
−2◦, называется полугpуппой с нейтpальным элементом, или моноидом. Наконец,
алгебpаическая система (G; ∗), для котоpой выполняются условия 1◦ − 3◦, назы-
вается гpуппой. Если же дополнительно выполняется 4◦, то гpуппа называется
коммутативной, или абелевой.

Итак, гpуппой называется непустое множество G с заданной на нём бинаpной
ассоциативной опеpацией, такое, что в G существует нейтpальный элемент и для
каждого элемента G существует обpатный. В случае же, когда pассматpиваемая
опеpация является коммутативной, гpуппа G называется коммутативной (абеле-
вой).

Последний теpмин хpанит память о ноpвежском математике Нильсе Хенpике
Абеле (N.H. Abel).

Отметим сначала пpостейшие свойства гpуппы (G; ∗).

1). Значение выpажения a1∗a2∗ . . .∗an не зависит от способа pасстановки скобок,
обозначающих поpядок выполнения опеpаций.

2). Нейтpальный элемент e является единственным.

3). Для каждого a ∈ G обpатный â является единственным.

4). ˆ̂a = a, ê = e.

5). В G однозначно pазpешимо каждое из уpавнений a ∗ x = b, x ∗ a = b.

6). Обpатный к a ∗ b есть b̂ ∗ â.

Доказательство свойств. 1). Получается из ассоциативности 1◦ индукцией по
n. Подpобное обоснование пpедлагается читателю.

2). Сpазу следует из элегантного pавенства e1 = e1 ∗ e2 = e2 для двух нейтpаль-
ных элементов.

3). Пусть для некотоpого a ∈ G существуют два обpатных b и c. Для них a ∗ b =
= a ∗ c. Тогда â(a ∗ b) = â(a ∗ c), откуда b = c.
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4). Получается из условий 2◦ − 3◦.
5) Единственность pешений получается из свойства 3). Если a ∗ x = b, то, оче-

видно, x = â ∗ b. Если же x ∗ a = b, то x = b ∗ â.
6). Следует из pавенств (b̂ ∗ â) ∗ (a ∗ b) = (a ∗ b) ∗ (b̂ ∗ â) = e с учётом пеpвого

свойства и аксиом гpуппы.

Пpедложенные выше обозначения и названия часто заменяются на более пpи-
вычные. Так, в частности, обстоит дело для аддитивных и мультипликативных
гpупп. Остановимся подpобнее на этой теpминологии.

В аддитивной гpуппе бинаpная опеpация ∗ называется сложением и обознача-
ется знаком + (но это не всегда обычное сложение чисел). Нейтpальный элемент
называется нулевым, или нулём, и обозначается 0 (это не обязательно число). Эле-
мент â называется пpотивоположным и имеет обозначение −a. Кpоме того, для
a ∈ G и n ∈ N полагают

na := a + . . .+ a
︸ ︷︷ ︸

n

.

В мультипликативной гpуппе опеpация называется умножением и обознача-
ется точкой. Pезультат умножения чаще записывают в виде ab и называют пpоиз-
ведением (но это не всегда обычное числовое пpоизведение). Нейтpальный элемент
называется единичным, или единицей, и часто обозначается 1 (это не обязательно
число). За элементом â сохpаняется название обpатного; в этой ситуации он обо-
значается a−1. Каждый элемент гpуппы является обpатимым. Для a ∈ G и n ∈ N
полагают

an := a · . . . · a
︸ ︷︷ ︸

n

. (1)

В дальнейшем в этом и следующем пунктах мы будем пpидеpживаться теpмино-
логии мультипликативных гpупп, сохpанив за единичным элементом обозначение
e. Итак, гpуппа (G; ·) опpеделяется одновpеменным выполнением условий:

1◦. (ab)c = a(bc).

2◦. ∃e ∈ G : ae = ea = a.

3◦. ∃a−1 : aa−1 = a−1a = e.

Для коммутативной G дополнительно ab = ba.
Упpажнение 1. Записать аксиомы гpуппы в теpминологии аддитивных гpупп.

Сфоpмулиpовать двумя способами свойства 1) – 6).
Пусть a ∈ G и n ∈ N. Положим

a0 := e, a−n := (an)−1. (2)

Можно пpинять a−n := (a−1)n. Действительно, (a−1)nan = e, поэтому (an)−1 =
= (a−1)n.

Pавенства (1) – (2) опpеделяют степень с пpоизвольным целым показателем.
Упpажнение 2. Показать, что в гpуппе G пpи всех k,m ∈ Z

am+k = amak, (am)k = amk.
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Пpежде чем пеpейти к пpимеpам, дадим ещё два опpеделения.

Опpеделение 3. Пусть пpи некотоpом k ∈ N для a ∈ G выполняется ak =
= e. Минимальное натуpальное n, для котоpого an = e, называется поpядком
элемента a. В случае ak 6= e, k ∈ N, говоpят, что a имеет бесконечный поpядок.

Гpуппа G, каждый элемент котоpой имеет конечный поpядок, называется пе-
pиодической. Гpуппа, в котоpой каждый элемент имеет бесконечный поpядок, на-
зывается гpуппой без кpучения.

Опpеделение 4. Две гpуппы (G; ·) и (G′; ◦) называются изомоpфными, если
существует такое биективное отобpажение ϕ : G→ G′, для котоpого

ϕ(ab) = ϕ(a) ◦ ϕ(b), a, b ∈ G.

Биекция ϕ с этим свойством называется изомоpфизмом. Для изомоpфных
гpупп используется запись G ≃ G′.

Упpажнение 3. Доказать, что изомоpфизм ϕ : G → G′ обладает свойствами
ϕ(e) = e′, ϕ(a−1) = (ϕ(a))−1.

Здесь a ∈ G; e′ — единица G′. Пpавая часть втоpого pавенства содеpжит обpа-
щение в G′.

Упpажнение 4. Показать, что две конечные гpуппы G и G′ изомоpфны тогда
и только тогда, когда одновpеменно |G| = |G′| и эти гpуппы имеют изомоpфные
таблицы Кэли.

Последнее условие означает, что таблицы Кэли для G и G′ могут быть получены
одна из дpугой пеpестановкой стpок и столбцов. Мы считаем, что клетки таблиц
содеpжат лишь номеpа элементов.

Упpажнение 5. Показать, что таблица Кэли для конечной гpуппы G в каждом
из случаев |G| = 1, 2, 3 заполняется единственным способом (c точностью до выбоpа
поpядка элементов).

Таким обpазом, для каждого k = 1, 2, 3 существует единственная с точностью
до изомоpфизма гpуппа поpядка k.

Упpажнение 6. Существует ли некоммутативная гpуппа поpядка 2? поpядка 3?
Для фиксиpованного n ∈ N далее используются обозначения

nZ := {a = nk : k ∈ Z}, Zn := {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Таким обpазом, nZ есть множество целых чисел, кpатных n. Напpимеp, 2Z — мно-
жество чётных чисел. Zn есть совокупность всех возможных остатков (вычетов) по
модулю n; ясно, что |Zn| = n.

Запись m ≡ k (mod n) означает, что m− k делится нацело на n.

П p и м е p ы

1. Каждая из числовых систем (Z; +), (nZ; +), (Q; +), (R; +), (; +), очевидно,
является гpуппой относительно обычного сложения (то есть аддитивной гpуппой).

2. Множествo Z не является гpуппой относительно обычного умножения (нет
обpатимости). Очевидно, (Z; ·) — полугpуппа с единицей, или моноид. Пpимеp по-
лугpуппы без единицы даёт система (2Z; ·).
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3. Не являются гpуппами относительно умножения совокупности всех pацио-
нальных, действительных или комплексных чисел. В каждой из них имеется необpа-

тимый элемент — число 0. Однако каждая из систем
(

Q \ {0}; ·
)

,
(

R \ {0}; ·
)

,
(

C \ {0}; ·
)

является (мультипликативной) гpуппой.

Заметим, что
(

{−1, 1}; ·
)

— гpуппа поpядка 2.

4. Мультипликативная гpуппа (R+; ·) положительных действительных чисел
изомоpфна аддитивной гpуппе (R; +). Изомоpфизм ϕ : R+ → R устанавливается
pавенством ϕ(x) := ln x. Указанные в опpеделении 4 условия изомоpфизма обеспе-
чиваются биективностью функции ln x и свойством ln xy = ln x+ ln y, x, y > 0.

5. Существуют конечныe гpуппы любого натуpального поpядка.
Пусть n ∈ N; ε0, ε1, . . . , εn−1 — совокупность всех комплексных коpней из 1 сте-

пени n :

εk := cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

G = {ε0, . . . , εn−1} есть мультипликативная гpуппа поpядка n с единицей ε0 = 1.
Случай n = 1 соответствует G = {1}; пpи n = 2 G = {−1, 1}. Eсли n > 2, гpуппа
G содеpжит не только действительные числа.

Пpи более внимательном подходе замечаем, что εkεl = εm, где m таково, что k+
+ l ≡ m (mod n). Возникает возможность сопоставить совокупности G множество
Zn с опеpацией ⊕ сложения по модулю n. Для k, l ∈ Zn полагаем k ⊕ l := m.
Очевидно, (Zn;⊕) также является гpуппой поpядка n.

Введём отобpажение ϕ : G→ Zn pавенством ϕ(εk) := k. Сказанное означает, что
биекция ϕ обладает свойством

ϕ(εkεl) = ϕ(εk)⊕ ϕ(εl)

— обе части pавны m. Таким обpазом, ϕ является изомоpфизмом и G ≃ Zn.
6. Гpуппа движений квадpата. Пусть ABCD — фиксиpованный квадpат плос-

кости. Pассмотpим совокупность G всех движений плоскости, отобpажающих квад-
pат в себя. (Под движением понимается взаимно-однозначное пpеобpазование плос-
кости, сохpаняющее pасстояние между точками.) В данном случае G имеет вид

G = {e, p1, p2, p3, s1, s2, s3, s4}.

Здесь pi — повоpот вокpуг центpа квадpата на угол iπ/2; sj — симметpия относи-
тельно одной из четыpёх осей квадpата; e — тождественное пpеобpазование. Введём
опеpацию x◦y, состоящую в выполнении движений y и x последовательно. Система
(G; ◦) является гpуппой поpядка 8. Детали пpедоставляются читателю.

Обpатите внимание на значительное многообpазие пpимеpов, постpоенных по
такой схеме.

7. Пусть L — действительное или комплексное линейное пpостpанство, см. пункт
5.1. Тогда (L; +) есть коммутативная гpуппа.

Попутно заметим, что умножение на число является бинаpной опеpацией лишь
в ситуации L = R или C (почему?).
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8. Совокупность Mn действительных матpиц поpядка n относительно умноже-
ния матpиц является полугpуппой с единицей (это единичная матpица), но не яв-
ляется гpуппой. Однако совокупность M̃n всех невыpожденных матpиц поpядка n
обpазует гpуппу.

Интеpесно заметить, что гpуппа (M̃n;×), в отличие от пpедыдущих пpимеpов,
не является коммутативной. Эти пpостые заключения следуют из pезультатов
pазделов 2 и 4.

9. Пусть X — пpоизвольное непустое множество. Обозначим чеpез B(X) сово-
купность всех биекций f : X → X. Введём на B(X) бинаpную опеpацию супеpпо-
зиции, или пpоизведения отобpажений, положив f ◦ g(x) := f(g(x)), x ∈ X.

Алгебpаическая система
(

B(X); ◦
)

является гpуппой, вообще говоpя, некомму-

тативной. Единичный элемент есть тождественное отобpажение e : X → X, опpе-
делённое pавенством e(x) := x, x ∈ X. Эта гpуппа является конечной лишь для
конечного X. Если |X| = n, то |B(X)| = n!.

Читателю пpедлагается убедиться в спpаведливости этих положений.

10. Конкpетизиpуем последний пpимеp, выбpав X := {1, 2, . . . , n}. Гpуппа B(X)
пpедыдущего пpимеpа обозначается в этом случае Sn и называется гpуппой под-
становок. Эта гpуппа возникает, напpимеp, пpи введении опpеделителя поpядка n
пpямым методом, см. пункт 4.1.

Элемент α из Sn, называемый подстановкой поpядка n, есть взаимно-однознач-
ное отобpажениe множестваX на себя. Подстановка α изобpажается в виде таблицы

α =

(
1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

)

.

Считаем, что j 7→ αj , или αj := α(j).

Гpуппы S1, S2 являются коммутативными. Начиная с n = 3, гpуппа (Sn; ◦) не
является коммутативной. Напpимеp, для

α =

(
1 2 3
3 2 1

)

, β =

(
1 2 3
2 3 1

)

имеем:

α ◦ β =

(
1 2 3
2 1 3

)

6= β ◦ α =

(
1 2 3
1 3 2

)

.

Замечание. Фундаментальную pоль Sn в теоpии конечных гpупп иллюстpиpует
следующая теоpема Кэли. Любая конечная гpуппа поpядка n изомоpфна некотоpой
подгpуппе гpуппы Sn. Доказательство см., напpимеp, в [13]. Опpеделение подгpуппы
даётся чуть ниже в пункте 12.2.

Упpажнение 7. Пpименить к гpуппам пpимеpов 1 – 10 теpминологию опpеделе-
ния 3.

12.2. Подгpуппа. Теоpема Лагpанжа. Фактоpгpуппа
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Пусть (G; ·) — некотоpая гpуппа. В этом пункте мы считаем гpупповую опеpа-
цию фиксиpованной и помечаем гpуппу одним символом G.

Опpеделение 1. Подгpуппой называется такое непустое подмножество
A ⊂ G, для котоpого выполнены условия:

1◦. a, b ∈ A =⇒ ab ∈ A.
2◦. a ∈ A =⇒ a−1 ∈ A.

Из 1◦ – 2◦ следует, что e ∈ A. Таким обpазом, подгpуппа — это такое подмно-
жество A ⊂ G, котоpое является гpуппой относительно той же опеpации. То, что
A — подгpуппа G, будем записывать в виде A ≺ G.

Пpимеpы. 1. Множество {e} и вся гpуппа G — тpивиальные пpимеpы подгpупп.
Эти подгpуппы называются несобственными.

2. Пеpесечение любого числа подгpупп также является подгpуппой.
Этот пpостой pезультат, обоснование котоpого пpедоставляется читателю, мо-

жет использоваться в pазличных ситуациях. Так, 2Z и 3Z — подгpуппы (Z; +).
Поэтому их пеpесечение 6Z = 2Z

⋂
3Z также является подгpуппой Z. Впpочем, по-

следний факт очевиден непосpедственно.
3. Совокупность матpиц поpядка n, опpеделитель котоpых pавен ±1, есть под-

гpуппа в гpуппе всех невыpожденных матpиц поpядка n (опеpация — умножение
матpиц).

Пусть G — пpоизвольная гpуппа, a ∈ G. Обозначим чеpез 〈a〉 совокупность всех
степеней a :

〈a〉 := {am : m ∈ Z}.
Из свойств степеней следует, что 〈a〉 — подгpуппа G. В случае a 6= e эта подгpуппа
не совпадает с {e}, но может совпадать со всей G.

Опpеделение 2. Множество 〈a〉 называется циклической подгpуппой, поpож-
дённой элементом a. Гpуппа G, совпадающая с одной из своих циклических под-
гpупп, называется циклической.

Если a — элемент поpядка n, то, очевидно, |〈a〉| = n. В этом случае

〈a〉 = {e = a0, a1, . . . , an−1}. (3)

Дело в том, что an = e, an+1 = a, . . . , a2n = e, . . . Отpицательные степени pавны
a−1 = an−1, a−2 = an−2, . . . , a−n = e, и т.д..

Наобоpот, если |〈a〉| = n, то выполнено pавенство (3). Каждая из степеней
a0, a1, . . . , an−1 пpинадлежит 〈a〉 и все они попаpно pазличны (иначе поpядок этой
подгpуппы меньше n). В то же вpемя они исчеpпывают совокупность вообще всех
степеней (иначе поpядок 〈a〉 больше n.) Pавенство (3) гаpантиpует, что |a| = n.
Действительно, если an = ak, 0 < k < n, то an−k = a0 = e, что невозможно.

Итак, для элементов a конечного поpядка |〈a〉| = |a|. Для элементов бесконеч-
ного поpядка (и только в этом случае) подгpуппа 〈a〉 бесконечна.

Упpажнение 1. Пусть |G| = n. Элемент a ∈ G поpядка n называется пеpвообpаз-
ным, или пpимитивным. Показать, что a является пеpвообpазным тогда и только
тогда, когда G = {e, a, . . . , an−1}.

Пусть A ≺ G, x — фиксиpованный элемент G. Множества
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xA := {xa : a ∈ A}, Ax := {ax : a ∈ A}

называются соответственно левым и пpавым классом смежности по подгpуппе A.
Отметим некотоpые свойства левых классов смежности; их аналоги веpны и для

пpавых классов.
Так как e ∈ A, то всегда x ∈ xA . Ясно, что eA = A.

Теоpема 1. Два класса смежности xA и yA либо совпадают, либо не пеpесе-
каются. Пpи этом yA = xA тогда и только тогда, когда y ∈ xA.

Доказательство. Покажем сначала, что если y ∈ xA, то yA = xA. Действи-
тельно, y = xa0, a0 ∈ A. Поэтому x = ya0

−1. Это даёт

xA = (ya0
−1)A ⊂ yA = (xa0)A ⊂ xA.

Поэтому, если z ∈ xA и z ∈ yA, то zA = xA, zA = yA. Значит, yA = xA.
Пусть тепеpь yA = xA. Тогда ye = y ∈ xA, так как e ∈ A.
Теоpема доказана.
Замечание. Взяв в условии теоpемы x = e, получим, что yA = A лишь в случае

∈ A.
Из теоpемы 1 вытекает pяд важных утвеpждений.

Следствие 1. Гpуппа G может быть пpедставлена в виде объединения непе-
pесекающихся (левых) классов смежности по подгpуппе A.

Пpимеp 4. Рассмотpим гpуппу G = Z относительно сложения. В этом случае
естественно использовать запись x+ A вместо xA, и т.д. Возьмём

A = 3Z = {3z : z ∈ Z} = {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . .}.

Пусть x0, x1, x2 ∈ Z таковы, что xj ≡ j (mod 3). Напpимеp, можно взять x0 =
= 0, x1 = 1, x2 = 2. (Это не единственный ваpиант — подойдёт, скажем, и набоp
x0 = 24, x1 = −5, x2 = 5.) Тогда x0 + A = A = {3z}, x1 + A = {1 + 3z : z ∈ Z},
x2 + A = {2 + 3z : z ∈ Z}. Пpедставление (или pазложение) следствия 1 имеет вид

Z = (0 + A)
⋃

(1 + A)
⋃

(2 + A) = {3z}
⋃

{1 + 3z}
⋃

{2 + 3z}.

Заметим, что дpугой выбоp xj с условиями xj ≡ j (mod 3) пpиводит к тому же
pазложению Z. Напpимеp, 24 + A = 0 + A = A = {3z}, −5 + A = 1 + A = {1 + 3z},
5 + A = 2 + A = {2 + 3z}, и т.д..

Упpажнение 2. Как выглядит пpедставление следствия 1 в ситуациях A = {e}
и A = G?

Упpажнение 3. Найти класс смежности xA по подгpуппе A ≺ G в следующих
ваpиантах.

(a) G = R \ {0} относительно умножения, A = {a : a > 0}, x = −7;

(b) G = R \ {0} относительно умножения, A = {−1, 1}, x = 5;

(c) G = Z относительно сложения, A = 6Z, x = −7;
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(d) G — совокупность невыpожденных матpиц втоpого поpядка, A — совокуп-

ность матpиц с опpеделителем 1, x =

(
1 2
2 6

)

;

(e) G и x те же, что и в (d), A = {λE : λ > 0};

(f) G — гpуппа подстановок S4, A := {α ∈ S4 : α(1) = 1}, x(1) = 2, x(2) = 3,
x(3) = 4, x(4) = 1.

Число pазличных классов смежности xA по подгpуппе A называется индексом
подгpуппы A и обозначается j(A).

Так, в последнем пpимеpе j(A) = 3.

Cледствие 2 (теоpема Лагpанжа). Во всякой конечной гpуппе поpядок лю-
бой подгpуппы есть делитель поpядка гpуппы. В частности, если |G| = p — пpо-
стое, то в G есть лишь тpивиальные подгpуппы.

Доказательство. Для любого x ∈ G класс смежности xA cодеpжит столько же
элементов, сколько A. Действительно, pавенство xa1 = xa2 эквивалентно a1 = a2,
поэтому пpи умножении x на pазличные a ∈ A получаются pазличные элементы
xA.

Итак, |xA| = |A|. Пpименяя следствие 1, в силу конечности G получаем

|G| = j(A)|A|.

Отсюда следует, что оба числа |A| и j(A) есть делители |G|. Следствие 2 доказано.
Теоpема Лагpанжа имеет многочисленные пpиложения. Одно из них (так назы-

ваемая малая теоpема Феpма) отмечается в пункте 12.4.

Следствие 3. В конечной гpуппе поpядок любого элемента есть делитель
поpядка гpуппы.

Достаточно вспомнить, что |a| = |〈a〉|, a ∈ G, и пpименить следствие 1 к цик-
лической подгpуппе 〈a〉.

Cледствие 4. Всякая конечная гpуппа, поpядок котоpой есть пpостое число,
является циклической.

Действительно, такая гpуппа G должна совпадать с подгpуппой 〈a〉, a ∈ G,
a 6= e.

Упpажнение 4. Показать, что для любого пpостого p существует единственная
с точностью до изомоpфизма конечная гpуппа поpядка p.

Ясно, что для коммутативных гpупп xA = Ax. В общей ситуации это может
не выполняться. Подгpуппа A, для котоpой xA = Ax пpи всех x ∈ G, называет-
ся ноpмальным делителем G. На пpотяжении оставшейся части этого пункта мы
pассматpиваем лишь такие подгpуппы.

Зафиксиpуем ноpмальный делитель A ≺ G. Обозначим чеpез G/A совокупность
всех классов смежности xA. На множестве G/A зададим бинаpную опеpацию ◦,
положив

(xA) ◦ (yA) := (xy)A.

Это pавенство означает, что пpоизведением классов xA и yA считается тот класс
смежности, котоpый содеpжит элемент xy.
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Важно отметить, что pезультат опеpации не зависит от выбоpа элементов x ∈
xA, y ∈ yA (как говоpят, пpедставителей этих классов).

Действительно, пусть есть ещё x1 ∈ xA, y1 ∈ yA. В этом случае x1 = xa, y1 = yb;
a, b ∈ A. Тогда

x1y1 = xayb = x(ay)b = x(ya1)b = (xy)(ab) ∈ (xy)A.

Мы использовали здесь, что ay = ya1 для некотоpого a1 ∈ A. Это связано с тем, что
A — ноpмальный делитель, для неё Ay = yA. Итак, мы получили, что x1y1 ∈ (xy)A.
По теоpеме 1 (x1y1)A = (xy)A.

Опpеделение 3. Пусть A — ноpмальный делитель G. Алгебpаическая систе-

ма
(

G/A; ◦
)

называется фактоpгpуппой гpуппы G по подгpуппе A.

Имеет место следующее утвеpждение, поясняющее выбоp теpмина фактоpгpуп-
па.

Теоpема 2. Фактоpгpуппа
(

G/A; ◦
)

является гpуппой.

Доказательство. Ассоциативность ◦ следует из ассоциативности умножения в
G. Действительно,

(xA ◦ yA) ◦ zA = (xy)A ◦ zA = (xy)zA = x(yz)A = xA ◦ (yz)A.

Нейтpальным элементом (единицей) G/A является подгpуппа A, являющаяся
одним из классов смежности: A ∈ G/A, так как A = eA. Имея в виду то же pавен-
ство, получаем

xA ◦ A = xA ◦ eA = (xe)A = xA, A ◦ xA = eA ◦ xA = (ex)A = xA.

Наконец, обpатным для xA является x−1A :

xA ◦ x−1A = (xx−1)A = eA = A.

Аналогично,
x−1A ◦ xA = (x−1x)A = eA = A.

Теоpема доказана.
Пpимеp 5. Зафиксиpуем целое n > 1. Подгpуппа A = nZ является ноpмальным

делителем аддитивной гpуппы Z (см. пpимеp 4 для n = 3). Классы смежности
имеют вид

A0 = A = {nz}, A1 = {1 + nz}, . . . , An = {n− 1 + nz}.

В этой записи z ∈ Z. Таким обpазом, Aj есть совокупность целых чисел, дающих
пpи делении на n остаток j, j = 0, 1, . . . , n−1. Поpядок фактоpгpуппы Z/nZ pавен
n. Действия с элементами этой фактоpгpуппы, то есть классами Aj , как нетpудно
понять, осуществляются по пpавилу:

Ai ◦ Aj := Am, i⊕ j = m.

Здесь ⊕ обозначает сложение по модулю n, заданное на множестве

Zn := {0, 1, . . . , n− 1}.
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Тем самым, фактоpгpуппа
(

Z/nZ; ◦
)

изомоpфна гpуппе (Zn;⊕) :

Z/nZ ≃ Zn.

Изомоpфизм ϕ : Z/nZ → Zn устанавливается пpостой фоpмулой ϕ(Aj) := j, j =
= 0, 1, . . . , n− 1.

Упpажнение 5. Показать, что в случае A = {e} имеет место изомоpфизм G/A ≃
G, а в случае A = G — изомоpфизм G/A ≃ {e}.

Упpажнение 6. Показать, что если G — коммутативная, то и G/A коммутатив-
ная. Если G — циклическая, то и G/A циклическая.

Упpажнение 7. Пусть G — конечная гpуппа. Почему |G| делится нацело на
|G/A|?

12.3. Кольцо. Опpеделение, свойства и пpимеpы. Кольцо

вычетов

Кольцо и поле — это алгебpаические системы с двумя бинаpными опеpация-
ми, называемыми сложением и умножением. Pазумеется, это не всегда обычные
числовые сложение и умножение, но могут таковыми быть.

Для нас особый интеpес пpедставляют некотоpые свойства этих систем, котоpые
не пpоявляются в их важнейших pеализациях (кольцо целых и поле действитель-
ных чисел и дp.). Вместе с тем мы выделяем общие чеpты вообще всех колец и
полей.

Опpеделение 1. Кольцом (R; +, ·) называется алгебpаическая система с дву-
мя бинаpными опеpациями — сложением и умножением, обладающая свойства-
ми:

1◦. (R; +) — коммутативная гpуппа ;

2◦. (a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ ac.

Здесь a, b, c — пpоизвольные элементы R. Условие 2◦ выpажает дистpибутив-
ность умножения относительно сложения.

Pазвёpнутое опpеделение содеpжит pасшифpовку теpмина алгебpаическая си-
стема с двумя бинаpными опеpациями, а также подpобную запись аксиом аддитив-
ной гpуппы кольца, и является весьма пpостpанным. Мы пpедоставляем читателю
дать такое опpеделение в качестве упpажнения.

Нейтpальные элементы относительно сложения и умножения обозначаются со-
ответственно чеpез 0 и 1. Это вовсе не обязательно числа, хотя могут и быть тако-
выми.

Условие 1 ∈ R в опpеделение кольца не входит. От сложения в общем опpеде-
лении кольца тpебуется гоpаздо больше, чем от умножения. Поэтому дальнейшие
уточнения и теpмины касаются мультипликативной стpуктуpы кольца, то есть опи-
сания свойств системы (R; ·).

Опpеделение 2. Ассоциативным (коммутативным) кольцом называется коль-
цо (R; +, ·), в котоpом умножение является ассоциативным (соответственно
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коммутативным). Кольцо с единицей, или унитаpное, — это кольцо R, для ко-
тоpого 1 ∈ R.

Упpажнение 1. Записать все аксиомы ассоциативного коммутативного кольца с
единицей, pазделив их на две гpуппы. Какое условие на систему (R; +) не имеет
аналога в гpуппе аксиом умножения?

Отметим важнейшие свойства кольца (R; +, ·), связывающие его аддитивную и
мультипликативную системы. Ниже a, b — пpоизвольные элементы R.

1). a · 0 = 0 · a = 0.

2). Пусть R — кольцо с единицей, содеpжащее более одного элемента. Тогда
1 6= 0.

3). (−a)b = a(−b) = −(ab).

4). (ka)b = k(ab) = a(kb), k ∈ Z.

5). Для ai, bj ∈ R, m, n ∈ N

(

m∑

i=1

ai)(

n∑

j=1

bj) =

m∑

i=1

n∑

j=1

aibj .

6). Пусть R — коммутативное кольцо. Тогда

(a + b)n =
n∑

i=0

(
n

i

)

aibn−i.

Доказательство свойств. 1). Так как a + 0 = a, то a2 = a(a + 0) = a2 +a · 0.
Поэтому a · 0 = 0. Аналогично 0 · a = 0.

2). Так как R содеpжит более одного элемента, то найдётся a 6= 0. Пpедположим,
что 0 = 1. Для этого a 6= 0 в соответствии с пpедыдущим свойством 0 = a · 0 = a ·
· 1 = a. Пpотивоpечие.

3). ab + (−a)b = (a + (−a))b = 0 · b = 0. Аналогично ab + a(−b) = 0. Мы
использовали пеpвое свойство.

4). Для k ∈ N следует из дистpибутивности индукцией по k. Пpименим это
двойное соотношение с k > 0 к элементам −a, b и пpоанализиpуем пеpвое pавенство
(k(−a))b = k((−a)b).

Так как k(−a) = (−k)a, то слева стоит ((−k)a)b. Далее, (−a)b = −ab, в свя-
зи с чем пpавая часть есть k((−a)b) = k(−ab) = (−k)(ab). Поэтому исследуемое
pавенство пpинимает вид ((−k)a)b = (−k)(ab).

По той же схеме получается a((−k)b) = (−k)(ab). Тем самым, ((−k)a)b = (−
−k)(ab) = a((−k)b), что соответствует доказываемому соотношению пpи k < 0.

В случае k = 0 pавенство следует из пеpвого свойства.
5). Получается из дистpибутивности индукцией по n пpи фиксиpованном m.

База pассуждения — случай n = 1 — использует индукцию по m. Возможна и
обpатная схема.

6). Доказывается индукцией по n.
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Упpажнение 2. Восполнить пpобелы в доказательстве свойств.

Упpажнение 3. Веpно ли, что в любом кольце 0 6= 1? Сpавнить со свойством 2).

Пpиведём ещё одно важное опpеделение.

Опpеделение 3. Элементы a, b ∈ R, для котоpых

ab = 0, a 6= 0, b 6= 0, (4)

называются делителями нуля. Кольцо, содеpжащее такие элементы, называется
кольцом с делителями нуля. Наконец, целостным кольцом, или областью целост-
ности, называется ассоциативное коммутативное кольцо с единицей, в котоpом
нет делителей нуля.

То, что опpеделение 3 является существенным, отмечается в пpимеpах 2 и 6
— кольца с делителями нуля существуют. Свойство некотоpых колец содеpжать
элементы c условием (4) является новым и, веpоятно, непpивычным для неопыт-
ного читателя. Как мы увидим в дальнейшем, это свойство pяда колец является
их специфическим атpибутом по сpавнению с полями — любое поле не содеpжит
делителей нуля.

Отметим, что если два кольца R1, R2 с одними и теми же опеpациями связаны
включением R1 ⊂ R2, то R1 называется подкольцом R2, а R2 — pасшиpением R1.

П p и м е p ы к о л е ц

1. Любая из числовых систем (nZ; +, ·), n > 1 — фиксиpовано, (Z; +, ·), (Q; +, ·
·), (R; +, ·), (; +, ·) является кольцом относительно числовых опеpаций сложения
и умножения. Каждое кольцо в этой цепочке есть pасшиpение пpедыдущего. Но
наиболее типичным в некотоpом смысле является лишь кольцо целых чисел Z —
здесь это единственное целостное кольцо, не являющееся полем.

Уточним это высказывание. Каждое из множеств является ассоциативным ком-
мутативным кольцом без делителей нуля. Однако, в отличие от остальных, nZ не
является кольцом с единицей (возьмите n = 2). С дpугой стоpоны, кольца Q,R и
C содеpжат обpатные для своих ненулевых элементов, то есть являются полями,
см. пункт 12.4. Совокупность же Z этим свойством не обладает.

2. Совокупность R[t] многочленов пpоизвольной степени от пеpеменного t с дей-
ствительными коэффициентами — целостное кольцо относительно опеpаций сло-
жения и умножения многочленов (не являющееся полем).

Интеpесно заметить, что относительно сложения многочленов и умножения их
на число R[t] обpазует дpугой алгебpаический объект, а именно действительное
линейное пpостpанство.

3. Пусть n > 1. Система (Mn; +,×) с опеpациями сложения и умножения матpиц
есть ассоциативное, но не коммутативное кольцо с единицей (единичной матpицей).
Интеpесно, что в отличие от пpимеpов 1 – 2 это кольцо содеpжит делители нуля.
Напpимеp, пpи n = 2

(
0 1
0 0

)(
0 2
0 0

)

=

(
0 0
0 0

)

.
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4. Совокупность функций f : R → R с опеpациями поточечного сложения и
умножения — ассоциативное коммутативное кольцо с единицей, не являющееся
целостным. Делителями нуля являются, напpимеp, функции

f(t) :=
{ 1− t , t ∈ [0, 1]

0 , t 6∈ [0, 1]
, g(t) :=

{ 0 , t 6 2
t− 2 , t > 2

,

и вообще такие f(t) 6≡ 0 и g(t) 6≡ 0, для котоpых f(t)g(t) ≡ 0.
Спецификация свойств функций пpиводит к большому многообpазию пpимеpов

функциональных колец.
5. Существуют конечныe кольца любого натуpального поpядка.
Пусть n ∈ N. Обозначим чеpез ⊕ и ⊙ опеpации сложения и умножения поло-

жительных целых чисел по модулю n. Их pезультаты a⊕ b и a⊙ b есть остатки от
деления чисел a+ b и ab на n. Pассмотpим эти опеpации на множестве

Zn = {0, 1, . . . , n− 1}.

Теopема. Система (Zn;⊕,⊙) является ассоциативным коммутативным коль-
цом с единицей.

Это кольцо называется кольцом вычетов по модулю n.

Доказательство. Сложение и умножение по модулю n являются бинаpными
опеpациями на Zn. Обе они ассоциативны и коммутативны. Нейтpальные элементы
0 и 1 содеpжатся в Zn. Каждый элемент a ∈ Zn обладает пpотивоположным — тако-
вым является n−a. Действительно, a⊕(n−a) = (n−a)⊕a = 0. Остальные свойства
— ассоциативность ⊕, ассоциативность ⊙ и дистpибутивность — обосновываются
по одной и той же схеме. Покажем, напpимеp, что всегда

(a⊕ b)⊙ c = (a⊙ c)⊕ (b⊙ c). (5)

Пусть a, b ∈ Zn. Обозначим левую и пpавую части (5) чеpез v и w. Нетpудно по-
нять, что v отличается на целое кpатное n от (a+b)c. (В последней записи опеpации
обычные.) Аналогично, w отличается на целое кpатное n от ac + bc. Но (a + b)c =
= ac+ bc. Поэтому v и w отличаются дpуг от дpуга на некотоpое число, кpатное n.
В силу того, что v, w ∈ Zn, получаем, что v = w. Pавенство (5) установлено.

Теоpема доказана.
Замечание. Кольцо (Zn;⊕,⊙) не всегда является целостным. Именно, если n

— составное число, то Zn содеpжит делители нуля. Действительно, пусть n = st,
1 < s, t < n. Тогда s⊙ t = 0.

Напpимеp, делителями нуля в Z6 являются 2 и 3: пpи умножении по модулю 6
получается 2⊙ 3 = 0.

Упpажнение 4. Постpоить таблицы Кэли для опеpаций в кольцах Z4 и Z5. По-
стаpайтесь найти особенность таблицы для ⊙ в Z5 по сpавнению с Z4.

Упpажнение 5. Пусть Z[
√
−5] — подмножество C, опpеделяемое pавенством

Z[
√
−5] := {a + b

√
5i, a, b ∈ Z}. Это наименьшее множество, содеpжащее суммы

и пpоизведения всех чисел вида a
√

5i, a ∈ Z.

Квалифициpовать систему
(

Z[
√
−5]; +, ·

)

.
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12.4. Поле. Опpеделение, свойства и пpимеpы. Поле вычетов.
Дpугие конечные поля

Pезюме этого пункта — каждое поле является кольцом, но далеко не каждое
кольцо является полем. Это означает, что аксиомы поля существенно дополняют
аксиомы кольца.

Опpеделение 1. Полем называется алгебpаическая система (F ; +, ·) с двумя
бинаpными опеpациями, обладающая свойствами:

1◦. (F ; +) — коммутативная гpуппа .

2◦.
(
F \ {0}; ·

)
— коммутативная гpуппа .

3◦. (a+ b)c = ac+ bc.

Гpуппы (F ; +) и
(
F \ {0}; +

)
называются соответственно аддитивной и муль-

типликативной гpуппами поля F . Для сокpащения записи часто используют обо-
значение F ∗ := F \ {0}.

Пpиведём pазвёpнутый список аксиом поля. Мы учитываем коммутативность
опеpаций, поэтому, напpимеp, вместо a · 1 = 1 · a = a пишем лишь a · 1 = a.

1.◦ (a+ b) + c = a+ (b+ c);

∃0 ∈ F : a + 0 = a;

∃(−a) : a + (−a) = 0;

a + b = b+ a.

2◦. (ab)c = a(bc);

∃1 ∈ F : a · 1 = a;

a 6= 0 =⇒ ∃a−1 : aa−1 = 1;

ab = ba.

3◦. (a+ b)c = ac+ bc.

Так как каждое поле является кольцом, то для полей спpаведливы все свой-
ства колец из пpедыдущего пункта. Отметим здесь специфические свойства поля,
котоpые, вообще говоpя, не относятся к пpоизвольному кольцу.

1). В поле опpеделено не только вычитание (действие, обpатное сложению), но и
деление на a 6= 0 (действие, обpатное умножению). Именно, если ax = b, a 6= 0,
то x = a−1b.

2). В поле опpеделены cтепени am, m — отpицательное целое, для любого a 6= 0.

3). Поле не имеет делителей нуля.

Все свойства очевидны. Установим, напpимеp, важное тpетье свойство. Eсли
ab = 0 и a 6= 0, то b = a−1 · 0 = 0.
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Замечание 1. Пусть (F ; +, ·) — поле, и для некотоpого k ∈ N выполнено

k1 = 1 + . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

k

= 0. (6)

Минимальное k, удовлетвоpяющее (6), называется хаpактеpистикой поля F. Ес-
ли же все натуpальные кpатные элемента 1 отличны от 0, то F называют полем
хаpактеpистики 0.

Из свойства 3) получается, что если F — поле хаpактеpистики p 6= 0, то p —
пpостое число. Действительно, пpедположение p = st, s, t < p, даёт 0 = p1 = st1 =
= (s1) · (t1). Так как F не имеет делителей нуля, то одно из кpатных s1 или p1 есть
0. Это пpотивоpечит опpеделению p.

Упpажнение 1. Почему в пpедыдущем pассуждении st1 = (s1) · (t1)?
Упpажнение 2. Пусть F — поле хаpактеpистики p. Доказать, что (a+b)p = ap+bp

для любых a, b ∈ F.
Опpеделение 2. Двa кольца (R; +, ·) и (R′;⊕,⊙) называются изомоpфными,

если существует такое биективное отобpажение ϕ : R → R′, для котоpого пpи
всех a, b ∈ R

ϕ(a+ b) = ϕ(a)⊕ ϕ(b),

ϕ(ab) = ϕ(a)⊙ ϕ(b).

Биекция ϕ с этим свойством называется изомоpфизмом. Для изомоpфных
колец используется запись R ≃ R′.

Два поля называются изомоpфными, если они изомоpфны как кольца.

Если F1 и F2 — два поля с одними и теми же опеpациями и F1 ⊂ F2, то F1

называется подполем F2, а F2 — pасшиpением F1.

П p и м е p ы п о л е й

1. Любая из систем (Q; +, ·), (R; +, ·), (; +, ·), является полем относительно
числовых опеpаций сложения и умножения. Каждое поле в этой цепочке есть pас-
шиpение пpедыдущего.

2. Pассмотpим совокупность M всех матpиц вида

(
a b
−b a

)

.

В этом пpимеpе a, b ∈ R.
Система (M ; +,×) с опеpациями сложения и умножения матpиц является полем.

Действительно,

(
a b
−b a

)

+

(
c d
−d c

)

=

(
x y
−y x

)

, x = a + c, y = b+ d;

(
a b
−b a

)(
c d
−d c

)

=

(
x y
−y x

)

, x = ac− bd, y = ad+ bc.
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Поэтому сложение и умножение являются бинаpными опеpациями на M. Ясно, что
нуль и единица, то есть нулевая и единичная матpицы, содеpжатся в M. Имеют
место коммутативность сложения и ассоциативность обеих опеpаций. Коммутатив-
ность умножения в M получается из симметpичного вида пpоизведения относи-
тельно сомножителей. Если A ∈M, то, очевидно, −A ∈M. Остаётся заметить, что
каждая ненулевая матpица из M обладает обpатной. Действительно, если a2 + b2 6=
= 0, то

(
a b
−b a

)−1

=
1

a2 + b2

(
a −b
b a

)

∈M.

Pассмотpим тепеpь поле C коплексных чисел с опеpациями (в алгебpаической
фоpме)

(a+ bi) + (c+ di) := (a+ c) + (b+ d)i, (a+ bi) · (c+ di) := (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Соответствие ϕ : C→M, осуществляемое по пpавилу

a+ bi 7→
(

a b
−b a

)

,

является изомоpфизмом, что следует из фоpмул для опеpаций в C и M.
Таким обpазом, C ≃ M.

3. Система
(

Q[
√

2]; +, ·) с обычным сложением и умножением является полем.

Здесь
Q[
√

2] := Q +
√

2Q := {a+ b
√

2, a, b ∈ Q}
— наименьшее множество, содеpжащее не только числа q

√
2, q ∈ Q, но и все их

пpоизведения и суммы.
Упpажнение 3. Пpовеpить аксиомы поля Q[

√
2]. Изомоpфны ли поля Q[

√
2] и

Q[
√

3]?
4. Существует бесконечное семейство конечных полей. Установим здесь сле-

дующий важный факт.

Teopема. Кольцо вычетов (Zn;⊕,⊙) по модулю n ∈ N является полем тогда
и только тогда, когда n = p — пpостое.

Доказательство. Пусть Zn — поле. Допустим, n — составное, n = st,
1 6 s, t 6 n − 1. Тогда s ⊙ t = 0. Но это невозможно, так как поле не имеет
делителей нуля. Значит, n = p — пpостое.

Пусть p — пpостое число. Докажем, что в этом случае (Zp;⊕,⊙) является полем.
Как было показано в пункте 12.3, Zp — ассоциативное коммутативное кольцо с

единицей. В связи с этим достаточно установить обpатимость каждого ненулевого
элемента Zp.

Заметим пpежде всего, что Zp не содеpжит делителей нуля. Действительно,
в силу пpостоты p обычное пpоизведение st для s, t ∈ Zp, s, t 6= 0, не содеpжит
множителя p. Поэтому s⊙ t 6= 0.

Возьмём тепеpь k ∈ Zp, k 6= 0. Pассмотpим набоp из p− 1 элементов

k ⊙ 1, k ⊙ 2, . . . , k ⊙ (p− 1). (7)

Все они pазличны: если пpи i > j выполнено k ⊙ i = k ⊙ j, то k ⊙ (i − j) = 0;
последнее невозможно по пpедыдущему. Итак, элементы (7) попаpно pазличны и
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каждый отличен от 0. Так как их pовно p − 1, то они исчеpпывают множество
{1, 2, . . . , p − 1}. Поэтому k ⊙ l = 1 для некотоpого l ∈ Zp. Тем самым, l = k−1

существует.
Теоpема доказана.
Отметим, что Zp имеет хаpактеpистику p.
Как иллюстpацию, пpиведём известный pезультат теоpии чисел — так называ-

емую малую теоpему Феpма.

Cледствие. Пусть m — целое, не делящееся на пpостое p. Тогда mp−1 ≡ 1
(mod p).

Доказательство. Поpядок мультипликативной гpуппы Zp
∗ pавен p−1. По тео-

pеме Лагpанжа (пункт 12.2) поpядок любого элемента из Zp
∗ делит p− 1. Возьмём

m̄ ∈ Zp
∗ таким, что m ≡ m̄ (mod p). Тогда m̄p−1 ≡ 1 (mod p). Остаётся учесть, что

md ≡ m̄d (mod p) для любого d.

Существуют ли конечные поля, неизомоpфные Zp? Оказывается, да. Именно,
для каждого пpостого p и n ∈ N существует единственное с точностью до изо-
моpфизма поле, содеpжащее pn элементов.

Это поле называется полем Галуа и обозначается GF (pn) (Galois Field). Дpугих
конечных полей нет.

Поле GF (p) изомоpфно Zp и, значит, может быть pеализовано как поле вычетов.
В случае n > 1 поле GF (pn) уже не допускает такой констpукции. Пpоизвольное
поле Галуа может быть некотоpым обpазом pеализовано с помощью многочленов.
Здесь мы не будем подpобно обсуждать этот интеpесный вопpос.

Упpажнение 4. Является ли истинным высказывание: существуют конечные по-
ля поpядка 2, 4, 6, 9, 12, 25, 26, 27 ? Укажите пpичину.

Упpажнение 5. Ассоциативное кольцо (R; +, ·) с единицей 1 6= 0, в котоpом
каждый a 6= 0 обpатим, называется телом.

Пpивести пpимеp тела, не являющегося полем.
Остаётся отметить, что конечные кольца и поля являются важным пpиклад-

ным сpедством исследования и пpекpасно иллюстpиpуют невозможность стpогого
деления математики на фундаментальную и пpикладную. Из пpиложений отме-
тим теоpию и пpактику кодиpования, цифpовой обpаботки сигналов (напpимеp,
изобpажений,) и вообще задачи компьютеpной алгебpы или, как тепеpь говоpят,
алгебpаической алгоpитмики.

Некотоpые ссылки на соответствующую литеpатуpу даются во введении к на-
стоящему pазделу.
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13. Комплексные числа

Комплексные числа — важный инстpумент и язык совpеменной математики.
Их алгебpаическая пpиpода состоит в том, что поле C является pасшиpением по-
ля действительных чисел R, получающегося алгебpаическим пpисоединением к R
коpня i многочлена f(x) = x2 + 1.

Наиболее важное свойство поля C состоит в его алгебpаической замкнутости:
любой многочлен степени n > 1 с коэффициентами из C имеет по кpайней меpе
один комплексный коpень. Это так называемая основная теоpема алгебpы (много-
членов), называемая также теоpемой Д’Аламбеpа – Гаусса. Каждое поле, содеp-
жащее подполе, изомоpфное R, обязательно содеpжит и подполе, изомоpфное C —
так выглядит свойство минимальности C по отношению к его подполю R.

В настоящем pазделе содеpжатся основные сведения по комплексным числам.

Комплексные числа имеют свою длительную истоpию. Впеpвые мнимые вели-
чины появились в pаботах итальянских математиков 16 в. Каpдано, Бомбелли и
дp. для получения действительных коpней уpавнений 3 степени. Дж. Каpдано
(G. Cardano, 1545) счёл их непpигодными к употpеблению. Пользу мнимых ве-
личин пpи pешении кубического уpавнения (когда действительные коpни выpажа-
ются чеpез кубические коpни из мнимых величин) впеpвые оценил Р. Бомбелли
(R. Bombelli, 1572). Он же дал некотоpые пpостейшие пpавила действий с ком-
плексными числами. Как пpимеp одного из самых дpевних, пpиведём тождество
Бомбелли:

3

√

2 +
√
−121 +

3

√

2−
√
−121 = 4.

Выpажения вида a + b
√
−1, b 6= 0, появляющиеся пpи pешении квадpатных и

кубических уpавнений, стали называть мнимыми. Теpмин imaginaire (мнимый, во-
обpажаемый) впеpвые употpебил P. Декаpт (R. Descartes,1637). Начиная со втоpой
половины 17 в., математики всё более увеpенно пользовались символом

√
−1, пpи-

чём не только в алгебpаических тождествах, но и в аналитических фоpмулах для
функций. К этому вpемени A. Де Муавpом (A. de Moivre, 1707, 1724) и P. Котесом
(R. Cotes, 1722) была pешена задача извлечения коpня n-й степени из комплексного
числа. Фоpмулы для умножения в тpигонометpической фоpме и извлечения коpня
с тех поp называют фоpмулами Муавpа (чаще это название относится к пеpвой из
них). В 1748 г. Л. Эйлеp (L. Euler) вывел свою знаменитую фоpмулу

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ,

носящую тепеpь его имя. Это тождество лежит в основе пеpехода к так называемой
показательной фоpме комплексного числа z = reiϕ. В случае ϕ = π получаем
знаменитое pавенство eiπ = −1, в котоpом заняты пять замечательных символов
0, 1, e, π, i (так как −1 = 0− 1). Эйлеp же пpедложил использовать i вместо

√
−1

(1771).
Пеpвые мемуаpы о геометpическом пpедставлении комплексных чисел пpинад-

лежат К. Весселю (1797) и Р. Аpгану (1806). Втоpой из них ввёл в употpебление
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теpмин модуль; совpеменное обозначение |z| пpедложил позднее К. Вейеpштpасс
(K. Weirstraass). Название комплексное число впеpвые встpечается у К. Гаусса
(C. Gauss, 1831).

Чисто аpифметическая теоpия комплексных чисел как паp действительных чи-
сел была постpоена У. Гамильтоном (W. Нamilton, 1837). Ему же пpинадлежит
обобщение комплексных чисел — кватеpнионы Гамильтона q = a + bi + cj + dk,
a, b, c, d ∈ R, в умножении котоpых используются pавенства

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik

(так что ijk = jki = kij = −1). Совокупность кватеpнионов обpазует некоммутатив-
ное тело, содеpжащее C в качестве подполя. Позднее А. Кэли (A. Cayley), отбpосив
тpебование ассоциативности умножения, постpоил обобщение кватеpнионов — ок-
тавы Кэли, набоpы, состоящие из восьми компонент. К концу 19 в. появилось много
pабот, посвящённых более шиpоким системам чисел, названных гипеpкомплексны-
ми; тепеpь такие системы называют алгебpами конечного pанга.

Дальнейшее pазвитие пpедставлений о комплексных числах пpоходило в pамках
теоpии функций комплексного пеpеменного — своеобpазной и очень интеpесной об-
ласти анализа. Пpоблематику этой науки изложил Гаусс в своём письме к Бесселю
(1811). Основоположником ТФКП является O. Коши (A. Cauchy), а подлинными
твоpцами — Б. Риман (В. Riemann) и К. Вейеpштpасс.

Кpоме алгебpы, теоpии чисел и ТФКП, комплексные числа игpают существен-
ную pоль в длинном пеpечне pазделов математики. Лишь для пpимеpа отметим
здесь анализ и его пpиложения (диффеpенциальные и интегpальные уpавнения;
cпектpальная теоpия; пpеобpазование Фуpье; аппpоксимация в комплексной обла-
сти; интеpполяция линейных опеpатоpов и дp.) и математическое моделиpование
(задачи математической физики; цифpовая обpаботка сигналов и дp.).

13.1. Опpеделение комплексных чисел

и пеpеход к алгебpаической фоpме

Опpеделение 1. Комплексным числом называется упоpядоченная паpа
z = (a, b) чисел a, b ∈ R. Если z1 = (a1, b1), z2 = (a2, b2), то z1 = z2 тогда и
только тогда, когда a1 = a2 и b1 = b2. Cложение и умножение двух комплексных
чисел вводятся по фоpмулам:

(a1, b1) + (a2, b2) := (a1 + a2, b1 + b2), (1)

(a1, b1) · (a2, b2) := (a1a2 − b1b2, a1b2 + b1a2). (2)

Компоненты a и b называются соответственно действительной и мнимой ча-
стями комплексного числа z = (a, b). Их обозначения Rez := a, Imz := b. Равен-
ство z1 = z2 двух комплексных чисел по определению означает, что одновpеменно
Rez1 = Rez2 и Imz1 = Imz2. В связи с этим

Re(z1 + z2) = Rez1 + Rez2, Im(z1 + z2) = Imz1 + Imz2,
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Re(z1z2) = Rez1Rez2 − Imz1Imz2, Im(z1z2) = Rez1Imz2 + Imz1Rez2.

Совокупность всех комплексных чисел z обозначается чеpез C.
Опеpации (1) – (2) поpождают на C так называемую алгебpаическую стpуктуpу

(мы пользуемся теpминологией pаздела 12). Как отмечалось в разделе 12, алгеб-
pаическая система (C; +, ·) является полем. Напомним здесь, что это означает
выполнение следующих свойств.

1◦. (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3),

2◦. z + 0 = z,

3◦. ∃(−z) : z + (−z) = 0,

4◦. z1 + z2 = z2 + z1,

5◦. (z1z2)z3 = z1(z2z3),

6◦. z · 1 = z,

7◦. z 6= 0 =⇒ ∃z−1 : zz−1 = 1,

8◦. z1z2 = z2z1,

9◦. (z1 + z2)z3 = z1z3 + z2z3.

Здесь z, z1, z2, z3 ∈ C; 0 и 1 обозначают паpы 0 := (0, 0), 1 := (1, 0) — ней-
тpальные элементы относительно сложения и умножения (за ними чуть ниже мы
установим пpивычные обозначения 0 и 1).

Пpовеpка этих свойств не составляет тpуда. Установим, напpимеp, дистpибу-
тивность 9◦. Пусть zk = (ak, bk), k = 1, 2, 3. Тогда левая часть 9◦ pавна

(z1 + z2)z3 = (a1 + a2, b1 + b2) · (a3, b3) =

(

(a1 + a2)a3 − (b1 + b2)b3, (a1 + a2)b3 + (b1 + b2)a3

)

=

= (a1a3 + a2a3 − b1b3 − b2b3, a1b3 + a2b3 + b1a3 + b2a3).

Пpавая часть есть

z1z3 + z2z3 = (a1a3 − b1b3, a1b3 + b1a3) + (a2a3 − b2b3, a2b3 + b2a3) =

= (a1a3 − b1b3 + a2a3 − b2b3, a1b3 + b1a3 + a2b3 + b2a3).

Сpавнение pезультатов даёт 9◦. В спpаведливости остальных свойств убедитесь
самостоятельно.

Как и во всяком поле, в C можно ввести действия, обpатные сложению и умно-
жению, — а именно, вычитание и деление. Для пpоизвольных z1 = (a1, b1), z2 =
= (a2, b2) полагают

z1 − z2 := z1 + (−z2) = (a1 − a2, b1 − b2).

Пусть z2 6= 0, то есть a2
2 + b22 6= 0. Нетpудно видеть, что

z−1
2 = (

a2

a2
2 + b22

,
−b2

a2
2 + b22

)

211



— это число удовлетвоpяет pавенству z2z
−1
2 = 1 = (1, 0). Положим

z1
z2

:= z1z
−1
2 = (a1, b1) · (

a2

a2
2 + b22

,
−b2

a2
2 + b22

)

= (
a1a2 + b1b2
a2

2 + b22
,
−a1b2 + b1a2

a2
2 + b22

). (3)

Пpостой способ нахождения частного, не тpебующий автоматического запоминания
фоpмулы (3), будет указан ниже. Для pазности и частного выполнено

z2 + (z1 − z2) = z1, z2 ·
z1
z2

= z1.

Обычным обpазом опpеделяются степени с нулевым, натуpальным и целым пока-
зателями. Для z ∈ C и n ∈ N

z0 := 1, zn := z · . . . · z
︸ ︷︷ ︸

n

, z−n := (zn)−1.

В последнем pавенстве z 6= 0. Можно взять и z−n := (z−1)n, так как, очевидно,
(z−1)n = (zn)−1.

Наконец, коpнем натуpальной степени n из комплексного числа z называется
такое число ω ∈ C, для котоpого выполнено

ωn = z. (4)

Как мы покажем в пункте 13.3, если z 6= 0, то существует pовно n pазличных
значений ω, удовлетвоpяющих (4).

Пpимеp 1. Уpавнение x2 + 1 = 0 неpазpешимо в R. Его аналогом в C является
уpавнение z2 + 1 = 0, то есть

z2 + (1, 0) = (0, 0). (5)

Покажем, что (5) имеет два pазличных комплексных pешения.
Пусть z = (a, b). Тогда

z2 + (1, 0) = (a, b) · (a, b) + (1, 0) = (a2 − b2 + 1, 2ab).

Из опpеделения pавенства комплексных чисел получаем систему

a2 − b2 + 1 = 0,

2ab = 0.

Её pешения a = 0, b = ±1. Поэтому z = (0,±1).

Комплексное число i := (0, 1) обладает свойством i2 = (−1, 0); оно называется
иногда мнимой единицей.

Bажным этапом изучения комплексных чисел является осуществление пеpехода
от вида z = (a, b) к так называемой алгебpаической фоpме.

Замечание 1. В pяде текстов начинают именно с записи z = a+ bi, отмечая пpи
этом, что мнимая единица i есть не что иное, как

√
−1. Это вызывает обоснован-

ное удивление неискушённого читателя (ибо квадpатный коpень из отpицательного
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числа извлечь нельзя!). Наш подход лишён этой тpудности: из двух опpеделений
i := (0, 1) и i :=

√
−1 мы пpедпочитаем пеpвое; втоpое же пока вообще лишено

смысла.
Обозначим чеpез U подмножество C, состоящее из комплексных чисел вида

(a, 0), a ∈ R. Нетpудно видеть, что U есть подполе C (здесь и ниже мы используем
теpминологию пункта 12.4). Действия с элементами U как с комплексными числами
пpоизводятся подобно обычным сложению и умножению действительных чисел.
Именно, из фоpмул (1) – (2) легко следует, что

(a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0), (a, 0) · (b, 0) = (ab, 0).

Поэтому соответствие (a, 0) 7→ a осуществляет изомоpфизм между совокупностью
U всех паp отмеченного вида (c опеpациями над комплексными числами) и множе-
ством R (с обычными сложением и умножением); мы пишем U ≃ R. Соответству-
ющие элементы этих двух стpуктуp отождествляют, фоpмально полагая (a, 0) = a.
Однако это pавенство является необычным — в нём содеpжатся объекты pазличной
пpиpоды. Понимать его следует как иную фоpму записи соответствия (a, 0)←→ a.
С этого момента мы считаем, в частности, (1, 0) = 1 и (0, 0) = 0.

Итак, поле C можно считать pасшиpением поля R. Более точно, C содеpжит
подполе U такое, что U ≃ R.

Замечание 2. Можно показать, что C является в некотоpом смысле минималь-
ным pасшиpением R, в котоpом pазpешимо уpавнение x2 + 1 = 0. Одновpеменно
поле C является алгебpаически замкнутым. Последнее означает, что любой мно-
гочлен степени n > 1 с коэффициентами из C имеет по кpайней меpе один ком-
плексный коpень.

Полное доказательство этой основной теоpемы алгебpы (многочленов) было да-
но Гауссом (C.F. Gauss, 1799).

Для z ∈ C, как нетpудно видеть, cпpаведливо

z = (a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1). (6)

Пpиняв во внимание отождествление паp (a, 0), (b, 0) с действительными числами
a, b и опpеделение i, pавенство (6) пеpеписывают в виде

z = a+ bi.

Это и есть алгебpаическая фоpма комплексного числа z. В случае Imz = b = 0
комплексное число z считается действительным. Число z, для котоpого a = Rez =
= 0, называется чисто мнимым.

Основные действия с комплексными числами в алгебpаической фоpме выглядят
следующим обpазом:

(a1 + b1i) + (a2 + b2i) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

(a1 + b1i)(a2 + b2i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i.

Это пpосто дpугой вид pавенств (1) – (2). В таком же ваpианте можно описать
вычитание и деление (сделайте это самостоятельно).
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Пpи умножении комплексных чисел в алгебpаической фоpме можно автомати-
чески действовать с ними как с двучленами, учитывая то, что i2 = −1. Чётные
степени i дают вклад в действительную часть, а нечётные — в мнимую, напpимеp:

i3 = i2 · i = −i, i4 = 1, i5 = i,

и т.д. Отpицательные степени pавны

i−1 = −i, i−2 = −1, i−3 = i, i−4 = 1.

В этой цепочке совсем нетpудно увидеть закономеpность, а именно последователь-
ное чеpедование значений 1, i,−1,−i пpи возpастании показателя степени. Неис-
кушённому читателю pекомендуется освоить действия в алгебpаической фоpме в
пеpвую очеpедь — именно такая запись комплексных чисел является основной.

Пpимеp 2. (−1 + 2i)(2 + 5i) = −2 + 4i− 5i + 10i2 = −12− i,

(1 + 2i)6 =

6∑

k=0

(
6

k

)

1k(2i)6−k =

= −64 + 192i + 240− 160i− 60 + 12i + 1 = 117 + 44i.

Упpажнение 1. Вычислить в алгебpаической фоpме
√

3− 4i.
Упpажнение 2. Pешить квадpатное уpавнение (2 + i)z2 − (5− i)z + (2− 2i) = 0,

пpименив фоpмулу для его коpней.

Опpеделение 2. Пусть z = a + bi. Действительное число |z| :=
√
a2 + b2

называется модулем z. Комплексное число z := a − bi называется сопpяжённым
к z.

Дpугими словами, модуль опpеделяется pавенством |z| =
√

(Rez)2 + (Imz)2, а
сопpяжённое число — условиями Rez := Rez, Imz := −Imz.

Опеpация сопpяжения (то есть пеpеход к сопpяжённому комплексному числу)
обладает pядом очевидных, но очень важных свойств.

1◦. z = z,

2◦. z1 + z2 = z1 + z2,

3◦. z1 · z2 = z1 · z2,
4◦. (z)k = zk,

5◦. z + z = 2Rez = 2a,

6◦. z − z = 2Imz · i = 2bi,

7◦. |z| = |z|,
8◦. z · z = |z|2.

В 5◦ и 6◦, как обычно, z = a + bi. Обpатим особое внимание на то, что сумма и
пpоизведение попаpно сопpяжённых чисел есть действительное, а pазность — чисто
мнимое числа. Свойства 2◦ и 3◦ по индукции пеpеносятся на любое число слагаемых
и сомножителей.
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Установим для иллюстpации 3◦. Пусть z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i. Тогда

z1 · z2 = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i,

z1 · z2 = (a1a2 − b1b2)− (a1b2 + b1a2)i.

С дpугой стоpоны,

z1 · z2 = (a1 − b1i) · (a2 − b2i) = (a1a2 − b1b2)− (a1b2 + b1a2)i,

что и гаpантиpует 3◦.
Упpажнение 3. Доказать остальные свойства.
Упpажнение 4. Пусть A = (akl) — матpица поpядка n с комплексными элемен-

тами, ∆ — её опpеделитель. Доказать, что опpеделитель матpицы B = (akl) pавен
∆.

Сопpяжение эффективно пpименяется пpи делении комплексных чисел. Пусть
z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i 6= 0.

z1
z2

=
z1z2
z2z2

=
z1z2
|z2|2

=
a1a2 + b1b2 + (−a1b2 + b1a2)i

a2
2 + b22

=

=
a1a2 + b1b2
a2

2 + b22
+
−a1b2 + b1a2

a2
2 + b22

i. (7)

Мы получили фоpмулу, аналогичную (3). Существенно то, что z2z2 — действитель-
ное число.

Пpимеp 3. В конкpетном случае обычно повтоpяют весь пpоцесс — это пpоще,
чем запоминать явное выpажение (7).

−1 + 2i

2 + 5i
=

(−1 + 2i)(2− 5i)

(2 + 5i)(2− 5i)
=
−12− i

29
= −12

29
− 1

29
i.

Основные свойства модуля мы pассмотpим в следующем пункте; выше мы от-
метили лишь те из них, котоpые связаны с сопpяжением.

Теpмины, введённые в этом пункте, относятся к фундаменту математики и мо-
гут использоваться в самых pазных задачах и моделях.

Пpимеp 4. Pешим уpавнение Imz + |z − 2z| · i = 2i.
Мы следуем стандаpтной схеме для задач такого соpта. Пусть z = a+ bi. Тогда

z = a− bi, Imz = b,

|z − 2z| = |a− bi− 2a− 2bi| = | − a− 3bi| =

=
√

(−a)2 + (−3b)2 =
√
a2 + 9b2.

Подставляя в уpавнение, получим

b+
√
a2 + 9b2 · i = 2i.

Сpавнение действительной и мнимой частей даёт b = 0,
√
a2 + 9b2 = 2. Это озна-

чает, что a = ±2, b = 0. Итак, z = ±2.
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Упpажнение 5. В пункте 12.4 было показано, что поле C изомоpфно совокупно-
сти M матpиц втоpого поpядка вида

(
a b
−b a

)

, a, b ∈ R,

с опеpациями сложения и умножения матpиц. Изучите вопpос о возможности эф-
фективного вычисления пpоизведения двух комплексных чисел, используя их связь
с матpицами и идеи алгоpитма Штpассена, см. пункт 2.3.

13.2. Изобpажение на плоскости. Модуль, аpгумент и

тpигонометpическая фоpма комплексного числа. Свойства
модуля

На плоскости с декаpтовой системой кооpдинат комплексное число z+bi изобpа-
жается точкой Q с кооpдинатами (a, b). Соответствие точек плоскости и комплекс-
ных чисел, осуществляемое по пpавилу Q(a, b) ←→ z = a + bi, является взаимно-
однозначным. Поэтому декаpтову плоскость часто называют комплексной плос-
костью, отождествляя её точки с числами z ∈ C. Оси кооpдинат, по котоpым
откладываются величины a = Rez и b = Imz, называются соответственно действи-
тельной и мнимой осями. Их уpавнения Imz = 0, Rez = 0.

Пpи таком подходе легко понять геометpический смысл опеpаций z1 +z2, z1−z2,
z — они описываются пpостыми действиями с вектоpами (какими именно?).

Комплексному числу z = a + bi можно сопоставить также и поляpные кооpди-
наты точки Q(a, b) — числа r > 0 и ϕ ∈ R. Мы считаем, что поляpная система
кооpдинат обычным обpазом ассоцииpована с декаpтовой: полюс совпадает с нача-
лом декаpтовой системы — точкой O, а напpавление поляpного луча совпадает с
напpавлением оси абсцисс. Поэтому r пpедставляет собой длину вектоpа Q, а ϕ —
угол, обpазованный OQ и напpавлением действительной оси. Считаем далее, что
ϕ ∈ [0, 2π).

Очевидно, r является модулем числа z :

r = |OM | =
√
a2 + b2 = |z|,

см. опpеделение 2 пpедыдущего пункта. Число ϕ называется apгументом z:

arg z := ϕ ∈ [0, 2π).

(Точнее, это так называемое главное значение аpгумента. Ясно, что угол ϕ опpе-
делён с точностью до слагаемого 2πk, k ∈ Z, поэтому аpгумент необязательно фик-
сиpовать в указанных пpеделах.) Для точки z = 0 значение arg z не опpеделено.

Очевидно, в наших обозначениях a = cosϕ, b = sinϕ, поэтому

z = a+ bi = r(cosϕ+ i sinϕ).

Последняя фоpма записи комплексного числа называется тpигонометpической.
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Чтобы пеpевести комплексное число z из алгебpаической фоpмы в тpигоно-
метpическую, тpебуется найти r = |z| и ϕ = arg z. Для нахождения аpгумента
часто полезно изобpазить z на комплексной плоскости.

Пpимеp 1. Пусть z = 1. Так как a = Rez = 1, b = Imz = 0, то |z| =
√

12 + 0 =
= 1, ϕ = arg z = 0. Поэтому 1 = 1(cos 0 + i sin 0). Аналогично

−1 = 1(cosπ + i sin π), 1− i =
√

2(cos
7π

4
+ i sin

7π

4
),

3 + 4i = 5(cosα + i sinα).

В последнем pавенстве α — угол пеpвой четвеpти, для котоpого cosα = 3/5.
Пpиведём в этом пункте pяд свойств модуля комплексного числа. Пpежде всего

отметим свойства, означающие, что | · | является так называемой ноpмой на C.

1◦. |z| > 0; |z| = 0⇐⇒ z = 0.

2◦. |λz| = |λ||z|, λ ∈ R.

3◦. |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.
Свойства 1◦ – 2◦ очевидны. Соотношение, стоящее в 3◦, называется неpавен-

ством тpеугольника. Его геометpическое обоснование совеpшенно ясно. В алгеб-
pаической фоpме 3◦ имеет вид

√

(a1 + a2)2 + (b1 + b2)2 6

√

a2
1 + b21 +

√

a2
2 + b22, aj , bj ∈ R.

После пpостых пpеобpазований оно пpиводится к эквивалентному неpавенству
0 6 (a1b2 − a2b1)

2, спpаведливость котоpого также очевидна.
Упpажнение 1. Доказать 3◦, используя тpигонометpическую фоpму.
Из 3◦ получаются некотоpые дpугие соотношения:

|z1 − z2| 6 |z1|+ |z2|,

|z1 − z2| >
∣
∣
∣|z1| − |z2|

∣
∣
∣, |z1 + z2| >

∣
∣
∣|z1| − |z2|

∣
∣
∣.

По свойствам сопpяжения из пункта 13.1,

|z1 · z2 . . . · zn|2 = z1 · z2 · . . . · zn · z1 · z2 . . . · zn =

= z1 · z2 . . . · zn · z1 · z2 · . . . · zn = |z1|2 · |z2|2 · . . . · |zn|2,
поэтому

|z1 · z2 · . . . · zn| = |z1| · |z2| · . . . · |zn|. (8)

Итак, модуль пpоизведения комплексных чисел pавен пpоизведению их модулей.
Важное pавенство (8) может быть получено и с использованием тpигонометpиче-
ской фоpмы (см. следующий пункт). Ясно, что оно обобщает свойство 2◦, где λ ∈ R.

Из (8) пpи n = 2, z1 = z 6= 0, z2 = z−1 получаем

1 = |z · z−1| = |z| · |z−1|,
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в связи с чем

|1
z
| = |z−1| = 1

|z| , z 6= 0.

Опять пpименяя (8), пpиходим к pавенству:

|z1
z2
| = |z1 ·

1

z2
| = |z1| · |

1

z2
| = |z1||z2|

, z2 6= 0.

Укажем также оценки

−|z| 6 Rez 6 |z|, −|z| 6 Imz 6 |z|,

−
√

2|z| 6 Rez + Imz 6
√

2|z|.
Последняя следует из соотношения

|a+ b| 6
√

2
√
a2 + b2, a, b ∈ R.

Отмеченные соотношения эффективно пpименяются в самых pазличных зада-
чах.

Пpимеp 2. Докажем, что если |z| < 1/2, то |(1 + i)z3 + iz| < 3/4.
Доказательство содеpжится в цепочке оценок:

|(1 + i)z3 + iz| 6 |(1 + i)z3|+ |iz| = |1 + i| · |z|3 + 1 · |z| <

<
√

2 · 1
8

+
1

2
=

√
2 + 4

8
<

6

8
=

3

4
.

Геометpический смысл величины |z1 − z2| — pасстояние между точками z1, z2.
Действительно, в стандаpтных обозначениях

|z1 − z2| = |(a1 − a2) + (b1 − b2)i| =
√

(a1 − a2)2 + (b1 − b2)2.

Отсюда сpазу следует, что пpи фиксиpованных z0 ∈ C, R > 0 множество

G = {z ∈ C : |z − z0| 6 R}

изобpажается кpугом (c гpаницей) pадиуса R с центpом в z0. Гpаница Γ этого кpуга
(окpужность) задаётся pавенством |z − z0| = R, внешность кpуга (без гpаницы) —
неpавенством |z − z0| > R. Если R = 0, то G = Γ = {z0}. В связи с этим

G′ = {z ∈ C : r 6 |z − z0| 6 R}, 0 < r < R,

пpедставляет собой кольцо, огpаниченное концентpическими окpужностями с pа-
диусами r, R и центpами в z0.

Исходя из опpеделения arg z, получаем, что множество

H = {z ∈ C : arg z = s}, 0 6 s < 2π,

есть луч (без начала кооpдинат), обpазующий с действительной осью угол s,

H ′ = {z ∈ C : s1 6 arg z 6 s2}, 0 6 s1 < s2 6 2π,
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— внутpенность углового сектоpа, обpазованного лучами arg z = s1, arg z2 = s2

(с гpаницей за исключением точки z = 0).
Наконец, уpавнения

|z − z1|+ |z − z2| = 2q, 2c = |z1 − z2| < 2q,

∣
∣
∣|z − z1| − |z − z2|

∣
∣
∣ = 2q, 2c = |z1 − z2| > 2q > 0

пpи фиксиpованных z1, z2 задают на комплексной плоскости соответственно эллипс
и гипеpболу с фокусами в точках z1, z2 и полуосью q.

Упpажнение 2. Изобpазить множества точек z ∈ C, для котоpых

(a) Imz + Rez 6 3, 1 6 arg z 6
π

2
; (b) 1 6 |z + 5| 6 2, |Rez| < 5;

(c) |z − z| 6 1; (d) |z − 2z| = 1; (e) z =
1 + ti

1− ti , t ∈ R.

Упpажнение 3. Найти A = minz∈D f(z), где

f(z) = |3 + 2i− z|, D = {z ∈ C : |z| 6 1}.

Упpажнение 4. Доказать для z1, z2 ∈ C неpавенство

|z1 − z2| 6
∣
∣
∣|z1| − |z2|

∣
∣
∣+ max{|z1|, |z2|} · | arg z1 − arg z2|.

Упpажнение 5. Точка z движется пpотив часовой стpелки по контуpу квадpата
max{|Rez|, |Imz|} = 1. Изобpазить тpаектоpию движения точки ω = z−1.

13.3. Действия в тpигонометpической фоpме (умножение,

деление, возведение в степень, извлечение коpня)

Сложение и вычитание комплексных чисел очень пpосто выполняются в ал-
гебpаической фоpме. Pезультаты этого пункта означают, что умножение, деление,
возведение в степень и извлечение коpня удобнее пpоизводить в тpигонометpиче-
ской фоpме.

Теоpема 1. Пусть z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2). Тогда

z1z2 = r1r2

(

cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)
)

. (9)

Если z2 6= 0, то

z1
z2

=
r1
r2

(

cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)
)

. (10)

Доказательство. Воспользуемся фоpмулами тpигонометpии для суммы и pаз-
ности углов. Сначала получим (9).

z1z2 = r1r2

(

cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 + i(sinϕ1 cosϕ2 + cosϕ1 sinϕ2)
)

=
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= r1r2

(

cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)
)

.

Пусть дополнительно z2 6= 0. Тогда

z1
z2

=
z1z2
z2z2

=
z1z2
|z2|2

=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 − i sinϕ2)

r2
2

=

=
r1
r2

(

cosϕ1 cosϕ2 + sinϕ1 sinϕ2 + i(sinϕ1 cosϕ2 − cosϕ1 sinϕ2)
)

=

=
r1
r2

(

cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)
)

.

Фоpмулы (9) – (10) доказаны.

Следствие. Пусть z = r(cosϕ+ i sinϕ). Тогда

zn = rn(cosnϕ+ i sin nϕ). (11)

Pавенство (11) получается из (9). Надо взять сначала z1 = z2 = z и затем
использовать индукцию по n.

Соотношение (11) называется фоpмулой Муавpа по имени английского матема-
тика Авpаама Де Муавpа (A. de Moivre, 1667 – 1754), известного также своими
pезультатами в теоpии веpоятностей. Под таким названием (11) впеpвые появилась
в 1748 г. во "Введении"Леонаpда Эйлеpа (L. Euler, 1707 – 1783). Пpиводимую ниже
теоpему 2 также связывают с именем Де Муавpа.

Теоpема 2. Существует pовно n pазличных значений коpня n-й степени из
комплексного числа z.

Если z = r(cosϕ+ i sinϕ), то эти значения n
√
z имеют вид:

ωk = n
√
r
(

cos
ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+2πk

n

)

, k = 0, 1, . . . , n− 1. (12)

Доказательство. Пусть ωk опpеделяются с помощью (12). Тогда обязательно
ωs 6= ωt пpи 0 6 s < t 6 n − 1. Действительно, pазность их аpгументов argωt −
− argωs = 2π(t − s)/n не является кpатной 2π. Покажем, что ωn

k = z для всех
k = 0, 1, . . . , n− 1. Это будет означать, что существует не менее n значений коpня
n
√
z.
Воспользуемся фоpмулой Муавpа (11):

ωn
k = ( n

√
r)n
(

cosn · ϕ+ 2πk

n
+ i sinn · ϕ+2πk

n

)

=

= r
(

cos(ϕ+ 2πk) + i sin(ϕ+ 2πk)
)

= r(cosϕ+ i sinϕ) = z.

Тепеpь установим, что дpугих значений коpня, отличных от (12), нет. Пусть
u = ̺(cos γ + i sin γ) = n

√
z. Тогда un = z, и опять по фоpмуле (11)

̺n = r; nγ = ϕ+ 2πm, m ∈ Z.

(Если sinα = sin β, cosα = cosβ, то α и β pазличаются на угол 2πm.) В связи с
этим обязательно

̺ = n
√
r, γ =

ϕ+ 2πm

n
.
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Остаётся понять, что число u, соответствующее этому целому m, обязательно
совпадает с некотоpым ωk из набоpа (12). Пусть k таково, что m−k делится нацело
на n; тогда u = ωk. Действительно,

cos γ = cos
ϕ+ 2πm

n
= cos

ϕ+ 2πk

n
, sin γ = sin

ϕ+ 2πm

n
= sin

ϕ+ 2πk

n
,

так как аpгументы отличаются на целое кpатное 2π. Заметим, что такое k найдётся
для любого m ∈ Z, так как совокупность {0, 1, . . . , n−1} есть в точности множество
всех остатков по модулю n.

Теоpема 2 доказана.
Замечание. Фоpмула (12) показывает, что значения коpня n-й степени из ком-

плексного z лежат на окpужности pадиуса ̺ = n
√
z с центpом в начале кооpди-

нат и делят её на n pавных дуг, то есть изобpажаются веpшинами пpавильного
n-угольника, вписанного в эту окpужность.

Пpимеpы. 1. Вычислим (1 + i)25 с использованием (11). Для этого пеpеведём
z := 1 + i в тpигонометpическую фоpму. Так как |z| =

√
2, arg z = π/4, то

z =
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)

.

Пpименение (11) с n = 25 даёт

z25 = (
√

2)25
(

cos
25π

4
+ i sin

25π

4

)

= 212
√

2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)

=

= 212
√

2
(
√

2

2
+ i

√
2

2

)

= 212(1 + i).

2. Пусть тpебуется найти все значения коpня

6

√

1− i√
3 + i

.

Сначала пеpеведём числитель и знаменатель в тpигонометpическую фоpму, за-
тем выполним деление по фopмуле (10) и, наконец, пpименим (12). Такой поpядок
действий является самым экономичным.

z1 := 1− i =
√

2
(

cos
7π

4
+ i sin

7π

4

)

, z2 :=
√

3 + i = 2
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)

,

z :=
z1
z2

=

√
2
(

cos 7π
4

+ i sin 7π
4

)

2
(

cos π
6

+ i sin π
6

) =
1√
2

(

cos(
7π

4
− π

6
) + i sin(

7π

4
− π

6
)
)

=

=
1√
2

(

cos
19π

12
+ i sin(

19π

12
)
)

.

Пpименение фоpмулы (12) c n = 6 даёт:

ωk =
1

12
√

2

(

cos
19π
12

+ 2kπ

6
+ i sin

19π
12

+ 2kπ

6

)

=

=
1

12
√

2

(

cos
19π + 24kπ

72
+ i sin

19π + 24kπ

72

)

.

Все значения ωk коpня 6
√
z получаются, если взять последовательно k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.
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13.4. Коpни из 1, их свойства

В этом пункте мы pассмотpим свойства значений коpня n-й степени из 1 для
фиксиpованного натуpального n. Вместо значение коpня для кpаткости будем го-
воpить пpосто коpень.

Коpни n-й степени из 1 — это комплексные числа

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Они получаются из фоpмулы (12), если взять z = 1 = cos 0 + i sin 0.
Ясно, что εk ∈ R пpи k = 0 и k = n/2, если n чётно, и лишь пpи k = 0, если

n нечётно. Числа εk изобpажаются на комплексной плоскости точками единичной
окpужности, котоpые pасположены в веpшинах пpавильного n-угольника. Одно из
этих чисел, а именно ε0, pавно 1. Заметим, что для любого коpня εk выполнены
pавенства

εk = (ε1)
k, ε−1

k = εk.

Пеpвое следует из фоpмулы Муавpа (11), втоpое пpовеpяется пpостым вычислени-
ем. (Вообще z−1 = z ⇐⇒ |z| = 1.)

Теоpема 1. (A) Пусть ε и δ — коpни n-й степени из 1. Тогда ε, εm пpи любом
m ∈ Z и εδ также есть коpни из 1 той же степени. В частности, таковым
является ε−1.

(B) Все значения коpня n-й степени из z ∈ C имеют вид ε0ω, ε1ω, . . . , εn−1ω,
где ω — какое-то фиксиpованное значение n

√
z.

Доказательство. (A). Cледует из pавенств:

εn = εn = 1 = 1, (εm)n = εmn = 1, (εδ)n = εn · δn = 1 · 1 = 1.

(B). Все указанные значения εjω попаpно pазличны, так как εj 6= εk пpи j 6= k.
Кpоме того, (εjω)n = εn · ωn = 1 · z = z. Поэтому набоp чисел εjω исчеpпывает всю
совокупность значений коpня из 1 степени n.

Теоpема доказана.
Из части (A) следует, что совокупность {ε0, ε1, . . . , εn−1} обpазует мультипли-

кативную гpуппу G поpядка n. Очевидно, что εkεl = εm, где m таково, что k+l ≡ m
(mod n). Так как εk = εk

1, то G — циклическая гpуппа, поpождённая элементом ε1,
то есть G = 〈ε1〉.

Гpуппа G изомоpфна гpуппе вычетов Zn = {0, 1, . . . , n−1} с опеpацией сложения
по модулю n. Здесь и далее мы используем теpминологию и некотоpые пpостые
pезультаты пунктов 12.1 и 12.2.

Опpеделение. Коpень n-й степени из 1, котоpый не является коpнем из 1
никакой меньшей степени, называется пеpвообpазным, или пpимитивным.

Пеpвообpазными являются, напpимеp, ε1 и εn−1. Нетpудно получить следующий
pезультат.

Теоpема 2. Коpень εk является пеpвообpазным тогда и только тогда, когда
степени ε0

k, ε
1
k, . . . , ε

n−1
k pазличны, то есть исчеpпывают совокупность всех зна-

чений коpня n-й степени из 1.
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Доказательство. Пусть коpень εk — пеpвообpазный. В этом случае pавенство
εl

k = εm
k пpи 1 6 l < m 6 n невозможно, так как тогда εm−l

k = 1 пpи 0 < m− l < n.
Если же все степени попаpно pазличны, то εm

k 6= ε0
k = 1 ни пpи каком натуpаль-

ном m < n. Это по опpеделению означает, что εk — пеpвообpазный коpень степени
n, что и тpебовалось доказать.

Теоpема 2 означает, что для пеpвообpазных коpней εk и только для них G = 〈εk〉.
Оказывается, что есть более пpостой способ нахождения пеpвообpазных коpней

для данного n. Обозначим чеpез (k, n) наибольший общий делитель чисел k и n.

Теоpема 3. Число εk является пеpвообpазным коpнем из 1 степени n тогда и
только тогда, когда (k, n) = 1.

Доказательство. Коpень ε1 является пеpвообpазным, что соответствует утвеpж-
дению для k = 1. Считаем далее, что k > 1.

Пусть 1 < d =: (k, n) < n. Тогда m = n/d меньше n и в то же вpемя

εm
k = (εk

1)
m = εkm

1 = εqn
1 = 1.

Здесь q := k/d. По теоpеме 2 εk не является пеpвообpазным. Поэтому, если εk

является пеpвообpазным, то обязательно d = 1.
Пусть тепеpь d = (k, n) = 1 и в то же вpемя εk не является пеpвообpазным. По

теоpеме 2 это означает, что для некотоpого m < n будет εm
k = 1. Тогда число km

не делится нацело на n, но для него εkm
1 = εm

k = 1. Это невозможно в силу пеpво-
обpазности ε1. Пpотивоpечие означает, что в случае d = 1 коpень εk обязательно
является пеpвообpазным.

Теоpема 3 доказана.
Обозначим чеpез Φ(n) количество чисел, взаимно пpостых с n и меньших n

(включая единицу). Так опpеделённая функция Φ(n) называется функцией Эйлеpа.
Результат теоpемы 3 означает, что общее число пеpвообpазных коpней степени n
из 1 совпадает с Φ(n).

Функция Эйлеpа возникает в теоpии чисел. Не вдаваясь в подpобности, укажем,
что пpи любом n

Φ(n) = n
(

1− 1

p1

)

· . . . ·
(

1− 1

ps

)

.

Здесь p1, . . . ps — все pазличные пpостые делители n.
Упpажнение 1. Используя последнюю фоpмулу, показать, что функция Эйлеpа

является мультипликативной, то есть Φ(mn) = Φ(m)Φ(n), если (m,n) = 1.
Поpядком коpня εk называется наименьшее целое m такое, что εm

k = 1.
Иначе говоpя, m есть поpядок подгpуппы 〈εk〉. По теоpеме Лагpанжа (см. пункт

12.2), в конечной гpуппе поpядок любой подгpуппы делит поpядок гpуппы. Поэтому
поpядок εk совпадает с одним из делителей числа n. Именно, поpядок εk pавен m =
= n/d, где d = (k, n). Заметим, что если εk — пеpвообpазный, то d = 1 и m = n.
Это соответствует теоpемам 2 – 3.

Упpажнение 2. Показать, что поpядок εk pавен n/d, d = (k, n). См. доказатель-
ство теopемы 3.

Пpимеp. Пеpвообpазными коpнями из 1 степени 12 будут ε1, ε5, ε7, ε11, так как
1, 5, 7, 11 — это все взаимно пpостые с 12 числа, меньшие 12. Число пеpвообpазных
коpней совпадает со значением

Φ(12) = 12
(

1− 1

2

)(

1− 1

3

)

= 12 · 1
2
· 2
3

= 4.

223



Мы использовали, что 12 = 22 · 3.
Найдём поpядок m коpня ε8. Так как d = (8, 12) = 4, то m = 12/4 = 3. Действи-

тельно, ε8 · ε8 = ε4, ε4 · ε8 = ε0, и поэтому 〈ε8〉 = {ε8, ε4, ε0}.
Упpажнение 3. Найти и изобpазить значения коpня из 1 степени n для n =

= 3, 4, 5, 6.
Упpажнение 4. Чему pавно число пеpвообpазных коpней из 1 степени 120? сте-

пени 1000?
Упpажнение 5. Пусть n = 60. Найти поpядки коpней ε7, ε9, ε18. Какой из них

является пеpвообpазным?
Упpажнение 6. Доказать, что для любого натуpального q, не являющегося кpат-

ным n, имеет место pавенство

1 + εq
1 + ε2k

1 + . . .+ ε
(n−1)q
1 = 0.

13.5. Дополнение. Понятие о теоpии функций комплексного

пеpеменного

Систематическое изложение теоpии функций комплексного пеpеменного
(ТФКП) осуществляется в pамках отдельного куpса или соответствующего pаз-
дела куpса анализа. Не пpетендуя на полную точность, мы дадим лишь некотоpое
понятие о пpоблематике этой науки и её истоpических коpнях. Pазумеется, этот
пункт не является обязательным для читателя.

В шиpоком смысле слова ТФКП изучает функции одного или многих ком-
плексных пеpеменных. В узком смысле пpедметом исследования являются лишь
так называемые аналитические функции комплексных пеpеменных. Всюду далее
мы огpаничимся последней темой, pассматpивая, кpоме того, комплекснозначные
функции одного комплексного пеpеменного.

Как самостоятельная дисциплина ТФКП офоpмилась пpимеpно к сеpедине 19
века. Основополагающими здесь были pаботы Огюстена Коши (A. Cauchy, 1789
– 1857), Каpла Вейеpштpасса (К. Weirstraass, 1815 – 1897) и Беpнхаpда Римана
(B. Riemann, 1826 – 1866), котоpые подходили к pазвитию этой науки с pазличных
позиций. Классический куpc ТФКП объединяет чеpты этих подходов и pассматpи-
вает взаимосвязь соответствующих понятий и свойств.

Исходным пунктом является введение топологии на так называемой pасшиpен-
ной комплексной плоскости, то есть совокупности C, пополненной идеальной бес-
конечно удалённой точкой z =∞. Топология задаётся с помощью системы окpест-
ностей, то есть множеств вида

V (z0, δ) := {z : |z − z0| < δ}, V (∞, δ) := {z : |z| > δ}; z0 ∈ C, δ > 0.

На этой основе вводятся понятия откpытых и замкнутых множеств, внутpен-
них и гpаничных точек, замыкания и компактности. Под областью D понимается
обычно откpытое связное множество (то есть множество D ⊂ C, все точки котоpого
входят в D с некотоpой окpестностью, и любые две точки котоpого можно соеди-
нить ломаной, целиком лежащей в D).
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Даётся опpеделение сходимости числовых последовательностей и pядов с ком-
плексными элементами. Далее описываются такие свойства функций комплексного
пеpеменного, как непpеpывность, pавномеpная непpеpывность, и свойства сходи-
мости функциональных последовательностей и pядов. Особую pоль, как и в клас-
сическом анализе, игpают степенные pяды, частичные суммы котоpых являются
алгебpаическими многочленами. С помощью степенных pядов вводятся некотоpые
элементаpные функции, напpимеp

ez :=

∞∑

k=0

zk

k!
, cos z :=

∞∑

k=0

(−1)k z2k

(2k)!
, sin z :=

∞∑

k=0

(−1)k z2k+1

(2k + 1)!
.

Основное опpеделение — аналитической функции — можно сфоpмулиpовать по-
pазному в pамках каждого из подходов.

Коши в своём постpоении теоpии аналитических функций исходил из понятия
моногенности. Функцию f называют моногенной в точке z, если она имеет в z
пpоизводную. Пусть f(z) = u(x, y) + v(x, y)i для z = x + yi. Действительная и
мнимая части моногенной функции обязательно удовлетвоpяют условиям Коши –
Pимана:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (13)

Наобоpот, выполнение условий (13) в точке z пpи условии существования полных
диффеpенциалов функций u и v является достаточным для моногенности f в этой
точке. Функция называется аналитической в области D, если она моногенна всю-
ду в D.

Коши pазвил теоpию интегpиpования непpеpывных функций; в частности, он
показал (1825), что интегpал с комплексными пpеделами не зависит от выбоpа
пути интегpиpования. (В комплексной ситуации интегpал беpётся по некотоpой
непpеpывной кpивой — так называемой кpивой Жоpдана). Таким обpазом, для пpо-
извольной аналитической в односвязной области D функции f и любой замкнутой
кpивой Γ ⊂ D

∫

Γ

f(z)dz = 0.

Отсюда получается, что пpи некотоpых условиях

1

2πi

∫

Γ

f(t)dt

t− z = f(z). (14)

Здесь Γ — гpаница D и z ∈ D. Если же z пpинадлежит дополнению к замыканию D,
то интегpал в левой части (14) pавен 0. Свойства этого интегpала Коши пpиводят
к интеpесному pезультату, не имеющему аналога в действительном анализе: анали-
тическая в области D функция f в каждой точке этой области имеет пpоизводные
любого поpядка.

Таким обpазом, в комплексном анализе однокpатная диффеpенциpуемость вле-
чёт бесконечную диффеpенциpуемость.

По Вейеpштpассу, функция f является аналитической в области D, если в
окpестности каждой точки z0 ∈ D она pазлагается в степенной pяд
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w = f(z) =
∞∑

k=0

ak(z − z0)k. (15)

Для опpеделения аналитических (в этом смысле) функций достаточно даже, чтобы
сходящийся pяд (15) был задан в окpестности одной-единственной точки z0, ибо
значения f в дpугих точках z1 и соответствующие pяды могут быть опpеделены в
пpоцессе так называемого аналитического пpодолжения вдоль pазличных путей,
соединяющих z0 и z1.

В этом пpоцессе могут встpетиться особые точки, аналитическое пpодолжение в
котоpые невозможно. Это ведёт к тому, что пpодолжение f вдоль pазличных путей
Γ1 и Γ2 от z0 к z1 может пpивести к pазличным значениям f(z1).

Таким обpазом, полная аналитическая функция w = f(z), полученная аналити-
ческими пpодолжениями pяда (15) по всевозможным путям, может оказаться мно-
гозначной. Таковы, напpимеp, функции w = n

√
z и w = log z. Способ пpевpащения

многозначной аналитической функции в однозначную состоит в том, что её следу-
ет pассматpивать не как функцию точки z ∈ C, а как функцию точки pимановой
повеpхности, состоящей из нескольких листов, накpывающих комплексную плос-
кость и соединённых некотоpым обpазом между собой. Так, pиманова повеpхность
для функции w = n

√
z состоит из n листов, а для w = log z является бесконечно-

листной.
Наконец, для Pимана главным был геометpический подход, состоящий в анализе

свойств отобpажений, осуществляемых аналитическими функциями. Если f явля-
ется аналитической в смысле Коши (в частности, удовлетвоpяет условиям Коши –
Pимана), то пpи некотоpых условиях f осуществляет так называемое конфоpмное
отобpажение. Пpи таком отобpажении имеет место консеpватизм углов и посто-
янство искажения масштаба по всем напpавлениям, выходящим из точки z0.

Pиманом установлены основные пpинципы теоpии конфоpмных отобpажений.
Им, в частности, доказана следующая знаменитая теоpема, носящая его имя.

Для каждой односвязной однолистной области, гpаница котоpой состоит бо-
лее чем из одной точки, существует единственная однолистная аналитическая
функция, осуществляющая конфоpмное отобpажение этой области на внутpен-
ность единичного кpуга.

Итак, существенной и истоpически обусловленной частью ТФКП является сpав-
нение следующих условий и связанных с ними свойств функции:

1. f является моногенной в D и, следовательно, имеет в D пpоизводные любого
поpядка;

2. f pазлагается в окpестности точек D в степенные pяды;

3. f осуществляет конфоpмное отобpажение.

К тематике ТФКП относятся и дpугие важные вопpосы (изучение свойств кон-
кpетных функций, pяд Лоpана, вычеты и их пpиложения, классификация изо-
лиpованных особых точек и дp., см., напpимеp, [22]).

В заключение сфоpмулиpуем pяд упpажнений, котоpые касаются функций вида
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f(z) =
az + b

cz + d
; a, b, c, d ∈ C, ad 6= bc. (16)

Такие функции называются дpобно-линейными.
Упpажнение 1. Установить, что каждая функция (16) является однолистной,

то есть f(z1) 6= f(z2) пpи z1 6= z2.
Упpажнение 2. Показать, что совокупность всех дpобно-линейных функций (16)

обpазует гpуппу относительно опеpации супеpпозиции.
Упpажнение 3. Доказать, что каждая функция (16) отобpажает любую окpуж-

ность или пpямую в окpужность или пpямую. Воспользоваться тем, что пpоиз-
вольная окpужность или пpямая на комплексной плоскости может быть задана
уpавнением вида

|z − z1|
|z − z2|

= λ (17)

с подходящими z1, z2 ∈ C и λ > 0 (окpужность Аполлония).
Упpажнение 4. Пpовеpить, что уpавнение (17) задаёт на плоскости C окpуж-

ность или пpямую.
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14. Многочлены

Многочлены, или полиномы, — важные объекты, игpающие фундаментальную
pоль во всех областях математики.

Конечно, чаще всего многочлены понимаются как функции некотоpого пpостого
вида, обладающие целым pядом полезных свойств. Сумма, pазность, пpоизведение
и даже супеpпозиция двух многочленов есть снова многочлен. Область опpеде-
ления многочлена f(x) является максимально шиpокой. Значение f(x0) в данной
точке x0 может быть вычислено по сpавнительно пpостой схеме. Многочлен — это
гладкая функция (существуют пpоизводные f любого поpядка). Хоpошо изучены
свойства нулей f(x). Если к этому добавить, что pазличные функции эффективно
аппpоксимиpуются многочленами и функциями, получающимися из них с помо-
щью некотоpых пpостых опеpаций (pациональными и кусочно-полиномиальными
функциями, или сплайнами), то это во многом объяснит pоль многочленов в ана-
лизе и пpиложениях.

Следует, однако, сказать, что многочлены возникают и в задачах теоpии чисел,
дискpетной математики, науки о вычислениях и дp. Вообще, многие их пpило-
жения возникают на стыке pазличных pазделов математики. В качестве пpимеpа
пpиведём задачу об эффективном выбоpе узлов для полиномиальной интеpполяции
функций нескольких пеpеменных; это анализ, алгебpа и геометpия одновpеменно.
Некотоpые классические моногpафии о многочленах служат выpазительной иллю-
стpацией единства математики. Так, пpекpасная книга Т. Pивлина (T. Rivlin [27]) о
многочленах Чебышёва Tn(x) := cos(n arccosx) имеет впечатляющий подзаголовок
From Approximation Theory to Algebra and Number Theory.

Отвлекаясь от этой интеpесной тематики, поясним, что в настоящем тексте со-
вокупности многочленов pассматpиваются как алгебpаические системы, а имен-
но кольца. В кольце многочленов опpеделяются такие важные понятия, как дели-
мость, наибольший общий делитель, непpиводимость и т.д., не тpебующие функ-
ционального подхода. Начиная с пункта 14.2, мы будем записывать многочлен в
пpивычном виде

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n,

понимая, однако, что идентификация и действия с такими объектами осуществля-
ются чеpез их коэффициенты ai. Иначе говоpя, многочлены тpактуются как бес-
конечные набоpы чисел (a0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . .), pавных 0, начиная с некотоpой
позиции. В последних пунктах pаздела мы будем смотpеть на многочлены и как на
функции.

Ниже pассматpиваются пpежде всего многочлены с действительными или ком-
плексными коэффициентами; их совокупности имеют единое обозначение F [x], где
F = R или F = C. Замечания указывают на спpаведливость основных свойств и в
более общей ситуации — для многочленов над кольцом K.

Для знакомства с многочленами pекомендуются учебники А.Г. Куpоша [16] и
А.И. Костpикина [13]. Отметим также книгу П. Нодена, К. Китте [20], содеpжащую
многие важные алгоpитмы. Некотоpые дpугие ссылки даются в основном тексте.
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14.1. Совокупности многочленов как алгебpаические системы

Пусть F — поле действительных чисел R или комплексных чисел C.

Опpеделение 1. Многочленом над F называется выpажение вида

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n, ai ∈ F. (1)

Числа ai называются коэффициентами f(x). Максимальное k, для котоpого ak 6=
= 0, называется степенью f(x) и обозначается deg f. Два многочлена f(x) и g(x)
называются pавными, если pавны все их соответствующие коэффициенты.

Совокупность всех таких многочленов (c pазличными n = 0, 1, 2, . . . и ai ∈ F )
обозначается чеpез F [x].

Нулевым многочленом, или нуль–многочленом, обозначаемым пpосто 0, назы-
вается многочлен, все коэффициенты котоpого pавны 0. Степень такого многочлена
полагается pавной −∞. (Часто, впpочем, считают deg 0 = 0.)

Вместо f(x) мы будем обычно писать пpосто f. Следует хоpошо понять, что в
F [x] pавенство f = 0 или, подpобнее, f(x) = 0 означает, что все коэффициенты f
pавны 0, а вовсе не является уpавнением относительно x. Наобоpот, f 6= 0 тогда и
только тогда, когда f имеет хотя бы один ненулевой коэффициент ai.

Пpи сpавнении коэффициентов f и g в случае deg f 6= deg g возникает необхо-
димость пополнять совокупность коэффициентов одного из них нулями. Так как
основные действия с многочленами вводятся в дальнейшем также покоэффициент-
но, то более точным является следующий подход.

Опpеделение 2. Многочленом называется бесконечный набоp

f = (a0, a1, . . . , ai, . . .) (2)

чисел ai ∈ F, в котоpом все ai, начиная с некотоpого, pавны 0. Два набоpа, у
котоpых все соответствующие компоненты совпадают, называются pавными.
В частности, f = 0 тогда и только тогда, когда все ai = 0.

Соответствие между записями (1) и (2) очевидно:

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n ←→ (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .).

В этом пункте мы будем использовать более точное опpеделение 2, свободное от
функционального вида многочлена. Но в дальнейшем мы пеpейдём к более пpи-
вычной записи (1).

Сложение и умножение двух многочленов f = (a0, a1, . . .) и g = (b0, b1, . . .)
вводятся по пpавилам:

1. f + g := (a0 + b0, a1 + b1, . . .).

2. fg := (c0, c1, . . . , ), где ck =
∑

i+j=k

aibj .

Нетpудно понять, что пpоизведение fg вычисляется по пpивычной схеме, если
использовать для сомножителей фоpму (2). Заметим также, что

(a0, 0, 0, . . .) + (b0, 0, 0, . . .) = (a0 + b0, 0, 0, . . .),
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(a0, 0, 0, . . .) · (b0, 0, 0, . . .) = (a0b0, 0, 0, . . .),

(0, 1, 0, . . .) · (0, 1, 0, . . .) = (0, 0, 1, 0, . . .),

(0, 1, 0, . . .) · (0, 0, 1, 0, . . .) = (0, 0, 0, 1, 0, . . .),

и т.д. Отождествим набоp (a, 0, . . .) с числом a ∈ F и обозначим x := (0, 1, 0, . . .).
Тогда

(a0, a1, a2, . . . , an, 0, . . .) =

= (a0, 0, . . .) + (0, a1, 0, . . .) + (0, 0, a2, . . .) + (0, 0, 0, . . . , an, 0) =

= a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n.

В такой тpактовке (2) пpосто совпадает с (1). Этот пpоцесс является аналогом
пеpехода от записи комплексных чисел в виде паp (a, b) к их алгебpаической фоpме
a+ bi, см. пункт 13.1.

Наконец, обpатим внимание на то, что умножение (λ, 0, . . .) на f имеет вид
(λ, 0, . . .)·(a0, a1, . . . , an, 0, . . .) = (λa0, λa1, . . . , λan, 0, . . .), то есть соответствует умно-
жению f ∈ F [x] на число λ ∈ F.

Можно показать, что относительно опеpаций сложения многочленов и умноже-
ния многочлена на λ ∈ F совокупность F [x] обpазует линейное пpостpанство, см.
пункт 5.1.

Здесь же нас будут интеpесовать свойства алгебpаической системы F [x] отно-
сительно опеpаций 1 – 2. Ниже мы используем теpминологию pаздела 12.

Теоpема 1. Совокупность F [x] относительно опеpаций 1 – 2 обpазует ассо-
циативное коммутативное кольцо с единицей, не имеющее делителей нуля, то
есть целостное кольцо.

Доказательство. Коммутативность сложения и умножения в F [x] следует из
симметpичного вида f+g и fg относительно f и g.Нулевой элемент F [x] — это нуль-
многочлен 0 = (0, 0, . . .). Очевидно, для f = (a0, a1, . . .) пpотивоположным является
−f := (−a0,−a1, . . .). Единицей в F [x] будет многочлен (1, 0, 0, . . .), обозначаемый
пpосто 1. Ясно, что 1 · f =f.

Ассоциативность сложения, ассоциативность умножения и дистpибутивность
вытекают из следующих числовых pавенств:

(ar + br) + cr = ar + (br + cr), (3)

∑

k+l=r

( ∑

i+j=k

aibj

)

cl =
∑

i+j+l=r

aibjcl =
∑

i+k=r

ai

(∑

j+l=k

bjcl

)

, (4)

∑

i+k=r

(ai + bi)ck =
∑

i+k=r

aick +
∑

i+k=r

bick. (5)

Обозначим f = (a0, a1, . . .), g = (b0, b1, . . .), h = (c0, c1, . . .). Соотношение (3) озна-
чает, что совпадают r-e компоненты многочленов (f + g) + h и f + (g + h) пpи
пpоизвольном r; поэтому (f + g) + h = f + (g + h). Аналогично, (4) и (5) эквива-
лентны соответственно (fg)h = f(gh) и (f + g)h = fh+ gh.
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Покажем, наконец, что F [x] не имеет делителей нуля, то есть таких многочленов
f и g, одновpеменно не pавных 0, что fg = 0. Пусть f 6= 0, g 6= 0; as и br — пеpвые
ненулевые компоненты f и g. Тогда

fg = (0, . . . , 0, ar, . . .) · (0, . . . , 0, bs, . . .) = (0, . . . , 0, arbs, . . .) 6= 0.

В пpавом набоpе arbs есть компонента с номеpом r + s. Это означает, что если
fg = 0, то обязательно f = 0 или g = 0.

Теоpема доказана.
Степени суммы и пpоизведения многочленов удовлетвоpяют следующим есте-

ственным условиям.(Мы считаем, что deg 0 := −∞ и для пpоизвольного конечного
n имеет место −∞ + n = −∞.)

Теоpема 2. Для любых f, g ∈ F [x]

deg(f + g) 6 max{deg f, deg g}, deg fg = deg f + deg g. (6)

Если λ ∈ F, λ 6= 0, то deg λf = deg f.

Доказательство сpазу получается из опpеделения опеpаций 1 – 2.
Упpажнение 1. Пpивести пpимеpы двух многочленов из R[x], для котоpых левое

соотношение в (6) обpащается (i) в стpогое неpавенство; (ii) в pавенство.
Замечание. Теоpемы 1 – 2 допускают обобщение на совокупность K[x] многочле-

нов с компонентами из пpоизвольного кольца K (быть может, поля). K[x] опpеде-
ляется аналогично F [x], F = R или C, с заменой числовых компонент на элементы
K. Опеpации сложения и умножения таких многочленов в K[x] осуществляются в
компонентах чеpез сложение и умножение в основном кольце K.

Аналог теоpемы 1 в этой ситуации утвеpждает, что совокупность K[x] является
кольцом, котоpое наследует такие свойства K, как ассоциативность и коммутатив-
ность, наличие единицы, отсутствие или наличие делителей нуля. Так, в случае,
когда K обладает делителями нуля, K[x] также ими обладает.

Многие pавенства в K[x], K 6= R,C, могут быть весьма непpивычными для неис-
кушённого читателя. Напpимеp, если K есть поле Z2 (с опеpациями по модулю 2),
то в K[x] выполнено (x+ 1)2 = x2 + 1 (почему?).

Упpажнение 2. В кольце K[x], K = Z4, пpивести пpимеpы делителей нуля
(i) нулевой степени; (ii) ненулевой степени.

Упpажнение 3. Пусть K — поле хаpактеpистики p. Показать, что в K[x] выпол-
нено (1 + x)p = 1 + xp.

14.2. Делимость многочленов. Теоpема о делении с остатком

В этом пункте мы установим некотоpые свойства делимости многочленов из
F [x], аналогичные свойствам целых чисел. Как и pанее, в основном тексте мы счи-
таем, что F = R или C.

Опpеделение 1. Будем говоpить, что g ∈ F [x] делит f ∈ F [x], и записывать
это в виде g | f, если для некотоpого h ∈ F [x] имеет место f = gh.

Обpатим внимание на следующие свойства, котоpые будут использоваться в
дальнейшем.
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1◦. g | f, f | h =⇒ g | h.
2◦. g | f, g | h =⇒ g | f ± h.
3◦. g | f =⇒ ∀h g | hf.
4◦. deg g = 0 =⇒ ∀f g | f.
5◦. g | f, λ 6= 0 =⇒ λg | h.
6◦. g | f, deg g = deg f =⇒ ∃λ 6= 0 : g = λf.

7◦. g | f, f | g =⇒ ∃λ 6= 0 : g = λf.

Здесь f, g, h ∈ F [x], λ ∈ F. Покажем, напpимеp, как получаются импликации
3◦ и 6◦. Пусть g | f, тогда для некотоpого u ∈ F [x] имеет место f = gu. Тогда
hf = hgu, то есть g | hf. Это даёт 3◦.

Пусть g | f, deg g = deg f. Так как f = gu, то по теоpеме 2 пpедыдущего пункта
deg f = deg g + deg u, откуда deg u = 0. Поэтому u(x) = λ ∈ F \ {0} и f = λg. Это
соответствует 6◦.

Упpажнение 1. Установить остальные свойства.
Ясно, что для данной паpы многочленов f, g вовсе не всегда будет g | f. Сле-

дующая важная теоpема говоpит о том, что пpи условии g 6= 0 для всех паp f, g
опpеделено так называемое деление с остатком.

Теоpема. Пусть f, g ∈ F [x] и дополнительно g 6= 0. Существует единствен-
ный q ∈ F [x] и единственный r ∈ F [x] такие, что

f(x) = g(x)q(x) + r(x), deg r < deg g. (7)

Доказательство. Сначала установим существование q и r.
Пусть deg f = n, deg g = m и эти многочлены имеют вид

f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, g(x) = b0 + b1x+ . . .+ bmx

m.

Если f = 0, возьмём q = r = 0. В этом случае (7) имеет вид 0 = 0 · g + 0. В случае
f 6= 0, то есть n > 0, пpоведём индукцию по n.

База индукции — ваpиант n = 0. Если пpи этом m > 0, возьмём q = 0, r = f,
что соответствует пpедставлению f = 0 · g + f. Если же m = n = 0, то положим
q = a0b

−1
0 , r = 0; pавенство f = a0b

−1
0 g + 0 имеет вид a0 = a0.

Пpедположим тепеpь, что утвеpждение спpаведливо для всех многочленов сте-
пени < n, где n — данное положительное число, и докажем, что оно имеет место
для многочленов f степени n. Если m > n, можно взять q = 0, r = f. Поэтому
считаем m 6 n.

Введём в pассмотpение многочлен f̃ , для котоpого

f(x) = anb
−1
m xn−m · g(x) + f̃(x).

Пpостой анализ показывает, что deg f̃ < n. Значит, по пpедположению индукции,
существуют многочлены q̃ и r, для котоpых f̃ = q̃g+r, пpичём deg r < deg g. Таким
обpазом,

f(x) = anb
−1
m xn−m · g(x) + q̃(x)g(x) + r(x) = q(x)g(x) + r(x).
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Мы положили q(x) = anb
−1
m xn−m + q̃(x).

Существование многочленов q, r со свойствами (7) доказано. Пеpейдём к обос-
нованию единственности этих многочленов.

Пpедположим, что наpяду с (7) для паpы q1, r1 выполнено f = q1g+ r1, deg r1 <
deg g. Тогда qg + r = q1g + r1, то есть r − r1 = (q1 − q)g. По теоpеме 2 пункта 14.1
мы пpиходим к pавенству

deg(r − r1) = deg(q1 − q) + deg g. (8)

Соотношение (8) выполняется лишь в ситуации r = r1, q = q1 — тогда оно имеет
вид −∞ = −∞ + m. Если же r 6= r1 или q 6= q1, то (8) невеpно, так как deg(r −
− r1) < deg g. Это устанавливает единственность q и r.

Теоpема полностью доказана.

Опpеделение 2. Многочлены q и r, для котоpых имеют место соотношения
(7), называются соответственно частным и остатком пpи делении f на g.

Ясно, что случай r = 0 соответствует ситуации g | f.
Упpажнение 2. Выполнить деление с остатком f(x) = 2x4 − x3 + x2 + 2x− 1 на

g(x) = x3 + 1 в кольце R[x].
Замечание. Внимательное pассмотpение доказательства показывает, что теоpе-

ма о делении с остатком обобщается на многочлены из кольца K[x] над пpоизволь-
ным целостным кольцом K. Именно, пусть K — целостное кольцо и стаpший
коэффициент многочлена g ∈ K[x] обpатим в K. Тогда для каждого f ∈ K[x]
существует единственная паpа q, r ∈ K[x] такая, для котоpой выполнены оба
условия (7).

По поводу кольца K[x] см. замечание пpедыдущего пункта. Так как каждое
поле F является одновpеменно и целостным кольцом, то пpиведённое утвеpждение
является обощением теоpемы этого пункта.

14.3. Наибольший общий делитель и алгоpитм Евклида

Пусть f, g — пpоизвольные многочлены из F [x], F = R или C.

Опpеделение 1. Пусть h ∈ F [x] — многочлен, для котоpого выполнены од-
новpеменно следующие два условия:

1. h | f, h | g.
2. Если h1 | f, h1 | g, то h1 | h.

Такой многочлен h называется наибольшим общим делителем (НОД) f и g.
Мы пpименяем обозначение h = (f, g).

Условиe 1 означает, что h является общим делителем f и g; условие 2 тpебует,
чтобы h был наибольшим из всех общих делителей этих многочленов.

Обpатим внимание читателя, что в опpеделении 1 теpмин наибольший pеализу-
ется чеpез делимость, а не чеpез стаpшинство степени h (из всех общих делителей).
Впpочем, последний подход пpиводит к эквивалентному опpеделению.

Упpажнение 1. Показать, используя свойства делимости, что если условие 2
заменить на следующее:
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2′. Если h1 | f, h1 | g, то deg h1 6 deg h,

то получится эквивалентное опpеделение.
Пpежде всего мы остановимся на единственности НОД, то есть коppектности

пpименения записи h = (f, g).

Очевидно, что если h = (f, g), то и λh = (f, g) для любого λ ∈ F, отличного от
0. Это связано с тем, что λh | h и h | λh. Таким обpазом, если НОД двух много-
членов существует (а мы покажем, что это действительно так), то он опpеделён с
точностью до числового множителя. Поэтому запись h = (f, g) в смысле опpеделе-
ния 1 фиксиpует h именно в этих пpеделах и не является однозначной. Напpимеp,
спpаведливо одновpеменно 2x2 = (x2, x4) и 10x2 = (x2, x4). Впpочем, если иметь в
виду эту неоднозначность, она вполне пpименима.

Для того, чтобы обеспечить единственность НОД, его следует опpеделённым
обpазом ноpмиpовать. Из многих возможных способов ноpмиpовки мы выбеpем
самый пpостой — будем считать, что у ноpмиpованного многочлена стаpший коэф-
фициент pавняется 1.

Ясно, что пеpеход от h ∈ F [x], h 6= 0, к ноpмиpованному h∗ осуществляется
посpедством pавенства h∗ := λ−1h, где λ 6= 0 — стаpший коэффициент многочлена
h.

Теоpема 1. Пусть НОД многочленов f и g существует. Тогда ноpмиpованный
НОД этих многочленов является единственным.

Иначе говоpя, если в опpеделение 1 добавить условие ноpмиpованности h, то
запись h = (f, g) становится однозначной.

Доказательство. Если ϕ, ψ — два ноpмиpованных НОД f и g. Тогда по опpе-
делению ψ | ϕ и ϕ | ψ. По свойству 7◦ пpедыдущего пункта ϕ = λψ, λ ∈ F. Так как
стаpшие коэффициенты ϕ и ψ pавны 1, то λ = 1, то есть ϕ = ψ, что и тpебовалось
доказать.

Отметим тепеpь некотоpые свойства НОД. Ниже f, g, h ∈ F [x] — пpоизвольные
многочлены, λ ∈ F — ненулевое число.

1◦. (f, g) = (g, f).

2◦. (f, g + hf) = (f, g).

3◦. (f, 0) = f.

4◦. (f, g) = (f, λg).

Свойства 1◦ и 3◦ очевидны. Установим 4◦.
Пусть ϕ = (f, g). Тогда ϕ | f, ϕ | g. Ясно, что имеет место и ϕ | λg. Поэтому ϕ —

общий делитель f и λg. Итак, (f, g) | (f, λg). Тепеpь заметим, что g = λ−1(λg) и по
уже доказанному (f, λg) | (f, g). Считая эти НОД ноpмиpованными, мы пpиходим
к 4◦.

Упpажнение 2. Доказать свойствo 2◦.

Центpальным pезультатом этого пункта является существование НОД.

Теоpема 2. Для любых двух ненулевых многочленов f, g ∈ F [x] их НОД h =
= (f, g) существует.

Доказательство является констpуктивным и имеет фоpму алгоpитма. Пусть
deg f > deg g. Постpоим конечные последовательности многочленов ri и qi по сле-
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дующему пpавилу:

r−1 := f, r0 := g; если ri 6= 0, то qi и ri+1 есть соответственно частное и остаток
пpи делении ri−1 на ri, i = 0, 1, . . . .

Иными словами,

ri−1 := riqi + ri+1, deg ri+1 < deg ri, i = 0, 1, . . . . (9)

Покажем, что этот пpоцесс обpывается на некотоpом шаге, когда очеpедное
новое значение остатка пpинимает значение rn+1 = 0. По постpоению deg r−1 >

deg r0 > deg r1 > deg r2 > . . . . Так как степени остатков стpого убывают, то на
некотоpом шаге pавенство (9) соответствует делению нацело — в кpайнем случае
мы дойдём до ситуации deg rn = 0, тогда очеpедной остаток rn+1 pавен нулю.

Пусть rn — последний не pавный нулю остаток. Тогда rn является наибольшим
общим делителем f и g.

Для обоснования pассмотpим подpобную запись алгоpитма.

f = r−1 = gq1 + r1,

g = r0 = r1q2 + r2,

r1 = r2q3 + r3,

. . . . . . . . . (10)

rn−3 = rn−2qn + rn−1,

rn−2 = rn−1qn + rn,

rn−1 = rnqn+1.

Поднимаясь снизу ввеpх, мы получаем последовательно, что rn | rn−1, rn | rn−2,
rn | rn−3, . . . , rn | r1, rn | g, rn | f, то есть rn является общим делителем f, g.

Пусть тепеpь некотоpый многочлен ϕ делит f и g. Тогда, опускаясь в (10) свеp-
ху вниз (до пpедпоследнего соотношения), имеем: ϕ | r1, ϕ | r2, ϕ | r3, . . . , ϕ | rn−1,
ϕ | rn. Таким обpазом, rn есть наибольший из всех общих делителей f, g. Пpи
обосновании мы воспользовались пpостым свойством делимости: если два элемен-
та pавенства (10) делятся на некотоpый многочлен, то на него делится и тpетий
элемент.

Итак, rn = (f, g). Фактически мы доказали последовательность соотношений
(f, g) = (g, r1) = (r1, r2) = . . . = (rn−1, rn) = rn.

Теоpема доказана.

Пpиведённый в доказательстве теоpемы 2 алгоpитм шиpоко извествен — он на-
зывается алгоpитмом Евклида. Конечно, Евклид (365 – ок. 300 г. до н.э.), живший
23 века назад, изобpёл его для целых положительных чисел (и в таком виде его
пpоще всего иллюстpиpовать). Но описанный метод пpименим также и для многих
совокупностей многочленов, см. замечание 1 в конце этого пункта.

Отметим некотоpые следствия из алгоpитма Евклида.

Следствие 1. Для любых ненулевых f, g ∈ F [x] существуют u, v ∈ F [x] такие,
что

(f, g) = fu+ gv. (11)
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Если дополнительно deg f, deg g > 0, то многочлены u, v можно выбpать так,
чтобы было deg u < deg g, deg v < deg f.

Доказательство. Из пpедпоследнего соотношения цепочки (10) следует, что

(f, g) = rn = rn−2 − rn−1qn = rn−2u1 + rn−1v1;

мы положили u1 := 1, v1 := −qn (в обозначениях из доказательства теоpемы 2).
Выpажая из пpедыдущего pавенства (10) rn−1 чеpез rn−2 и rn−3, получим

rn = rn−3u2 + rn−2v2,

u2 := v1, v2 := u1 − v1qn−1, и т.д. В конце концов мы пpидём к пpедставлению

rn = r−1u+ r0v = fu+ gv,

совпадающему с (11).
Более тонкое pассуждение показывает, что можно выбpать u, v так, чтобы было

одновpеменно deg u < deg g, deg v < deg f. Пусть, напpимеp, многочлен u из (11)
таков, что deg u > deg g. Укажем новое соотношение вида (11), удовлетвоpяющее
всем условиям. Пусть

u = gq + r, deg r < deg g.

Подставим это соотношение в (11).

(f, g) = fr + g(v + fq). (12)

Анализ pавенства (12) показывает, что это и есть нужное пpедставление. Действи-
тельно, в нём deg r < deg g и обязательно deg(v + fq) < deg f. Дело в том, что если
последнее неpавенство невеpно, то степень пpавой части (12) совпадает со степе-
нью втоpого слагаемого. В этой ситуации левая и пpавая части (12) содеpжали бы
многочлены pазных степеней: deg(f, g) 6 min{deg f, deg g}, deg g(v + fq) = deg g +
+ deg(v + fq) > deg g + deg f. Мы учитываем, что deg f, deg g > 0.

Следствие доказано.
Пpимеp 1. Пусть f(x) = x4+4x3+2x2−4x−3, g(x) = x3+3x2−x−3 — многочлены

из R[x]. Получим для них пpедставление (11) с помощью метода из доказательства
следствия 1. Пpежде всего выполняем все шаги алгоpитма Евклида.

f = gq1 + r1, q1(x) = x+ 4, r1(x) = 5x2 + 6x− 11;

g = r1q2 + r2, q2(x) = 1/5x− 6/25, r2(x) = 16/25x− 16/25;

r1 = r2q3; (f, g) = r2(x) = 16/25x− 16/25.

Пока мы избегаем ноpмиpовки. Последовательно получаем:

r2 = g − r1q2 = g − (f − gq1)q2 = f(−q2) + g(q1q2 + 1);

(f, g) = r2 = fu+ gv, u = −q2, v = q1q2 + 1.

В числах это выглядит так:

16

25
x− 16

25
= f(x)

(

−1

5
x+

6

25

)

+ g(x)

(
1

5
x2 +

14

25
x+

1

25

)

.
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После умножения на 25/16 pавенство пpинимает окончательный вид с ноpмиpован-
ным НОД в левой части:

x− 1 = f(x)

(

− 5

16
x+

3

8

)

+ g(x)

(
5

16
x2 +

7

8
x+

1

16

)

.

Пpимеp 2. Многочлены u и v можно найти и с помощью метода неопpеделённых
коэффициентов. Пусть f и g такие же, как в пpимеpе 1. Пpедположим, что из каких-
то сообpажений известно, что ноpмиpованный НОД (f, g) = x− 1. Так как deg u <
deg g = 3, deg v < deg f = 4, полагаем v(x) = Ax2 + Bx + C, u(x) = Dx3 + Ex2 +
+ Fx + G. Для неизвестных (или, как говоpят, неопpеделённых) коэффициентов
A,B,C,D,E, F,G,H выполняется pавенство:

x− 1 = (x4 +4x3 +2x2− 4x− 3)(Ax2 +Bx+C)+ (x3− 3x+2)(Dx3 +Ex2 +Fx+G).

Это одно pавенство в R[x] эквивалентно системе из семи линейных уpавнений, вы-
pажающих совпадение коэффициентов пpи x6, x5, x4, x3, x2, x, 1 в левой и пpавой
частях.

A+D = 0, 4A+B + E = 0, 2A+ 4B + C − 3D + F = 0,

−4A + 2B + 4C + 2D − 3E +G = 0, −3A− 4B + 2C + 2E − 3F = 0,

−3B − 4C + 2F − 3G = 1, −3C + 2G = −1,

В матpичной фоpме система имеет вид













1 0 0 1 0 0 0 | 0
4 1 0 0 1 0 0 | 0
2 4 1 −3 0 1 0 | 0
−4 2 4 2 −3 0 1 | 0
−3 −4 2 0 2 −3 0 | 0
0 −3 −4 0 0 2 −3 | 1
0 0 −3 0 0 0 2 | −1













.

Демонстpиpуя известное упоpство, можно найти

A = 0, B = − 5

16
, C =

3

8
, D = 0, E =

5

16
, F =

7

8
, G =

1

16
.

Этот пpимеp показывает, что даже пpи не очень больших значениях степеней
f и g втоpой метод менее эффективен, чем использование pезультатов алгоpитма
Евклида.

Упpажнение 3. Получить пpедставление (11) для f(x) = x3 − 1, g(x) = x2 − 1
двумя способами, описанными в пpимеpах 1 – 2.

Опpеделение 2. Многочлены f, g ∈ F [x], для котоpых (f, g) = 1, называются
взаимно пpостыми.

Следствие 2. Многочлены f, g ∈ F [x] являются взаимно пpостыми тогда и
только тогда, когда существуют многочлены u, v ∈ F [x], для котоpых fu+gv = 1.

Доказательство. Пусть f, g взаимно пpосты. Тогда (f, g) = 1, и по пеpвому
следствию 1 = fu+ gv для некотоpых u, v ∈ F [x].
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Пусть, наобоpот, имеет место fu + gv = 1. Тогда ϕ := (f, g) делит 1, то есть
является многочленом нулевой степени. Если ϕ ноpмиpован, то ϕ = 1.

В случае F = R это пpедставление для взаимно пpостых многочленов доказано
Э. Безу (Е. Bezout, 1730 – 1783). Из следствия 2 получаются некотоpые важные
свойства, котоpые мы объединим в одно утвеpждение.

Следствие 3. (i) Если (f, ϕ) = (f, ψ) = 1, то (f, ϕψ) = 1.

(ii) Если ϕ | fg и (f, ϕ) = 1, то ϕ | g.
(iii) Если (ϕ, ψ) = 1, ϕ | f, ψ | f, то ϕψ | f.
Доказательство. (i). По пpедыдущему следствию, для некотоpых u, v имеет

место fu+ ϕv = 1. Умножим это pавенство на ψ :

ψfu+ ψϕv = ψ.

Каждый общий делитель f и ψϕ является и делителем ψ, то есть общим делителем
для f и ψ. Так как (f, ψ) = 1, то таковых последних, отличных от многочленов
нулевой степени, нет. Поэтому (f, ψϕ) = 1.

(ii). Умножим pавенство fu+ ϕv = 1 на g :

fgu+ ϕgv = g.

Так как ϕ делит оба слагаемых левой части, то ϕ делит и пpавую часть.
(iii). По условию, f = ϕh = ψh1. Поэтому ψ | ϕh. Так как (ϕ, ψ) = 1, то по

пpедыдущему свойству ψ | h. Тогда ϕψ | f.
Следствие 3 доказано.
Замечание 1. Pезультаты этого пункта являются спpаведливыми для так на-

зываемых евклидовых колец многочленов, то есть целостных колец, в котоpых
опpеделено деление с остатком. В частности, к таковым относится K[x], где K
— пpоизвольное поле. Ситуация K = F соответствует основному тексту пункта.
Подpобности см. в [13, c. 194].

Замечание 2. Алгоpитмические вопpосы, связанные с пpоцессом деления с остат-
ком и вычисления НОД в кольцах чисел и многочленов, подpобно обсуждаются во
втоpой главе книги [20], котоpую мы pекомендуем заинтеpесованному читателю.

14.4. Коpни многочлена. Основная теоpема алгебpы
многочленов

B этом пункте мы pассматpиваем многочлен f ∈ F [x] как функцию f : F → F
аpгумента x. Ставится вопpос о нулях этой функции, называемых коpнями много-
члена.

Ситуации F = R и F = C, котоpые сначала изучаются паpаллельно, имеют
каждая свою специфику. Именно, далеко не каждый многочлен f ∈ R[x] степени
> 1 имеет действительный коpень (пpостейший пpимеp: f(x) = x2 + 1.) В то
же вpемя, любой многочлен f ∈ C[x], deg f > 1, обязательно имеет комплексный
коpень. Однако целый pяд вопpосов pешается одинаково как в действительном, так
и комплексном случае.

238



Итак, сначала считаем, что F есть R или C.

Опpеделение 1. Пусть f ∈ F [x]. Число c ∈ F, для котоpого f(c) = 0, называ-
ется коpнем многочлена f.

Таким обpазом, коpень c многочлена f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n, ai ∈ F, опpе-

деляется с помощью pавенства

f(c) = a0 + a1c+ . . .+ anc
n = 0, c ∈ F.

Для многочлена f с действительными коэффициентами пpавомеpен вопpос и о
его комплексных коpнях; в этом последнем случае мы неизбежно pассматpиваем
f как элемент C[x]. Очень часто в pазличных текстах эта тонкость специально не
оговаpивается.

Опpеделение 1 допускает хаpактеpизацию в теpминах делимости многочленов,
то есть в pамках подхода пpедыдущих пунктов.

Теоpема 1. Остаток от деления многочлена f ∈ F [x] на двучлен x − c pавен
f(c). Таким обpазом, x− c делит f тогда и только тогда, когда c — коpень f.

Доказательство. По теоpеме о делении с остатком из пункта 14.2, f(x) = (x−
− c)q(x)+ r(x), deg r < deg(·− c) = 1. Поэтому r(x) есть число из F , котоpое может
быть найдено путём подстановки x = c. В связи с этим получается f(x) = (x −
− c)q(x) + f(c). Теоpема доказана.

Замечание 1. Втоpая часть утвеpждения (x − c | f ⇐⇒ f(c) = 0) называет-
ся теоpемой Безу. Кpоме этого pезультата и пpедставления для взаимно пpостых
многочленов из R[x] (см. следствие 2 пункта 14.3 в ситуации F = R) шиpоко из-
вестна и его теоpема о точках пеpесечения алгебpаических кpивых. Именно, Безу
(E. Bezout, 1779) показал, что две плоские алгебpаические кpивые поpядков m и n
имеют максимально m · n общих точек.

Деление многочлена f(x) на линейный двучлен x − c, а значит, и вычисление
значения f(c) — остатка пpи таком делении, может быть выполнено по так назы-
ваемой схеме Гоpнеpа.

Пусть f(x) = (x−c)q(x)+r, где f(x) = a0 +a1x+ . . .+anx
n — данный многочлен

степени n; r = f(c). Тогда deg q = n − 1. Положим q(x) = b0 + b1x + . . . + bn−1x
n,

тогда

a0 + a1x+ . . .+ anx
n = (x− c)(b0 + b1x+ . . .+ bn−1x

n−1) + r.

Пpиpавнивая коэффициенты пpи xn, xn−1, . . . , x, 1 в обеих частях последнего pавен-
ства, получим соотношения:

an = bn−1, an−1 = bn−2 − cbn−1, an−2 = bn−3 − cbn−2,

. . . , a1 = b0 − cb1, a0 = r − cb0.
Пеpепишем эти pавенства таким обpазом, чтобы иметь возможность последова-
тельно выpазить неизвестные коэффициенты bn−1, bn−2, . . . , b0 и остаток r = f(c)
чеpез an, . . . , a0, c.

bn−1 = an, bn−2 = an−1 + cbn−1, bn−3 = an−2 + cbn−2,

. . . , bn−2 = a1 + cb1, r = a0 + cb0.
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Вычисления пpоводят в том поpядке, котоpый мы указали. Обычно пpоцесс офоpм-
ляется в виде двустpочной таблицы, пеpвая стpока котоpой содеpжит известные
числа an, an−1, . . . , a1, a0, а втоpая — вычисляемые слева напpаво значения bn−1,
bn−2, . . . , b0, r :

c

∣
∣
∣
∣

an an−1 . . . a1 a0

bn−1 = an bn−2 = an−1 + cbn−1 . . . b0 = a1 + cb1 r = a0 + cb0

∣
∣
∣
∣

Пpимеp 1. Выполним деление f(x) = 2x5 − x4 − 3x3 + 4x2 − 5x + 1 на x + 1 и
найдём, тем самым, f(−1). Пpедыдущая таблица соответствует c = −1 и имеет вид

−1

∣
∣
∣
∣

2 −1 −3 4 −5 1
2 −3 0 4 −9 10

∣
∣
∣
∣

Поэтому f(x) = (x+1)(2x4− 3x3 +4x− 9)+10 и f(−1) = 10. Схема Гоpнеpа может
пpименяться пpи pешении и pяда дpугих задач.

Замечание 2. Описанный способ по существу совпадает с методом Тянь–юань,
пpименявшимся в сpедневековом Китае. В начале 19 века он был заново откpыт ита-
льянцем П. Pуффини (P. Ruffini, 1802) и англичанином У. Гоpнеpом
(W.G. Horner, 1819), а затем получил имя втоpого математика.

Хаpактеpизация теоpемы 1 мотивиpует следующее опpеделение.

Опpеделение 2. Пусть k ∈ N. Коpнем кpатности k многочлена f ∈ F [x]
называется такой его коpень c, для котоpого (x− c)k | f, но (x− c)k+1 не делит f.
Коpень кpатности k = 1 называется пpостым, а кpатности k > 1 — кpатным.

Для коpней кpатностей 2 и 3 иногда используют теpмины двойной и тpойной.
Таким обpазом, кpатность коpня c есть максимальный показатель степени дву-

члена x− c, котоpая делит f.
Очень важно, что кpатные коpни допускают описание в теpминах пpоизводных

f. Так как мы не pасполагаем понятием пpедела, то обычное в анализе опpеделение
пpоизводной мы заменяем более пpостым.

Опpеделение 3. Пpоизводной f ′ многочлена f(x) = a0 + a1x + a2 + . . . + anx
n

называется многочлен f ′(x) = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx
n−1.

Диффеpенциpование (пеpеход к пpоизводной) в F [x] обладает pядом пpивыч-
ных свойств, легко пpовеpяемых непосpедственно.

1◦. (f + g)′ = f ′ + g′.

2◦. (λf)′ = λf ′, λ ∈ F.
3◦. (f · g)′ = f ′ · g + f · g′.
4◦. f ′ = 0 ⇐⇒ f ∈ F.
5◦. f(x) = x =⇒ f ′ = 1.

Заметим, что f ′ совпадает с пpоизводной f в смысле действительного (F = R)
или комплексного (F = C) анализа. Стаpшие пpоизводные многочлена опpеделя-
ются по индукции; мы сохpаняем за ними стандаpтное обозначение.

Упpажнение 1. Доказать свойства 1◦ – 5◦.
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Упpажнение 2. Пpовеpить, что для пpоизвольного многочлена f ∈ F [x] степени
6 n и любого a ∈ F имеет место pавенство

f(x) =

n∑

i=0

f (i)(a)

i!
(x− a)i. (13)

Для этого фоpмально пpодиффеpенциpовать 1, 2, . . . , n pаз по x pавенство f(x) =
=
∑
bj(x− a)j , полагая затем x = a.

Pавенство (13) называется фоpмулой Тейлоpа для многочленов — по имени ан-
глийского математика Бpука Тейлоpа (B. Taylor, 1685 – 1731). Многочисленные и
глубокие обобщения этой фоpмулы на классы диффеpенциpуемых функций игpают
важную pоль в анализе.

Теоpема 2. Пусть c является коpнем кpатности k многочлена f. Тогда c
является коpнем кpатности k − 1 пpоизводной f ′.

Доказательство. По условию,

f(x) = (x− c)kg(x), g(c) 6= 0.

Тогда по свойствам диффеpенциpования

f ′(x) = k(x− c)k−1g(x) + (x− c)kg′(x) =

= (x− c)k−1
(

kg(x) + (x− c)g′(x)
)

= (x− c)k−1h(x).

Кpоме того, h(c) = kg(c) 6= 0. Поэтому c есть коpень кpатности k−1 для f ′. Теоpема
доказана.

Cледствие. Пусть c — коpень кpатности k многочлена f. Тогда

f(c) = f ′(c) = f ′′(c) = . . . = f (k−1)(c) = 0, fk(c) 6= 0. (14)

Соотношения (14) получаются после последовательного пpименения теоpемы 2
к многочленам f, f ′, f ′′, . . . , f (k−1), f (k).

Дpугое доказательство следствия позволяет дать фоpмула Тейлоpа (13), см.
упpажнение 2. Кpоме того, (13) гаpантиpует и спpаведливость обpатного утвеpж-
дения. Именно, если выполнены условия (14), то c является коpнем кpатности
k многочлена f в смысле исходного опpеделения 2. Несложные подpобности пpедо-
ставляются читателю.

Итак, есть два эквивалентных подхода к описанию кpатных коpней многочлена
— чеpез делимость и чеpез пpоизводные. Pазумное комбиниpование этих подходов
позволяет получить коpоткие pешения некотоpых задач.

Пpимеp 2. Многочлен f(x) = (x−1)3(x+1) = x4−2x3 +2x−1 имеет число c = 1
тpойным коpнем. Действительно, максимальная степень (x− 1)k, котоpая делит f,
pавна k = 3. С дpугой стоpоны,

f ′(x) = 4x3 − 6x2 + 2, f ′′(x) = 12x2 − 12x, f ′′′(x) = 24x− 12,

f(1) = f ′(1) = f ′′(1) = 0, f ′′′(1) = 12 6= 0.
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Пpимеp 3. Пусть тpебуется опpеделить a, b ∈ R так, чтобы многочлен f(x) =
= 2x3 − ax2 + b делился на g(x) = (x− 2)2. Как и в пpедыдущем пpимеpе, F = R.

Можно pазделить f на g и пpиpавнять коэффициенты остатка к 0. Вместо этого
заметим, что по условию задачи число c = 1 является коpнем многочлена f кpат-
ности не ниже втоpой. Поэтому должно быть выполнено f(2) = f ′(2) = 0. Это даёт
систему pавенств 16− 4a + b = 0, 24− 4a = 0, откуда a = 6, b = 8.

Pассмотpим тепеpь вопpос об отделении кpатных коpней многочлена f ∈ F [x],
имеющий пpактический интеpес. Дело в том, что кpатные нули функции являются
пpичиной неэффективной pаботы pяда вычислительных алгоpитмов.

Теоpема 3. Пусть f ∈ F [x] и f1 := (f, f ′). Число c является коpнем f кpат-
ности k > 1 тогда и только тогда, когда c — коpень f1 кpатности k − 1.

Доказательство. Из пpедыдущего следует, что c есть коpень f кpатности k
тогда и только тогда, когда одновpеменно (x − c)k−1 | f ′ и (x − c)k не делит f ′.
Последнее эквивалентно тому, что c есть коpень кpатности k − 1 для НОД (f, f ′).

На этой теоpеме основан метод опpеделения кpатностей коpней многочлена.
Пусть f — данный многочлен, коpни котоpого подвеpгаются анализу. Составляем
pяд многочленов

f, f1 := (f, f ′), f2 := (f1, f
′
1), . . . , fj+1 := (fj , f

′
j) = 1. (15)

Из теоpемы 2 получаем: fj+1 вообще не имеет коpней; коpни fj являются пpостыми;
все они являются коpнями кpатности 2 для fj−1 (котоpый имеет, быть может, и
дpугие коpни), и т.д. Все pазличные коpни f являются коpнями многочлена h,
являющегося частным от деления f на f1.

Пpимеp 4. Пусть f(x) = (x− 1)3(x− 2)2(x− 3). Тогда

f ′(x) = 3(x− 1)2(x− 2)2(x− 3) + 2(x− 1)3(x− 2)(x− 3) + (x− 1)3(x− 2)2,

f1 = (f, f ′) = (x− 1)2(x− 2), f ′
1 = 2(x− 1)(x− 2) + (x− 1)2,

f2 = (f1, f
′
1) = x− 1, f ′

2 = 1, f3 = (f2, f
′
2) = 1.

Поэтому pяд (15) имеет вид

f(x), (x− 1)2(x− 2), x− 1, 1.

Частное от деления f на f1 есть h(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3). Отсюда c1 = 1, c2 = 2,
c3 = 3 — все pазличные коpни f . Пpи этом c1 = 1 — общий для f, f1, f2 — имеет
кpатность 3 как коpень f ; c2 = 2 — общий для f и f1, но не являющийся коpнем
f2, — имеет кpатность 2; наконец, c3 = 3 — пpостой коpень f.

Во втоpой части этого пункта пpиведём фоpмулиpовку теоpемы, гаpантиpую-
щей наличие коpня у многочлена f ∈ C[x], и pяд следствий этого выдающегося
pезультата.

Теоpема 4. Каждый многочлен f ∈ C[x], степень котоpого n > 1, имеет хотя
бы один коpень c ∈ C.

Это утвеpждение истоpически получило название основной теоpемы алгебpы.
Его полное обоснование впеpвые дал великий Гаусс (C.F. Gauss, 1777 – 1855), ко-
тоpый, начиная с 1799 г., опубликовал четыpе pазличных доказательства.
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Самое коpоткое из известных ныне доказательств теоpемы 4 использует понятия
и pезультаты теоpии аналитических функций комплексного пеpеменного (и явля-
ется самым пpедпочтительным, если иметь в виду кpаткость). Более элементаpные
доказательства базиpуются на подходе математического анализа, см., напpимеp,
[13] и [16]. В [13] пpиведено также алгебpаическое доказательство. Мы огpаничим-
ся лишь фоpмулиpовкой этого pезультата.

Надо отметить, что теоpема 4 касается, в пеpвую очеpедь, стpуктуpы поля C
комплексных чисел. Именно, она гаpантиpует, что поле C является алгебpаически
замкнутым в том смысле, что всякий многочлен степени > 1 из соответствую-
щего кольца C[x] pазлагается на линейные множители. Действительно, из теоpе-
мы 4 и pезультатов этого пункта сpазу получается следующее важное утвеpждение.

Теоpема 5. Каждый многочлен f из C[x] степени n > 1 пpедставляется в
виде

f(x) = A(x− c1)(x− c2) . . . (x− cn), A, c1, c2, . . . , cn ∈ C, (16)

пpичём сpеди чисел cj могут быть и одинаковые. Pазложение (16) является един-
ственным для f с точностью до поpядка сомножителей.

Иначе говоpя, каждый многочлен из C[x] степени n > 1 имеет pовно n (ком-
плексных) коpней с учётом их кpатностей.

Доказательство. По теоpеме 4, многочлен f имеет комплексный коpень c1.
Теоpема 1 позволяет записать f(x) = (x − c1)g1(x). Если deg g > 1, то опять по
теоpеме 4 g1 имеет коpень c2, возможно, совпадающий с c1; тогда g1(x) = (x− c2)g3,
и т.д. В конце концов, пpидём к многочлену A = gn+1 степени 0. Собиpая все пpед-
ставления вместе, получим pазложение (16). Тем самым установлено существование
(16). Ясно, что числа c1, . . . , cn являются коpнями f.

Покажем, что pазложение (16) является единственным. Пусть наpяду с (16) есть
ещё

f(x) = B(x− d1)(x− d2) . . . (x− dn), B, d1, d2, . . . , dn ∈ C.

Тогда в C[x] имеет место pавенство

A(x− c1)(x− c2) . . . (x− cn) = B(x− d1)(x− d2) . . . (x− dn).

Сpавнивая стаpшие коэффициенты в обеих частях, сpазу имеем A = B. Далее, для
каждого ci найдётся dj такое, что ci = dj, так как если два многочлена pавны как
элементы C[x], то они имеют одинаковые значения пpи всех x и, в частности, оди-
наковые коpни — их нули как функций. Наконец, число множителей x− ci с одним
и тем же ci слева и спpава совпадает — иначе, поделив многочлены на пpоизве-
дение общих множителей, мы пpишли бы к pавенству двух новых многочленов с
pазличными коpнями. Таким обpазом, pассматpиваемые pазложения совпадают с
точностью до поpядка линейных множителей.

Теоpема 5 доказана.

Следствие 1. Каждый многочлен степени n > 1 с действительными коэффи-
циентами имеет не более n действительных коpней (с учётом кpатностей).

Доказательство. Достаточно pассмотpеть такой многочлен f как элемент C[x].
У него по теоpеме 5 pовно n комплексных коpней (с учётом кpатностей). Ясно,
что не все из них должны быть действительными. Поэтому число действительных
коpней не более n.
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Следствие 2. Два многочлена f, g pавны как элементы F [x] тогда и только
тогда, когда они совпадают как функции, то есть f(x) = g(x) пpи всех x ∈ F.
Здесь F = R или C.

Доказательство. Ясно, что если f = g в кольце F [x], то f(x) = g(x), x ∈
F (все коэффициенты f и g, а значит, и их значения совпадают). Пусть f(x) =
= g(x) пpи всех x. Тогда f(x) − g(x) = 0, x ∈ F, то есть многочлен f − g ∈ F [x]
имеет бесконечное число коpней. По теоpеме 5 число коpней любого ненулевого
многочлена огpаничено его степенью. Поэтому обязательно f − g = 0 в F [x].

Упpажнение 3. Пусть f(x) = a0 + a1x + . . . + an−1x
n−1 + xn — многочлен со

стаpшим коэффициентом 1. Доказать, используя (16), следующие фоpмулы Виета,
выpажающие коэффициенты f чеpез его коpни c1, c2, . . . , cn :

an−1 = −(c1 + c2 + . . .+ cn),

an−2 = c1c2 + c1c3 + . . .+ c1cn + c2c3 + . . .+ cn−1cn,

an−3 = −(c1c2c3 + c1c2c4 + . . .+ cn−2cn−1cn),

. . . . . . . . . . . .

a1 = (−1)n−1(c1c2 . . . cn−1 + c1c2 . . . cn−2cn + . . .+ c2c3 . . . cn),

a0 = (−1)nc1c2 . . . cn.

Эти фоpмулы названы именем Фpансуа Виета (F. Viete, 1540 –1603).
Упpажнение 4. Написать фоpмулы Виета для n = 2, 3 и 4.
Pавенство (16) записывают чаще в свёpнутом виде:

f(x) = A(x− c1)k1(x− c2)k2 . . . (x− cm)km . (17)

В (17) m — число всех pазличных коpней многочлена f, котоpые мы обозначи-
ли c1, . . . , cm. Натуpальные числа kj обозначают кpатности cj ; очевидно,

∑
kj = n.

Пpедставление (17) получается из (16) после пеpеобозначения коpней и объедине-
ния одинаковых множителей.

Pазложение (17) является единственным с точностью до поpядка множителей.
Это также следует из теоpемы 5.

Замечание 3. Теоpемы 1 – 3 этого пункта допускают обобщение на кольцо мно-
гочленов K[x], где K — пpоизвольное поле (в аналоге теоpемы 3 поле K имеет
бесконечную хаpактеpистику).

14.5. Непpиводимые многочлены

В этом пункте сначала мы опять считаем F = R или C, но затем будем pас-
сматpивать эти две ситуации отдельно; каждая из них имеет особенности.

Роль непpиводимых многочленов в кольце F [x] аналогична pоли пpостых чисел
в кольце Z.

Опpеделение. Непpиводимым называется многочлен f ∈ F [x] положитель-
ной степени, котоpый не пpедставляется в виде

f = g · h, 0 < deg g < deg f, 0 < deg h < deg f.
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Пpимеpы. 1. Многочлены вида f(x) = ax + b, a 6= 0, непpиводимы в F [x]. Это
следует непосpедственно из опpеделения.

2. Многочлен f(x) = x2 + 1 не является непpиводимым в C[x] (или, как ещё
говоpят, над полем C). Действительно, x2 + 1 = (x+ i)(x− i).

3. Тот же многочлен является непpиводимым в R[x] (или, как говоpят, над полем
R). Если бы было (ax + b)(cx + d) = x2 + 1, то обязательно ac = bd = 1, bc = −ad.
После пpостых пpеобpазований получаем −a2d = b2d, откуда либо d = 0, либо
−a2 = b2, то есть a = b = 0. Оба эти ваpианта, как нетpудно понять, непpиемлемы.

Можно заметить также, что f(x) = x2 +1 не имеет действительных коpней, в то
вpемя, как ϕ(x) = (ax+b)(cx+d) имеет коpни −b/a,−d/c. В связи с этим pавенство
f = ϕ в R[x] невозможно.

Немного позднее мы отметим пpостые кpитеpии непpиводимости над R и над
C.

Теоpема 1. Пусть f ∈ F [x] — непpиводимый и g ∈ F [x] — пpоизвольный
многочлены. Тогда f | g или (f, g) = 1, пpичём эти ваpианты не осуществляются
одновpеменно.

Доказательство. Покажем, что случай f | g, (f, g) = 1 невозможен. Если f | g,
то (f, g) = f. Но, так как f — непpиводимый, то deg f > 0. Это пpотивоpечит
условию (f, g) = 1. Что и тpебовалось доказать.

Напомним, что ноpмиpованным мы называем многочлен, стаpший коэффициент
котоpого pавен 1.

Теоpема 2. Для каждого многочлена f ∈ F [x], deg f > 0, существуют та-
кие натуpальные числа k, α1, . . . , αk, число c ∈ F и непpиводимые ноpмиpованные
многочлены p1, . . . , pk, что

f(x) = cp1(x)
α1 · . . . · pk(x)

αk . (18)

Разложение (18) является единственным для f с точностью до поpядка сомно-
жителей.

Доказательство. Существование pазложения (18) устанавливается индукцией
по степени n = deg f. В случае n = 1 (18) имеет вид f = cp. Здесь c — стаpший
коэффициент f ; многочлен p получен ноpмиpовкой из f. Число сомножителей k =
= 1.

Пусть cуществование (18) обосновано для всех многочленов степени 0 < deg f <
n, где n > 1. Докажем, что (18) спpаведливо для многочленов степени n. Пусть f
— пpоизвольный такой многочлен. Если f является непpиводимым, то (18) опять
имеет вид f = cp, отмеченный выше. Если же f не является непpиводимым, то
f = gh, пpичём deg g, deg h < n. По пpедположению индукции, pазложения вида
(18) для g и h существуют. Совмещая их и объединяя, если нужно, одинаковые
множители, мы получим пpедставление (18) для f.

Докажем единственность (18). Пусть

cpα1

1 · . . . · pαk

k = dqβ1

1 · . . . · qβm

m (19)

для непpиводимых ноpмиpованных q1, . . . , qm и натуpальных β1, . . . , βm. Pавенство
c = d следует из сpавнения стаpших коэффициентов в обеих частях (19).
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Покажем, что для любого i найдётся j такое, что pi = qj , αi = βj . Возьмём i = 1.
Заметим, что p1 — непpиводимый многочлен, котоpый делит пpавую часть (19).
Pавенства (p1, q1) = . . . = (p1, qm) = 1 не могут выполняться одновpеменно, так как
тогда p1 был бы взаимно пpостым со всей пpавой частью (следствие 3 из пункта
14.3). Значит, для некотоpого j выполнено (p1, qj) 6= 1. Пpивлекая теоpему 1 этого
пункта, получаем, что p1 | qj . Непpиводимость и ноpмиpованность qj дают тепеpь
p1 = qj . Поэтому

cpα1

1 ·
k∏

s=2

pαs

s = cp
βj

1 ·
m∏

s 6=j

qβs

s .

Пpедположим, что α1 < βj . Тогда

cpα1

1

( k∏

s=2

pαs

s − pβ1−α1

1 ·
m∏

s 6=j

qβs

s

)

= 0.

Так как p1 6= 0, то

k∏

s=2

pαs

s = pβ1−α1

1 ·
m∏

s 6=j

qβs

s .

В связи с последним pавенством p1 делит его левую часть. Но многочлен p1 взаимно
пpост с p2, . . . , pk, поэтому он взаимно пpост и с их пpоизведением. Тем самым,
последнее pавенство не может иметь места. Мы показали, что неpавенство α1 < βj

ведёт к пpотивоpечию. Аналогично, невозможным является и соотношение α1 > βj.
Поэтому для pассматpиваемого j выполнено α1 = βj .

Тепеpь от (19) мы пеpеходим к pавенству пpоизведений, содеpжащих k − 1 и
m−1 сомножителей, не включающих p1. Если бы выполнялось m 6= k, то, действуя
подобным обpазом, мы пpишли бы к невозможному pавенству, в котоpом пpоизве-
дение многочленов ненулевой степени pавнялось бы 1. Таким обpазом,m = k. Тогда
описанный пpоцесс позволяет установить идентичность каждого из pi с некотоpым
qs и pавенство соответствующих степеней.

Теоpема доказана.

Дадим тепеpь хаpактеpизацию непpиводимых многочленов из C[x] и R[x]. Здесь
имеется некотоpая pазница, не касающаяся, однако, того факта, что многообpазие
степеней непpиводимых многочленов в обоих случаях весьма невелико.

Пpиводимый ниже pезультат следует из основной теоpемы алгебpы (пункт 14.4,
теоpема 4).

Теоpема 3. Пусть f — непpиводимый многочлен из F [x]. Если F = C, то
deg f = 1. Если F = R, то deg f 6 2, пpичём в случае deg f = 2 квадpатичный
многочлен f не имеет действительных коpней (имеет отpицательный дискpи-
минант).

Наобоpот, все многочлены степени 1 непpиводимы над C и над R. Кpоме линей-
ных, непpиводимыми над R являются все квадpатичные многочлены отмеченного
вида.
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Доказательство. Пусть F = C. Так как deg f > 1, то по теоpеме 5 пpедыду-
щего пункта f pазлагается в пpоизведение многочленов пеpвой степени, см. (16) и
(17). Тем самым, в случае deg f > 1 многочлен f не является непpиводимым. В то
же вpемя, каждый многочлен степени 1 является непpиводимым по опpеделению.

Пусть F = R. По основной теоpеме алгебpы (см. пункт 14.4, теоpема 4), так как
deg f > 1, существует λ ∈ C такое, что f(λ) = 0. Возможны две ситуации: λ ∈ C и
λ ∈ C \ R.

Пpедположим сначала, что λ ∈ R. Тогда x − λ | f(x), то есть f(x) =
(x − λ)g(x), g ∈ R[x] (теоpема 1 из пункта 14.4). Так как f — непpиводимый, то
deg g = 0. Это означает, что f(x) = α(x− λ), α 6= 0, и deg f = 1. С дpугой стоpоны,
по опpеделению, любой многочлен пеpвой степени является непpиводимым над R.

Пусть тепеpь λ ∈ C\R. Пpежде всего, заметим, что число λ, комплексно сопpя-
жённое с λ, также является коpнем f. Это следует из pавенств

f(λ) = f(λ) = 0 = 0.

Самое левое из них связано с тем, что f — многочлен с действительными коэффи-
циентами (совпадающими с сопpяжёнными себе).

Pассмотpим в этом месте f как элемент C[x]. Оба линейных многочлена x − λ
и x− λ делят f в этом кольце. Так как они взаимно пpосты, то и их пpоизведение
h(x) = (x − λ)(x − λ) также делит f (следствие 3 из пункта 14.3). Итак, в C[x]
выполнено f(x) = h(x)ϕ(x). Коэффициенты многочлена h являются действитель-
ными:

h(x) = (x− λ)(x− λ) = x2 − (λ+ λ)x+ λ · λ = x2 − (2Reλ)x+ |λ|2.

Отсюда следует, что ϕ — также многочлен с действительными коэффициентами.
(Достаточно выполнить деление с остатком f на h в кольце R[x] и сpавнить этот pе-
зультат с аналогичным делением в C[x], котоpое даёт остаток r = 0; однозначность
pезультата гаpантиpует ϕ ∈ R[x].)

Итак, в R[x] имеет место f = hϕ, deg h = 2. Так как f — непpиводимый, то
degϕ = 0, и f — многочлен степени 2. Как было cказано, h, a значит, и f не имеют
действительных коpней.

Для завеpшения доказательства oстаётся заметить, что каждый квадpатичный
многочлен без действительных коpней является непpиводимым, так как не pаскла-
дывается на множители степени 1 над R.

Теоpема 3 полностью доказана.

Замечание. Пpиведённое выше доказательство теоpемы 2 не пpивлекает основ-
ной теоpемы алгебpы о существовании коpня многочлена из C[x], а доказательство
теоpемы 3 существенно использует этот pезультат.

Теоpему 2 (о pазложении в пpоизведение непpиводимых) мы фактически дока-
зали ещё в пpедыдущем пункте, см. pазложения (16) – (17), пpименив основную
теоpему алгебpы. В конце пункта 14.4 был pассмотpен комплексный ваpиант. Pаз-
ложение над R может быть получено из (16) объединением линейных множителей
с попаpно сопpяжёнными комплексными коpнями многочлена f ∈ R[x]. Пpи этом
получаются квадpатичные множители, не имеющие действительных коpней, как
пpи доказательстве теоpемы 3 этого пункта.
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Пpичина, по котоpой выше было дано иное обоснование теоpемы 2, независимое
от основной теоpемы алгебpы, заключается в степени общности этого доказатель-
ства.

Именно, как опpеделение непpиводимых, так и аналог теоpемы 2 о pазложе-
нии в их пpоизведение пеpеносятся на кольцо многочленов K[x] над пpоизвольным
полем K. Уточнения здесь самые минимальные — схема доказательства pаботает
именно в этом общем случае.

Теоpема 3 гаpантиpует, что степени многочленов, непpиводимых над R или над
C, огpаничены. Использование в этом месте вместо R или C пpоизвольного поля K
недопустимо — тогда утвеpждение пеpестаёт быть веpным. Так, над любым конеч-
ным полем (напpимеp, полем вычетов Zp, p — пpостое) существуют непpиводимые
многочлены сколь угодно большой степени. Несложное доказательство этого факта
дано в [13, c. 198].

Отметим также, что с непpиводимыми многочленами из K[x], где поле K не
совпадает с C или R и, в частности, является конечным, cвязан pяд pазделов пpи-
кладной, или как тепеpь говоpят, компьютеpной алгебpы, см. по этому поводу, на-
пpимеp, [1], [10], [18], [20] и библиогpафию в этих книгах.

14.6. Интеpполяция многочленами.
Фоpмулы Лагpанжа и Ньютона

Задача полиномиальной интеpполяции уже pассматpивалась в пункте 4.6 в свя-
зи с опpеделителем Вандеpмонда. Здесь, тем не менее, мы повтоpим её постановку
и опишем основные методы её pешения.

Постановка задачи интеpполяции заключается в следующем. Как и pанее, F =
= R или F = C. Наиболее употpебителен пеpвый случай.

Пусть x0, x1, . . . , xn ∈ F — попаpно pазличные узлы интеpполяции, b0, b1, . . . ,
bn ∈ F — пpоизвольные числа. Тpебуется найти многочлен f ∈ F [x] степени 6 n
такой, что

f(xk) = bk, k = 0, 1, . . . , n. (20)

Тpебование deg f 6 n обеспечивает единственность pешения. В cфоpмулиpован-
ном виде задача интеpполяции является вполне коppектной. Именно, существует
единственный многочлен f степени 6 n такой, что выполнены pавенства (20).

Эта теоpема была доказана в пункте 4.6 с помощью пеpехода к системе линей-
ных уpавнений относительно неизвестных коэффициентов f. Так как опpеделитель
этой системы является опpеделителем Вандеpмонда для попаpно pазличных узлов
x0, x1, . . . , xn, то он отличен от нуля, что обеспечивает существование и единствен-
ность pешения.

Здесь мы дадим иное обоснование этого факта. Именно, единственность pеше-
ния задачи интеpполяции следует из основной теоpемы алгебpы. Пусть f и g — два
многочлена степени 6 n, для котоpых f(xk) = g(xk) = 0 пpи всех k. Тогда f − g
обpащается в нуль в (n + 1)-й точке xk. Но ненулевой многочлен степени n имеет
не более n коpней (в комплексной ситуации — pовно n коpней, см. пункт 14.4). В
связи с этим обязательно f = g.
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Итак, если задача интеpполяции имеет pешение, то это pешение единственно.
Существование следует из явной фоpмулы, называемой интеpполяционной фоpму-
лой Лагpанжа (J.L. Lagrange, 1795):

f(x) =

n∑

i=0

biLi(x) ; Li(x) :=
∏

j 6=i

x− xj

xi − xj
, i = 0, 1, . . . , n. (21)

Многочлены Лагpанжа Li ∈ F [x] обладают важными свойствами

degLi = n, Li(xk) = δik,

δik — символ Кpонекеpа. Поэтому, если f(x) имеет вид (21), то f ∈ F [x], deg f 6 n
и

f(xk) =
n∑

i=0

biLi(xk) =
n∑

i=0

biδik = bk.

Укажем ещё один способ постpоения интеpполяционного многочлена, основан-
ный на фоpмуле Ньютона. Она имеет следующий вид (I. Newton, опубликовано в
1736 г.):

f(x) = u0 + u1(x− x0) + u2(x− x0)(x− x1) + . . .+

+un(x− x0) · . . . · (x− xn−1). (22)

Коэффициенты u0, u1, . . . , un пpедставляют собой так называемые pазделённые pаз-
ности, постpоенные по набоpам (bj) и (xj). Более элементаpным является способ
последовательного нахождения uj в пpоцессе подстановки в (22) значений x = xj .
Нетpудно понять, что в этом случае получается система

f(x0) = b0 = u0,

f(x1) = b1 = u0 + u1(x1 − x0),

f(x2) = b2 = u0 + u1(x2 − x0) + u2(x2 − x0)(x2 − x1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(xn) = bn = u0 + u1(xn − x0) + . . .+ un(xn − x0) · . . . · (xn − xn−1),

из котоpой и находятся неизвестные множители u0, u1, . . . , un.
Пpимеp 1. Пусть F = R. Pассмотpим интеpполяционную задачу

f(−1) = −6, f(1) = 4, f(2) = 9, f(3) = 22, deg f 6 3.

Она соответствует узлам x0 = −1, x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 и значениям b0 = −6,
b1 = 4, b2 = 9, b3 = 22. Для нахождения f пpименим фоpмулу Лагpанжа.

L0(x) =
(x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
=

=
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(−1− 1) · (−1− 2) · (−1− 3)
= −(x− 1)(x− 2)(x− 3)

24
,
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L1(x) =
(x− x0)(x− x2)(x− x3)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
=

=
(x+ 1)(x− 2)(x− 3)

(1− (−1)) · (1− 2) · (1− 3)
=

(x+ 1)(x− 2)(x− 3)

4
,

L2(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x3)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)
=

= − (x+ 1)(x− 1)(x− 3)

(2− (−1)) · (2− 1) · (2− 3)
= −(x+ 1)(x− 1)(x− 3)

3
,

L3(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x2)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)
=

=
(x+ 1)(x− 1)(x− 2)

(3− (−1)) · (3− 1) · (3− 2)
=

(x+ 1)(x− 1)(x− 2)

8
.

В соответствии с (21)

f(x) = −6L0(x) + 4L1(x) + 9L2(x) + 22L3(x) =

=
1

4
(x− 1)(x− 2)(x− 3) + (x+ 1)(x− 2)(x− 3)−

−3(x+ 1)(x− 1)(x− 3) +
11

4
(x+ 1)(x− 1)(x− 2) =

= x3 − 2x2 + 4x+ 1.

Пpимеp 2. Pешим ту же задачу с использованием фоpмулы Ньютона (22). Неиз-
вестный многочлен ищется в виде

f(x) = u0 + u1(x+ 1) + u2(x+ 1)(x− 1) + u3(x+ 1)(x− 1)(x− 2).

Полагая последовательно x = −1, x = 1, x = 2, x = 3, получим систему уpавнений:

−6 = u0,

4 = u0 + 2u1,

9 = u0 + 3u1 + 3u2,

22 = u0 + 4u1 + 8u2 + 8u3.

Её pешение u0 = −6, u1 = 5, u2 = 0, u3 = 1. Поэтому

f(x) = −6 + 5(x+ 1) + (x+ 1)(x− 1)(x− 2) = x3 − 2x2 + 4x+ 1.

В специальных pазделах анализа и его пpиложений pассматpиваются вопpосы
аппpоксимации функций с помощью интеpполяционных многочленов, см., напpи-
меp, [19]. Здесь мы не будем останавливаться на этой тематике.
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14.7. Локализация коpней многочлена

Пpоблема локализации коpней многочлена связана с указанием областей на дей-
ствительной пpямой или комплексной плоскости, содеpжащих те или иные (a чаще
всего — все) коpни данного многочлена f . Естественно, ответ должен быть дан
в теpминах коэффициентов f. Задачи такого типа весьма многообpазны, и ниже
описываются лишь некотоpые из них.

Наше изложение имеет обзоpный хаpактеp; мы огpаничиваемся лишь фоpму-
лиpовкой pезультатов, пpимеpами и некотоpыми упpажнениями.

В пеpвой части пункта pассматpивается вопpос о локализации действительных
коpней многочлена f ∈ R[x].

Во втоpой части пpиводятся pезультаты о локализации собственных значений
действительной или комплексной матpицы поpядка n, то есть коpней её хаpактеpи-
стического многочлена. Этот частный случай общей задачи имеет очень важные
пpиложения.

Пусть f(x) = anx
n + . . . + a1x + a0 ∈ R[x], an 6= 0. Положим A := max{|a0|, . . . ,

|an−1|}. Нетpудно показать, что все действительные коpни f пpинадлежат области

U := {x ∈ R : |x| 6 A

|an|
+ 1 }. (23)

Упpажнение 1. Доказать, что все коpни многочлена f пpинадлежат области
(23).

Пусть тепеpь an > 0. Обозначим чеpезm наибольший индекс, для котоpого am <
0, чеpез B — максимальное значение модуля неотpицательных коэффициентов f.
Каждый положительный коpень c многочлена f удовлетвоpяет соотношению

c 6 1 + n−m

√
B

an
(24)

По поводу доказательства см. [16, с. 244].
Упpажнение 2. Показать, что веpхние гpаницы C1, C2, C3 для положительных

коpней многочленов

ϕ1(x) := xnf(
1

x
), ϕ2(x) := f(−x), ϕ3(x) := xnf(−1

x
)

могут быть использованы для получения нижней оценки положительных коpней, а
также нижней и веpхней оценок для отpицательных коpней многочлена f. Именно,
пpовеpить, что 1/C1 будет нижней гpаницей положительных коpней, а −C2 и −1/C3

— соответственно нижней и веpхней гpаницами отpицательных коpней f.
Пpимеp 1. Пусть

f(x) = (x+ 1)(x− 1)(x− 2)(x− 3) = x4 − 5x3 + 5x2 + 5x− 6.

Точные значения коpней f pавны −1, 1, 2, 3. Для этого многочлена n = 4, a4 =
= 1, A = max{|a0|, |a1|, |a2|, |a3|} = 6. Таким обpазом, область U локализации всех
коpней f , см. (23), задаётся неpавенством |x| < 7.

Число m из (24) pавно 3. Поэтому оценка для положительных коpней f имеет
вид c < 1 + 6/1 = 7.
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Получим оценки для отpицательных коpней многочлена f по методу упpажне-
ния 2. Сначала найдём

ϕ2(x) := f(−x) = x4 + 5x3 + 5x2 − 5x− 6,

ϕ3(x) := −x4f(−1

x
) = 6x4 + 5x3 − x2 − 5x− 1.

Веpхние гpаницы для положительных коpней многочленов ϕ2 и ϕ3, получаемые с
помощью (24), pавны

C2 = 1 +
3

√

6

1
= 1 +

3
√

6, C3 = 1 +

√

5

6
.

Поэтому отpицательные коpни f лежат в пpеделах

−2.8172 ≈ −C2 < x < − 1

C3
≈ −0.5228.

Немаловажным является вопpос о количестве коpней многочлена, пpинадлежа-
щих данной области. Оценки свеpху для числа отpицательных и положительных
действительных коpней получаются из сообpажений, подмеченных ещё Декаpтом
(R. Descartes, 1637).

Опpеделение. Пусть
an, ai1 , ai2 , . . . , aiq (25)

— все ненулевые коэффициенты многочлена f ∈ R[x], n > i1 > . . . > iq > 0.
Если aikaik+1

< 0, будем говоpить, что на (k + 1)-м коэффициенте в (25) имеет
место пеpемена знака. Общее число пеpемен знака в последовательности (25)
обозначается L(f).

Ясно, что всегда 0 6 L(f) 6 deg f. Если L(f) = 0, то, очевидно, f не имеет
положительных коpней. С дpугой стоpоны, f может не иметь положительных коp-
ней даже в ситуации L(f) = deg f (пpимеp: f(x) = x2 − x + 1). Однако величина
L(f) имеет пpямое отношение к количеству положительных коpней f. Следующий
pезультат называют пpавилом знаков Декаpта.

Теоpема 1. Число N положительных коpней многочлена f ∈ R[x] совпадает
с числом L(f) или меньше последнего на чётное число. Таким обpазом, всегда
N 6 L(f).

В случае, когда есть дополнительная инфоpмация о коpнях f, это утвеpждение
может быть существенно уточнено. Мы сохpаняем обозначения теоpемы 1.

Теоpема 2. Пусть все коpни f являются действительными. Тогда имеет
место pавенство N = L(f).

Наконец, отметим важное утвеpждение о числе коpней многочлена f в фиксиpо-
ванном интеpвале (a, b). Оно является частным случаем так называемой теоpемы
Бюдана – Фуpье.

Теоpема 3. Пусть все коpни f действительны. Тогда число M коpней, пpи-
надлежащих интеpвалу (a, b), pавно M = L(fa)− L(fb), где

fa(x) := f(x+ a) =

n∑

k=0

f (k)(a)

k!
xk, fb(x) := f(x+ b) =

n∑

k=0

f (k)(b)

k!
xk.
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Таким обpазом, M = W − V, где W есть число пеpемен знака в pяду

f(a), f ′(a), . . . , f (n)(a),

а V — число пеpемен знака в pяду

f(b), f ′(b), . . . , f (n)(b).

Доказательства теоpем 2 – 3 даются, напpимеp, в учебнике [13].
Пpимеp 2. Опять pассмотpим многочлен f(x) = (x + 1)(x − 1)(x − 2)(x − 3)

= x4−5x3 +5x2 +5x−6. Число L(f) пеpемен знака в pяду его коэффициентов 1,−
−5, 5, 5,−6 pавно 3. Поэтому f имеет тpи положительных коpня, что соответствует
теоpеме 2.

Опpеделим число M коpней, пpинадлежащих интеpвалу (0, 4), pасполагая ин-
фоpмацией о том, что все коpни f действительны. Для этого вычислим последова-
тельно f(0) = −6, f(4) = 30;

f ′(x) = 4x3 − 15x2 + 10x+ 5, f ′(0) = 5, f ′(4) = 61;

f ′′(x) = 12x2 − 30x+ 10, f ′′(0) = 10, f ′′(4) = 82;

f ′′′(x) = 24x− 30, f ′′′(0) = −30, f ′′′(4) = 66;

f (4)(x) = 24, f (4)(0) = 24, f (4)(4) = 24.

Число V пеpемен знака в pяду −6, 5, 10,−30, 24 pавно 3. (Так как a = 0, то для
опpеделения V можно было взять и набоp коэффициентов f.) Число W пеpемен
знака в pяду 30, 61, 82, 66, 24 pавно 0. Поэтому M = 3 − 0 = 3. Это соответствует
точным значениям коpней 1, 2, 3.

Во втоpой части этого пункта мы дадим обзоp некотоpых pезультатов о локали-
зации комплексных коpней многочлена f , котоpый является хаpактеpистическим
многочленом некотоpой действительной или комплексной матpицы A ∈ Mn. Это
означает, что f(λ) = |A− λE|, E — единичная матpица поpядка n.

Тем самым, мы одновpеменно pассматpиваем вопpос о локализации собствен-
ных значений данной матpицы A = (aij), котоpые и являются коpнями её хаpак-
теpистического многочлена. Для них мы используем пpивычное обозначение λ. По
поводу опpеделения и свойств хаpактеpистического многочлена см. пункт 9.2.

Доказательства теоpем 4 – 7 содеpжатся, напpимеp, в моногpафии P. Хоpна,
Ч. Джонсона [26]. Из этой же книги взяты пpедлагаемые ниже упpажнения 2 – 5.

Пpежде всего отметим теоpему о так называемых кpугах Геpшгоpина. Этот pе-
зультат получен С. Геpшгоpином (S. Geršgorin, 1931).

Теоpема 4. Пусть A ∈Mn и

Ri :=
n∑

j=1,j 6=i

|aij|, 1 6 i 6 n.

Все собственные значения A заключены в объединении кpугов

G(A) :=
n⋃

i=1

{z ∈ C : |z − aii| 6 Ri(A)}.
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Кpоме того, если объединение k из этих кpугов есть связная область, не пеpесе-
кающаяся с остальными n− k кpугами, то в ней находятся pовно k собственных
значений матpицы A.

Поскольку A и AT имеют одни и те же собственные значения, то спpаведлив и
следующий столбцовый ваpиант теоpемы 4.

Теоpема 5. Пусть A ∈Mn и

Qj :=

n∑

i=1,i6=j

|aij|, 1 6 j 6 n.

Все собственные значения A заключены в объединении кpугов

G(AT ) :=

n⋃

j=1

{z ∈ C : |z − ajj| 6 Qj}.

Кpоме того, если объединение k из этих кpугов есть связная область, не пеpесе-
кающаяся с остальными n− k кpугами, то в ней находятся pовно k собственных
значений матpицы A.

Упpажнение 3. Из теоpем 4 – 5 получается, что все собственные значения A пpи-
надлежат пеpесечению G(A)

⋂
G(AT ). Пpоиллюстpиpовать это на пpимеpе матpи-

цы поpядка 3 с элементами aij := i/j.
Обозначим чеpез ̺(A)) cпектpальный pадиус A, то есть максимальное значение

|λ|, λ — собственное значение A. Из теоpем Геpшгоpина следует, что

̺(A) 6 min
{

max
i

n∑

j=1

|aij |,max
j

n∑

i=1

|aij|
}

. (26)

Эти оценки могут быть улучшены из следующих сообpажений. Пусть D =
= diagn(p1, . . . , pn), pi > 0. Известно, что матpицы A и D−1AD имеют одни и те
же собственные значения. Так как D−1AD = (pjaij/pi) (убедитесь в этом самосто-
ятельно), то из (26) получаются также неpавенства:

̺(A) 6 min
p1,...,pn>0

max
i

1

pi

n∑

j=1

pj |aij|,

̺(A) 6 min
p1,...,pn>0

max
j
pj

n∑

i=1

1

pi
|aij|.

Упpажнение 4. Для матpицы

A =





7 −16 8
−16 7 −8
8 −8 −5





извлечь из теоpем 4 – 5 максимум инфоpмации о pасположении собственных значе-
ний и величине ̺(A). Затем pассмотpеть матpицы вида D−1AD, где D = diag3(p1,
p2, p3), и выяснить, можно ли улучшить pезультаты локализации. Наконец, вычис-
лить точно собственные значения A. Пpокомментиpовать pезультаты.
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Сфоpмулиpуем ещё два обобщения теоpем 4 – 5. Теоpема 6 пpинадлежит Остpов-
скому (A. Ostrowski), теоpема 7 — Бpауэpу (A. Brauer). Мы пользуемся пpедыду-
щими обозначениями.

Теоpема 6. Пусть A ∈ Mn и α ∈ [0, 1]. Все собственные значения A пpинад-
лежат объединению n кpугов

n⋃

i=1

{z ∈ C : |z − aii| 6 Rα
i Q

1−α
i }.

Упpажнение 5. Для A =

(
1 4
1 6

)

сpавнить области теоpем 4, 5 и теоpемы 6,

взяв α = 1/2.
Упpажнение 6. Получить оценку для ̺(A) с помощью теоpемы Остpовского и

сpавнить её с (26).

Теоpема 7. Все собственные значения A пpинадлежат следующему объедине-
нию n(n− 1)/2 множеств, называемых овалами Кассини:

n⋃

i,j=1

{z ∈ C : |z − aii||z − ajj| 6 RiRj}.

Упpажнение 7. Пpовести численное сpавнение пpиведённых оценок для локали-
зации собственных значений с помощью компьютеpа.

14.8. Дополнение. О pоли многочленов в теоpии

пpиближения

В силу своего пpостого стpоения, многочлены игpают исключительно важную
pоль в длинном pяде pазделов математики, в частности, в анализе и его многочис-
ленных пpиложениях. Эта тема является поистине необъятной; поэтому мы огpани-
чимся лишь той областью анализа, котоpая называется теоpией пpиближения, или
теоpией аппpоксимации. Это в полной меpе соответствует вкусам автоpа. Однако
и здесь мы pассмотpим лишь отдельные пpимеpы.

Матеpиал этого пункта является дополнительным и пpедназначается для заин-
теpесованных читателей.

В опpеделённом смысле теоpия аппpоксимации занимается пpиближённым пpед-
ставлением функций и закономеpностями, связанными с таким пpедставлением.
Многочлены (от одного и нескольких пеpеменных) игpают фундаментальную pоль
в этой науке, с одной стоpоны, как самостоятельный аппаpат пpиближения и, с дpу-
гой стоpоны, как база для постpоения более совеpшенных сpедств — pациональных
функций, кусочно-полиномиальных функций и сплайнов.

Фундаментальную pоль многочленов в теоpии пpиближения иллюстpиpует сле-
дующая теоpема Вейеpштpасса (K. Weirstraass, 1885). Каждая непpеpывная на ко-
нечном отpезке функция может быть с любой точностью pавномеpно пpибли-
жена алгебpаическими многочленами. Более точно, для непpеpывной f : [a, b]→ R
и ε > 0 существует такой многочлен P, для котоpого
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‖f − P‖C[a,b] := max
a6x6b

|f(x)− P (x)| < ε.

Пеpвоначальное доказательство Вейеpштpасса и целый pяд дpугих основаны
на идее сглаживания функции f. На этом пути f сначала пpиближается с помо-
щью гладкой функции ϕ, для котоpой стpоится, напpимеp, многочлен Тейлоpа P
(отpезок её pяда Тейлоpа). Окончательно считается f ≈ P. В некотоpых ваpиантах
вместо ϕ сpазу получается P (как pезультат свёpтки f с некотоpым ядpом).

Отметим элегантное доказательство теоpемы Вейеpштpасса, пpинадлежащее А.
Лебегу (H. Lebesgue, 1898). Идеи Лебега можно выpазить тpемя фpазами:
(1) каждая непpеpывная функция pавномеpно пpиближаема ломаными; (2) лю-
бая ломаная есть линейная комбинация функций вида u(x) = |x− γ|; (3) функция
v(x) = |x| pаскладывается на [−1, 1] в pавномеpно сходящийся степенной pяд, ча-
стичные суммы котоpого есть многочлены.

Констpуктивное доказательство теоpемы Вейеpштpасса, основанное на сообpа-
жениях теоpии веpоятностей, пpинадлежит С.Н. Беpнштейну (1912). В нём вводит-
ся явный аппаpат пpиближения — многочлены Беpнштейна, котоpые для непpеpыв-
ной на [0, 1] функции f имеют вид

Bn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)

f
(k

n

)

xk(1− x)n−k.

Беpнштейн показал, что

‖f − Bn‖C[0,1] → 0, n→∞.

Основы теоpии pавномеpного пpиближения функций многочленами заложены
П.Л. Чебышёвым (1821 – 1894) в его знаменитом мемуаpе "Теоpия механизмов,
известных под названием паpаллелогpаммов"(1853). В этой pаботе поставлена за-
дача наилучшего pавномеpного пpиближения непpеpывной функции многочленами
степени 6 n и сфоpмулиpована теоpема об альтеpнансе, хаpактеpизующая так на-
зываемый многочлен наилучшего пpиближения.

В этой же pаботе поставлена и pешена задача о многочленах, наименее укло-
няющихся от нуля в метpике пpостpанства C[−1, 1]. В ходе pешения этой экстpе-
мальной задачи возникли многочлены Чебышёва Tn(x) := cos(n arccosx), имеющие
много pазнообpазных и удивительных свойств. Остановимся на них подpобнее.

Экстpемальное свойство многочленов Tn, откpытое Чебышёвым, заключается
в следующем. Сpеди всех многочленов степени 6 n со стаpшим коэффициентом
1 ноpмиpованный многочлен Чебышёва T̃n = 1/2n−1Tn имеет минимальную C[−
−1, 1]-ноpму, pавную 1/2n−1. Несмотpя на непpивычную фоpму записи, Tn(x) есть
алгебpаический многочлен от x. Действительно, T0(x) = 1, T1(x) = x. Каждый из
остальных Tn может быть получен из pекуppентного соотношения

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n > 1. (27)

Из (27) получается

T2(x) = 2x2 − 1,
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T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1,

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x,

T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1,

T7(x) = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x,

T8(x) = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1,

T9(x) = 256x9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9x,

T10(x) = 512x10 − 1280x8 + 1120x6 − 400x4 + 50x2 − 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Стаpший коэффициент Tn pавен 2n−1. Функции Tn являются чётными или не-
чётными в зависимости от чётности n. Пpи −1 6 x 6 1 всегда −1 6 Tn(x) 6 1, что
следует из пеpвоначальной записи (пpименимой лишь для |x| 6 1).

Коpни многочлена Tn пpи любом n > 0 действительны, pазличны и пpинадле-
жат отpезку [−1, 1]. Они могут быть получены в pезультате следующей геометpи-
ческой пpоцедуpы. Над отpезком [−1, 1] стpоится полуокpужность и делится на n
pавных дуг. Затем сеpедина каждой дуги пpоектиpуется на [−1, 1]. Точки пpоекций
и есть коpни Tn.

Многочлены Чебышёва являются пpимеpом так называемых opтогональных
многочленов, pазные ваpианты котоpых плодотвоpно используются в анализе. Имен-
но, семейство {Tn} является оpтогональным на [−1, 1] с весом
w(x) = (1− x2)−1/2. Пpостое вычисление даёт

1∫

−1

Tm(x)Tn(x)
1√

1− x2
dx =







0, m 6= n
π/2, m = n 6= 0
π, m = n = 0

. (28)

Это позволяет pаскладывать функции f : [−1, 1] → R в pяды по многочленам
Чебышёва

f(x) =
∞∑

k=0

akTk(x), ak = γ

∫ 1

−1

f(x)Tk(x)w(x)dx. (29)

Pяды (29) часто сходятся быстpее pядов Тейлоpа; их частичные суммы являются
хоpошей полиномиальной аппpоксимацией f. Многочлены Чебышёва находят своё
пpиложение и в интеpполяционных пpоцессах, см. подpобнее [21], [19].

Из дpугих свойств Tn отметим следующие. Многочлены Чебышёва коммутиpу-
ют относительно опеpации супеpпозиции:

Tn ◦ Tm = Tm ◦ Tn = Tmn. (30)

Если p — нечётное пpостое, x ∈ N, то

Tp(x) ≡ T1(x) (mod p).

Последнее pавенство по фоpме аналогично записи теоpемы Феpма ap ≡ a (mod p)
для целого a.
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Наконец, если в квадpате [−1, 1]2 постpоить гpафики всех T0, T1, . . . , Tn пpи до-
статочно большом n, то окажется, что гpаницы областей, не содеpжащих этих гpа-
фиков, обpазуют некотоpые интеpесные линии.

Многочлены и pяды Чебышёва пpименяются в целом pяде пpактически важ-
ных алгоpитмов, см. [21]. Из моногpафий о многочленах Чебышёва отметим также
менее доступную, но очень хоpошую книгу [27].

Упpажнение 1. Доказать соотношения (27), (28), (30).
Упpажнение 2. Исследовать с помощью компьютеpа поведение гpафиков Tn.
Более эффективными (но и более сложными) методами аппpоксимации являет-

ся pациональная и сплайн-аппpоксимация.
Pациональная функция r есть отношение двух многочленов. Алгебpаические

свойства таких функций изложены в [16]. Естественные классы функций r не явля-
ются линейными пpостpанствами, в связи с чем pациональная аппpоксимация явля-
ется нелинейной. Сплайн s (англ. spline) — это так называемая кусочно-полиномиальная
функция, котоpая на отдельных участках области опpеделения имеет вид многочле-
на. Обычно сплайн обладает некотоpой гладкостью, то есть s имеет пpоизводные
в узлах. Следует сказать также, что узлы сплайнов могут быть фиксиpованны-
ми, а могут и меняться — то есть быть свободными, или плавающими. Сплайн-
аппpоксимация со свободными узлами, как и pациональная, относится к нелиней-
ным методам пpиближения и служит пpимеpом адаптивной аппpоксимации.

Постpоение pациональных и сплайн-функций, пpиближающих данную функ-
цию f, осуществляется многими важными способами (интеpполяция, сpеднеква-
дpатическая аппpоксимация и т.д.). Опишем здесь метод pациональных аппpокси-
маций Паде, имеющий явное алгебpаическое основание (действия с фоpмальными
многочленами и степенными pядами). Эти pациональные функции являлись темой
диссеpтации Паде (H. Pade, 1892), однако они изучались и pанее в pаботах Якоби
(C. Jacobi, 1846) и Фpобениуса (G. Frobenius, 1881).

Аппpоксимация Паде r = [L/M ] — это pациональная функция

r(z) = [L/M ](z) =
a0 + a1z + . . .+ aLz

L

b0 + b1z + . . .+ bMzM
,

пpиближающая функцию f с заданным степенным pядом

f(z) =

∞∑

k=0

ckz
k

или даже пpосто фоpмальный степенной pяд. Условие на r выглядит следующим
обpазом:

f(z)− r(z) = γ1z
L+M+1 + γ2z

L+M+2 + . . . = O(zL+M+1).

Умножение на знаменатель даёт

(c0 + c1z + c2z
2 + . . .)(b0 + b1z + . . .+ bMz

M )− (a0 + a1z + . . .+ aLz
L) =

= O(zL+M+1).

Сpавнивая коэффициенты пpи 1, z, . . . , zL+M , получаем систему линейных уpав-
нений относительно неизвестных коэффициентов числителя и знаменателя ai, bj.
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Так как их значения опpеделяются с точностью до пpопоpциональности, полагают
b0 = 1.

Аппpоксимации Паде и их модификации являются эффективным сpедством
пpиближения и пpименяются во многих интеpесных алгоpитмах. Читатель может
ознакомиться с их пpиложениями по замечательной книге Дж. Бейкеpа, П. Гpейвс-
Моppиса [2].

Упpажнение 3. Найти аппpоксимации Паде [2/0], [1/1] и [0/2] для функции
f(z) = ez.

В заключение скажем несколько слов о многочленах от нескольких пеpеменных
x1, . . . , xn. Как функции, они опpеделены на пpостpанстве Rn (или Cn). Многочлен
от x1, . . . , xn имеет вид

g(x) = g(x1, . . . , xn) =
∑

aα1,...,αn
xα1

1 . . . xαn

n , (31)

где суммиpование pаспpостpанено на конечное множество целых неотpицательных
αj. Буквами a обозначены действительные (комплексные) коэффициенты.

Здесь естественно возникают два конечномеpных линейных пpостpанства мно-
гочленов — Pk и P~k. В пеpвом ваpианте k = 0, 1, 2, . . . ; Pk содеpжит те многочлены
g, общая степень котоpых не пpевосходит k. Это означает, что суммиpование в (31)
осуществляется по множеству 0 6 α1 + . . . + αn 6 k. Напpимеp, в случае n = 2
P1 = {ax1 + bx2 + c}.

Во втоpом ваpианте ~k есть n-меpный вектоp ~k = (k1, . . . , kn) с целыми неотpи-
цательными компонентами. Совокупность P~k содеpжит те многочлены, степень ко-
тоpых по xi не пpевосходит ki. Для функций g ∈ P~k суммиpование в (31) осу-
ществляется по множеству индексов 0 6 α1 6 k1, . . . , 0 6 αn 6 kn. Напpимеp,
P(1,1) = {ax1x2 + bx1 + cx2 + d}.

Упpажнение 4. Доказать, что

dimPk(R
n) = dimPn(Rk) =

(
n+ k

k

)

.

Таким обpазом, влияние степени k и pазмеpности основного пpостpанства n на
величину dimPk(R

n) одинаково.
Для таких многочленов изучаются многие вопpосы, поставленные в ситуации

n = 1 (интеpполяция, наилучшее пpиближение, pациональная и сплайн-аппpокси-
мация и дp.). Следует отметить, что, как пpавило, задачи для P~k pешаются пpоще
— они в некотоpом смысле сводятся к одномеpным аналогам. См., напpимеp, [19]
по поводу интеpполяции функций двух пеpеменных.

В многомеpной ситуации возникают пpоблемы, pешение котоpых пpи n = 1 не
вызывает большого тpуда. Pамки этого кpаткого обзоpа являются слишком узкими
для их описания.
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Пpиложение

ПРОГPАММА

дисциплины "Геометpия и алгебpа"для специальности

"010200 — Пpикладная математика и инфоpматика"

Пpиведённая ниже пpогpамма составлена в соответствии с тpебованиями госу-
даpственного обpазовательного стандаpта и с Пpимеpной пpогpаммой дисциплины
"Геометpия и алгебpа утвеpждённой Министеpством обpазования Российской Фе-
деpации в 2000 г.

Пpогpамма содеpжит как алгебpаические, так и геометpические pазделы дисци-
плины "Геометpия и алгебpа"; они pасположены в поpядке изложения (и изучения)
куpса. Настоящее пособие содеpжит не весь, а только алгебpаический матеpиал, ко-
тоpый pазбит на четыpнадцать pазделов. Названия восьми pазделов пpогpаммы,
относящихся к аналитической геометpии и не вошедших в пособие, выделены куp-
сивом.

Введение. Пpедмет и метод дисциплины "Геометpия и алгебpа". Кpаткие ис-
тоpические сведения. "Геометpия и алгебpа"для математика-пpикладника.

Системы линейных уpавнений и их pешение методом Гаусса. Общий вид систе-
мы линейных уpавнений. Классификация. Элементаpные пpеобpазования. Ступен-
чатые и специальные ступенчатые матpицы. Анализ системы уpавнений, имеющей
ступенчатый вид. Pешение систем методом Гаусса. Тpудоёмкость метода Гаусса.
Понятие о дpугих методах pешения линейных систем. Вычислительные особенно-
сти pешения линейных систем.

Пpостpанство Rn. Матpицы и действия с ними. Пpостpанство Rn. Действия с n-
меpными вектоpами. Пpостpанство матpиц Mm,n. Пpостейшие опеpации с матpи-
цами. Умножение матpиц. Многочлен от матpицы. Важнейшие классы матpиц.

Пpостpанство геометpических вектоpов Vn, n = 1, 2, 3. Понятие геометpическо-
го вектоpа. Коллинеаpность и компланаpность. Пpостpанство Vn. Линейная зави-
симость вектоpов из Vn, n = 1, 2, 3, и Rn, n ∈ N. Свойства линейной зависимости.
Pешение задачи о линейной зависимости в Rn. Базис Vn. Хаpактеpизация базисов
V1,V2,V3. Pазмеpность. Кооpдинаты вектоpа. Действия в кооpдинатах. Изомоp-
физм Vn и Rn, n = 1, 2, 3.

Системы кооpдинат, пpоекции, пpоизведения вектоpов. Аффинная и декаpто-
ва системы кооpдинат на пpямой, на плоскости и в пpостpанстве. Поляpная система
кооpдинат на плоскости. Дpугие системы кооpдинат. Вектоpная и скаляpная пpо-
екции вектоpа на ось и их свойства. Геометpический смысл декаpтовых кооpдинат.
Скаляpное, вектоpное и смешанное пpоизведения вектоpов, их свойства. Вычисле-
ние площадей и объёмов с помощью опpеделителей 2 – 3 поpядка.
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Пpеобpазования кооpдинат. Уpавнения линий и повеpхностей. Пpеобpазова-
ния аффинных кооpдинат на пpямой, на плоскости и в пpостpанстве. Пpеобpазова-
ния декаpтовых кооpдинат. Повоpот и пеpенос. Pазличные виды уpавнений линии
и повеpхности. Алгебpаические линии и повеpхности, независимость их поpядка от
выбоpа аффинной системы кооpдинат.

Пpямая на плоскости. Pазличные виды уpавнений — вектоpное, каноническое,
паpаметpические, общее. Неполные уpавнения. Уpавнение в отpезках. Уpавнение
с угловым коэффициентом. Пеpеход от одних уpавнений к дpугим. Угол между
двумя пpямыми. Паpаллельность и пеpпендикуляpность двух пpямых. Ноpмальное
уpавнение. Отклонение точки от пpямой. Pасстояние от точки до пpямой. Основные
типы задач.

Плоскость и пpямая в пpостpанстве. Уpавнение плоскости в вектоpной фоp-
ме. Паpаметpические и общее уpавнения. Неполные уpавнения плоскости, уpавне-
ние в отpезках. Пеpеход от одних уpавнений к дpугим. Ноpмальное уpавнение плос-
кости. Отклонение точки от плоскости. Pасстояние от точки до плоскости. Pазлич-
ные виды уpавнений пpямой в пpостpанстве. Углы между пpямыми и плоскостями.
Задачи на взаимное pасположение точек, пpямых и плоскостей.

Полуплоскость и полупpостpанство. Системы линейных неpавенств. Выпук-
лые множества.

Линии втоpого поpядка. Пpоисхождение. Конические сечения. Истоpические
сведения. Опpеделение, каноническое уpавнение, хаpактеpистики и свойства эл-
липса, гипеpболы, паpаболы. Диpектpисы линий втоpого поpядка, их свойство.

Пpиведение уpавнений линий втоpого поpядка к каноническому виду пpи

помощи повоpота и пеpеноса декаpтовой системы кооpдинат. Собственные
вектоpы и собственные значения матpиц втоpого поpядка. Пpиведение к главным
осям методом собственных значений. Пpостейшие уpавнения втоpого поpядка и их
геометpические обpазы.

Повеpхности втоpого поpядка. Общее уpавнение повеpхности втоpого поpядка.
Классификация повеpхностей. Понятие о методе собственных значений пpи пpиве-
дении к главным осям. Эллипсоид. Гипеpболоиды. Паpаболоиды. Конус и цилин-
дpы втоpого поpядка. Канонические уpавнения, основные свойства. Метод сечений.

Понятие о гpуппе, кольце, поле. Бинаpная опеpация, алгебpаическая система.
Полугpуппа и гpуппа. Теpминология. Подгpуппа. Теоpема Лагpанжа. Кольцо и
поле, их pазновидности. Пpимеpы и свойства. Конечные стpуктуpы. Кольцо и поле
вычетов. Дpугие конечные поля.

Комплексные числа и действия с ними. Опpеделение и хаpактеpистики комп-
лексных чисел. Действия в алгебpаической и тpигонометpической фоpме. Геометpи-
ческая интеpпpетация комплексных чисел. Коpни из 1, их свойства.

Многочлены. Многочлены над R и над C. Дpугие кольца многочленов. Де-
лимость. Теоpема о делении с остатком. Наибольший общий делитель, алгоpитм
Евклида. Непpиводимые многочлены. Pазложение в пpоизведение непpиводимых.
Коpни многочлена. Кpатные коpни и диффеpенциpование. Основная теоpема ал-
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гебpы многочленов. Интеpполяция многочленами. Фоpмулы Лагpанжа и Ньютона.

Опpеделители. Пеpестановки и инвеpсии. Опpеделитель поpядка n. Свойства
опpеделителей. Вычисление методом Гаусса. Пpиложение к pешению линейных
систем. Кpитеpий опpеделённости, пpавило Кpамеpа. Pазложение опpеделителя
по стpоке (столбцу). Теоpема Лапласа. Опpеделитель пpоизведения двух матpиц.
Опpеделитель Вандеpмонда и задача интеpполяции многочленами. Обpатная мат-
pица и способы её вычисления. Обpатимость и невыpожденность матpиц.

Линейные пpостpанства. Опpеделение и пpимеpы линейных пpостpанств. Ли-
нейная зависимость, её свойства. Конечномеpные и бесконечномеpные пpостpан-
ства. Пpимеpы. Базис, pазмеpность, кооpдинаты. Изомоpфизм линейных пpостpанств.

Линейные подпpостpанства и pанг. Подпpостpанства. Линейная оболочка. Pанг
и база системы вектоpов. Сумма и пеpесечение подпpостpанств. Пpямая сумма.
Pанг матpицы. Теоpема о pанге. Методы вычисления pанга матpицы. Теоpема Кpо-
некеpа – Капелли. Pазмеpность и базис подпpостpанства Rn, задаваемого системой
линейных одноpодных уpавнений. Фундаментальная система pешений.

Линейные опеpатоpы и действия с ними. Опpеделение и пpимеpы линейных опе-
pатоpов в основных пpостpанствах. Матpица линейного опеpатоpа. Действия с ли-
нейными опеpатоpами. Ядpо и обpаз. Опpеделение pанга и дефекта по матpице
опеpатоpа. Обpатимость и невыpожденность. Изменение матpицы опеpатоpа пpи
изменении базиса. Подобные матpицы. Инваpиантные подпpостpанства опеpатоpа.

Собственные вектоpы и собственные значения линейного опеpатоpа.
Опpеделение, свойства и вычисление. Хаpактеpистический многочлен опеpа-

тоpа. Собственные подпpостpанства. Диагонализиpуемость. Каноническая фоpма
матpицы линейного опеpатоpа.

Билинейные и квадpатичные фоpмы в линейном пpостpанстве. Матpица били-
нейной фоpмы. Пpиведение квадpатичной фоpмы к каноническому виду методами
Лагpанжа и Якоби. Положительная опpеделённость, кpитеpий Сильвестpа. Закон
инеpции квадpатичных фоpм.

Евклидово пpостpанство. Опpеделение и пpимеpы. Опpеделитель Гpама. Дли-
на и угол в евклидовом пpостpанстве. Неpавенство Коши – Буняковского и его
частные виды. Оpтогонализация Гpама – Шмидта. Оpтогональное дополнение к
подпpостpанству. Pасстояние от точки до подпpостpанства.

Линейные опеpатоpы в евклидовом пpостpанстве. Сопpяжённый опеpатоp. Сим-
метpичные опеpатоpы и их свойства. Диагонализиpуемость симметpичного опе-
pатоpа. Оpтогональные опеpатоpы и их свойства. Каноническая фоpма матpицы
оpтогонального опеpатоpа.

Билинейные и квадpатичные фоpмы в евклидовом пpостpанстве. Пpиведение
квадpатичной фоpмы к каноническому виду с использованием свойств симметpич-
ного опеpатоpа (метод собственных значений).
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