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Предисловие

Учебное пособие содержит изложение разделов математического анализа, изучае-
мых студентами второго курса университетов специальности 010200 Прикладная мате-
матика и информатика и 010100 Математика.

Весь материал разбит на три главы. Первая глава посвящена многомерному диффе-
ренциальному исчислению. Здесь доказана формула Тейлора для скалярных функций
многих переменных и даны приложения к экстремальным задачам. Вывод правила мно-
жителей Лагранжа в задачах на относительный экстремум основан на модификации
метода штрафных функций. Замыкают первую главу элементы дифференциального
исчисления для векторных функций векторного переменного.

Во второй главе изложена теория кратных интегралов. Основу подхода составляет
применение верхнего и нижнего интегралов Дарбу. Эти понятия фигурируют в фор-
мулировке теоремы Фубини о совпадении кратного и повторного интегралов. Значи-
тельную часть главы занимает доказательство правила замены переменных в кратном
интеграле. Методологическую основу этого доказательства составляет иcследование ад-
дитивных функций множества, представляющих интерес и для физиков, и для мате-
матиков.

В третьей главе изучены свойства функций, определяемых собственными и несоб-
ственными интегралами. Особо следует отметить доказательство теоремы Лиувилля о
дифференцировании кратных интегралов по переменной области интегрирования. Ука-
заны асимптотические оценки интегралов, основанные на методе Лапласа.

В пособии принята автономная (в пределах каждой главы своя) нумерация секций,
разбитых на отдельные пункты. Формулы ( теоремы, упражнения и т.п.) нумеруют-
ся в пределах каждой секции. При ссылках внутри секции указывается лишь номер
соответствующей формулы (теоремы и т.п.); в противном случае приводится и номер
секции. Например, формула 2.6(8) – это формула (8) из секции 2.6; лемма 1.5.3 – это
лемма 3 из секции 1.5. В ряде мест имеются ссылки на учебные руководства. Особенно
велико число ссылок на пособие автора «Одномерный математический анализ. Ч. 1,
2», изданное в 2005 и 2006 годах соответственно; этому пособию присвоен специальный
знак К 1, части 1, 2. Символы J и I указывают начало и конец доказательства.

Многие разделы пособия обуждались с коллегами. Считаю приятным долгом выра-
зить им самую искреннюю признательность. Буду благодарен за указания на возмож-
ные ошибки в тексте, ответственность за которые автор полностью берёт на себя.

Климов В.С., доктор физико-математических наук.
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Глава 1

Многомерное дифференциальное
исчисление

1.1 Дифференцируемые функции многих переменных

1.1.1 Конечномерное евклидово пространство
.
Пусть n – натуральное число. Через Rn ниже обозначается совокупность вектор-

столбцов x = (x1, . . . , xn)
T , где x1, . . . , xn – действительные числа, называемые компо-

нентами вектора x, T – символ транспонирования. Стандартным образом в Rn вводится
структура линейного пространства. Сумму двух векторов x = (xj), y = (yj) опреде-
ляют равенством x + y:=(xj + yj), произведение вектора x = (xj) на действительное
число α – формулой αx := (αxj). Вектор (0, . . . , 0)T будет обозначаться просто 0. Стан-
дартным базисом в Rn будет называться базис, образованный векторами e1, . . . , en, где
ej = (0, . . . , 1, . . . , 0)T с 1 на j-ом месте и 0 на всех остальных.

Функцию Λ : Rn → R называют линейным функционалом на Rn, если

Λ(x+ y) = Λx+ Λy и Λ(αx) = αΛ(x) (1)

для любых x, y из Rn и действительного числа α. Из (1) вытекает равенство

Λ

(
m∑
j=1

αjvj

)
=

m∑
j=1

αjΛ(vj),

где vj ∈ Rn, αj ∈ R (j = 1, . . . ,m). Вектор x = (xj) допускает представление
x = x1e1 + · · ·+ xnen, поэтому

Λ(x) =
n∑
j=1

xjΛ(ej) =
n∑
j=1

pjxj. (2)

Равенство (2) позволяет идентифицировать линейный функционал Λ c соответствую-
щей ему вектор-строкой p = (p1, . . . , pn), а пространство линейных функционалов на

9



Rn – с пространством вектор-строк Rn. Если x = (xj) ∈ Rn, p = (pj) ∈ Rn, то полагаем
px = p1x1 + · · ·+ pnxn.

В линейных пространствах Rn,Rn можно ввести структуру евклидова пространства,
т. е. определить скалярное произведение. Будем считать, что скалярное произведение
(x, y) векторов x = (xj), y = (yj) определяется равенством (x, y) = x1y1 + · · · + xnyn.
Это позволяет ввести длину |x| =

√
(x, x) вектора x из Rn, определить в Rn мет-

рику и топологию. Поскольку операция транспонирования осуществляет изоморфизм
между ранее изученным пространством Rn и пространством Rn, то нет нужды в от-
дельном изучении пространства Rn. Далее будут использоваться неравенство Коши
(x, y) 6 |x| |y| и неравенство треугольника |x + y| 6 |x| + |y|. Очевидно, что
px = (pT , x) ∀p ∈ Rn, x ∈ Rn.

Ниже B(a, ρ) := {x ∈ Rn, |x− a| 6 ρ} – замкнутый шар радиуса ρ с центром в точке
a. Если B(a, ρ) ⊂ E ⊂ Rn при некотором ρ > 0, то точку a называют внутренней точ-
кой множества E. Совокупность внутренних точек множества E обозначают символом
◦
E; используется и обозначение int E. Множество E называют открытым, если каждая
его точка является внутренней. Для любого множества M ⊂ Rn его внутренность int M
есть открытое множество. Множество M именуют замкнутым, если дополнение к нему
CM := Rn\M открыто;M – ограниченное множество, если оно содержится в некотором
шаре B(a, ρ). Замкнутость и ограниченность множества M эквивалентны компактно-
сти этого множества. Наименьшее из замкнутых множеств M , содержащих множество
A ⊂ Rn, называют замыканием множества A и обозначают символом A.

1.1.2 Дифференцируемость по Гато

Пусть E ⊂ Rn, a ∈
◦
E. Изучение поведения функции f : E → R в окрестности точки

a начнём с рассмотрения сужения функции f на прямые линии, проходящие через точку
a. Пусть v ∈ Rn, v 6= 0. Множество точек L = {x ∈ Rn, x = a + tv, t ∈ R} есть прямая,
проходящая через точку a. Пересечение L ∩ E 6= ∅, поэтому имеет смысл функция
ϕ(t) = f(a+ tv) действительного переменного t, определённая в некоторой окрестности
t = 0. Если функция ϕ(t) = f(a + tv) дифференцируема в 0, то число ϕ′(0) называют
производной функции f в точке a по направлению v и обозначают символом f ′(a, v).
Итак,

f ′(a, v) = ϕ′(0) = lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
.

Производную по базисному вектору ej в точке a обозначают символами

fxj
(a) = Djf(a) =

∂f

∂xj
(a)

и называют частной производной функции f в точке a по переменному xj. В качестве
примера найдём частные производные функции f(x1, x2) = arc tg (x2

1 + x3
2). Имеем

D1f(x1, x2) =
2x1

1 + (x2
1 + x3

2)
2
, D2f(x1, x2) =

3x2
2

1 + (x2
1 + x3

2)
2)2
.

Для того чтобы найти частную производную функции f по аргументу x1, надо счи-
тать второй аргумент x2 фиксированным и дифференцировать по x1 функцию одного
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переменного x1 → arc tg (x2
1 + x3

2). Это замечание носит общий характер и применимо
к функциям любого числа переменных. Таким образом, вычисление частных произ-
водных сводится к вычислению хорошо знакомых читателю обычных производных от
функций одного переменного.

Функцию f : E → R называют дифференцируемой по Гато1 в точке a ∈
◦
E, если

производная f ′(a, v) существует для любого направления v и найдётся такой линейный
функционал Λ : Rn → R, что

f ′(a, v) = Λv ∀v ∈ Rn. (3)

Из (3) вытекают равенства f ′(a, ej) = Λej = Djf(a) (j = 1, . . . , n), если v = (v1, . . . , vn)
T ,

то

f ′(a, v) =
n∑
j=1

Djf(a) vj. (4)

Из дифференцируемости по Гато функции f в точке a не следует непрерывность функ-
ции f в этой точке. Действительно, функция

f(x1, x2) =

{
1, если x2 = x2

1, x1 6= 0,

0 для всех остальных x

дифференцируема по Гато в точке 0, но разрывна в этой точке.

1.1.3 Дифференцируемость по Фреше

Функцию f : E → R называют дифференцируемой по Фреше2 в точке a ∈
◦
E, если

существует такой линейный функционал Λ : Rn → R, что

lim
v→0

f(a+ v)− f(a)− Λv

|v|
= 0. (5)

Равенство (5) эквивалентно соотношению

f(a+ v)− f(a) = Λv + ω(v), (6)

в котором ω(v) = o(|v|), т.е.

lim
v→0

ω(v)

|v|
= 0.

Слагаемое Λv называют главной (линейной частью) приращения функции f в точке a,
или дифференциалом функции f в точке a, и обозначают символом df | a (v).

Теорема 1. Дифференцируемость по Фреше функции f в точке a влечёт за собой
дифференцируемость по Гато в той же точке; обратное, вообще говоря, неверно.

1Гато Рене Эжен (Gâteaux Rene′ Euge′ne) (г. рождения неизвестен – 1914) – французский матема-
тик.

2Фреше Морис Рене (Fre′chet Maurice Rene) (1878 – 1973) – французский математик.
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J Пусть v ∈ Rn, t ∈ R. В силу (6) имеем

f(a+ tv)− f(a) = Λ(tv) + ω(tv).

Поэтому

f ′(a, v) = lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
= Λ(v) + lim

t→0

ω(tv)

t
= Λv.

Итак, дифференцируемость по Фреше влечёт дифференцируемость по Гато.
Правая часть (6) стремится к нулю при v → 0. Это означает, что приращение функ-

ции f в точке a стремится к 0, если приращение аргумента стремится к 0, т.е. функция
f непрерывна в точке a. Как показывает пример, приведённый в конце предшествую-
щего пункта, существуют функции, дифференцируемые по Гато в некоторой точке, но
разрывные в той же точке. Это доказывает и второе утверждение теоремы.I

Следствие. Справедливы равенства

df | a (v) = f ′(a, v) =
n∑
j=1

∂f

∂xj
(a)vj.

Итак, для дифференцируемости по Фреше функции f в точке a необходимы диф-
ференцируемость по Гато и непрерывность функции f в этой точке.

Теорема 2. Пусть в некоторой окрестности точки a из
◦
E существуют все част-

ные производные Djf(x) (j = 1, . . . , n) функции f : E → R. Если эти производные непре-
рывны в точке a, то функция f дифференцируема по Фреше в точке a.

J Для простоты рассмотрим случай n = 2. Пусть ∆f = f(a1 +v1, a2 +v2)−f(a1, a2)–
приращение функции f в точке a = (a1, a2)

T , соответствующее приращению v = (v1, v2)
T

аргумента x. Тогда в силу формулы конечных приращений

∆f = f(a1 + v1, a2 + v2)− f(a1, a2) = f(a1 + v1, a2 + v2)− f(a1, a2 + v2)+

+f(a1, a2 + v2)− f(a1, a2) = D1f(a1 + θ1v1, a2 + v2)v1 +D2f(a1, a2 + θ2v2)v2,

где 0 < θ1 < 1, 0 < θ2 < 1. Следовательно,

∆f =

I︷ ︸︸ ︷
D1f(a1, a2)v1 +D2f(a1, a2)v2 +

+

II︷ ︸︸ ︷
(D1f(a1 + θ1v1, a2 + v2)−D1f(a1, a2)) v1 + (7)

+

III︷ ︸︸ ︷
(D2f(a1, a2 + θ2v2)−D2f(a1, a2)) v2 .

Поскольку частные производные D1f,D2f непрерывны в точке a, то второе и третье
слагаемые в правой части (7) бесконечно малы по сравнению с v: II = o(v), III = o(v)
при v → 0. Первое слагаемое линейно по v. Равенство (7) означает дифференцируемость
функции f в точке a. Теорема в случае n = 2 доказана. Общий случай рассматривается
аналогично. I
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Упражнение 1.Доказать, что функция одного переменного

f(x) =

{
x2 sin 1

x
при x 6= 0,

0 при x = 0

всюду дифференцируема, но её производная разрывна в точке 0.
Упражнение 2. Доказать дифференцируемость в точке 0 = (0, 0)T функции

f(x1, x2) = |x1x2|.

1.1.4 Производная и градиент
Пусть функция f : E → R дифференцируема по Гато в точке a. Тогда производ-

ная функции f по любому направлению v = (v1, . . . , vn)
T существует и вычисляется по

формуле (4). Набору частных производных Djf(a)(j = 1, . . . , n) функции f можно со-
поставить вектор-строку f ′(a) = (D1f(a), . . . , Dnf(a)) из Rn, называемую производной
функции f в точке a, и вектор-столбец ∇f(a) = (D1f(a), . . . , Dnf(a))T из Rn, называе-
мый градиентом функции f в точке a. Равенство (4) с учётом принятых обозначений
может быть записано в виде

f ′(a, v) = f ′(a)v = (∇f(a), v). (8)

Теорема 3. Существует вектор v0 длины 1 такой, что для любого вектора v
длины 1

f ′(a, v0) > f ′(a, v). (9)

J Возможны два случая: 1)∇f(a) = 0; 2)∇f(a) 6= 0. В первом случае f ′(a, v) ≡ 0,
поэтому в качестве v0 можно взять любой вектор единичной длины.

Во втором случае ∇f(a) 6= 0. Убедимся, что в данном случае вектор v0 определяется
однозначно и v0 = ∇f(a)/|∇f(a)|. Действительно, если |v| = 1, то

f ′(a, v) = (∇f(a), v) 6 |∇f(a)||v| = |∇f(a)|,

причём знак равенства имеет место лишь в случае

v =
∇f(a)

|∇f(a)|
. I

Неравенство (9) эквивалентно следующему утверждению: производная по направ-
лению максимальна, если направление задаётся градиентом функции f . Иначе говоря,
в направлении градиента функция растёт быстрее всего.

1.1.5 Дифференцируемость суперпозиции функций
Установим правило дифференцирования суперпозиции функций многих перемен-

ных.
Теорема 4. Пусть функции yi = fi(x)(i = 1, . . . ,m) определены на множестве

E ⊂ Rn и дифференцируемы по Фреше в точке a ∈
◦
E, а функция z = g(y) определена
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в некоторой окрестности точки b = (f1(a), . . . , fm(a))T ∈ Rm и дифференцируема по
Фреше в этой точке. Тогда 1) суперпозиция z = h(x) = g[f1(x), . . . , fm(x)] определена
на некоторой окрестности точки a и дифференцируема в этой точке; 2) справедливо
равенство

∂h

∂xj
(a) =

m∑
i=1

∂g

∂yi
(b)

∂fi
∂xj

(a) (j = 1, . . . , n). (10)

J В силу дифференцируемости по Фреше функций fi(i = 1, . . . ,m) и g в точках a и
b соответственно имеют место равенства

∆fi = fi(a+ ∆x)− fi(a) =
n∑
j=1

∂fi
∂xj

(a)∆xj + ωi(∆x) (i = 1, . . . ,m), (11)

∆g = g(b+ ∆y)− g(b) =
m∑
i=1

∂g

∂yi
(b)∆yi + ω(∆y), (12)

где ∆x = (∆x1, . . . ,∆xn)
T , ∆y = (∆y1, . . . ,∆ym)T и

lim
∆x→0

ωi(∆x)

|∆x|
= lim

∆y→0

ω(∆y)

|∆y|
= 0.

Если в равенстве (12) положить ∆yi = ∆fi(i = 1, . . . ,m), то получим соотношения

∆h =
m∑
i=1

n∑
j=1

∂g

∂yi
(b)

∂fi
∂xj

(a)∆xj +
m∑
i=1

∂g

∂yi
(b)ωi(∆x) + ω(∆y) = I1 + I2 + I3,

в которых ∆h = h(a+ ∆x)− h(a). Первое слагаемое

I1 =
m∑
i=1

n∑
j=1

∂g

∂yi
(b)

∂fi
∂xj

(a)∆xj =
n∑
j=1

(
m∑
i=1

∂g

∂yi
(b)

∂fi
∂xi

(a)

)
∆xj

линейно относительно ∆x. Поскольку ωi(∆x) = o(∆x)(i = 1, . . . ,m), то

I2 =
m∑
i=1

∂g

∂yi
(b)ωi(∆x) = o(∆x).

Так как I3 = ω(∆y) = 0(∆y), а ∆y = O(∆x) при ∆x → 0, то I3 = o(∆x) при ∆x → 0.
Объединяя установленные выше соотношения, приходим к равенству

∆h =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

∂g

∂yi
(b)

∂fi
∂xj

(a)

)
∆xj + o(∆x), (13)

означающему дифференцируемость функции h(x) = g[f1(x), . . . , gm(x)] в точке a. Ко-

эффициент при ∆xj в правой части (13) равен
∂h

∂xj
(a), что и приводит к формуле (10).I

В условиях теоремы дифференцируемость по Фреше нельзя заменить дифференци-
руемостью по Гато. Вместе с тем если функция g(y) дифференцируема по Гато в точке
b = a + sv, s ∈ R, v ∈ Rn, то функция h(t) = g(a + tv) дифференцируема в точке s и
h′(s) = g′(b)v.
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1.1.6 Формула конечных приращений
Пусть f : E → R – скалярная функция, определённая на множестве E ⊂ Rn. Если

отрезок [a, b]:={z ∈ Rn, z = (1− t)a+ tb, 0 6 t 6 1} принадлежит множеству E, то имеет
смысл функция

ϕ(t) = f [a+ t(b− a)] (0 6 t 6 1).

Как нетрудно видеть, ϕ(0) = f(a), ϕ(1) = f(b); непрерывность функции f на отрезке
[a, b] влечёт непрерывность функции ϕ : [0, 1] → R.

Теорема 5. Пусть сужение функции f : E → R на отрезок [a, b] (a 6= b) непрерывно.

Пусть в каждой точке интервала (a, b) ⊂
◦
E функция f дифференцируема по Гато.

Тогда найдётся такая точка c из интервала (a, b), что справедливо равенство

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) = (∇f(c), b− a), (14)

называемое формулой конечных приращений.
J В условиях теоремы функция ϕ(t) = f [a + t(b − a)] непрерывна на отрезке [0, 1]

и дифференцируема на интервале (0, 1). Поэтому найдётся такое число θ из (0, 1), что
ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ). Поскольку ϕ(0) = f(a), ϕ(1) = f(b), ϕ′(θ) = f ′(a+ θ(b− a))(b− a),
то последовательно получаем

f(b)− f(a) = ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ) = f ′(a+ θ(b− a))(b− a),

что и влечёт равенство (14), в котором c = a+ θ(b− a) ∈ (a, b).I
Напомним некоторые определения. Функция f : X ⊂ Rn → R удовлетворяет усло-

вию Липшица, если найдется такая константа L, что

|f(x′)− f(x′′)| 6 L|x′ − x′′| ∀x′, x′′ ∈ X, (15)

константу L при этом называют постоянной Липшица. Множество X именуют выпук-
лым, если для любых точек u, v из X соединяющий их отрезок [u, v] содержится в X.
Из теоремы 5 вытекает

Следствие. Пусть X – открытое выпуклое множество в Rn, f – числовая функ-
ция на X, дифференцируемая по Гато в каждой точке множества X. Если
|∇f(x)| 6 L для всех x из X, то справедливо неравенство (15).

J Пусть x′, x′′ ∈ X. Так какX – выпуклое множество, то [x′, x′′] ⊂ X. Сужение функ-
ции f на любой принадлежащий X отрезок непрерывно. Согласно формуле конечных
приращений справедливо равенство f(x′)− f(x′′) = (∇f(c), x′− x′′) для некоторого c из
(x′, x′′). Используя это равенство, оценку |∇f(x)| 6 L и неравенство Коши, получаем
неравенство (15).I

Открытое линейно связное подмножество Rn называют областью. В качестве само-
стоятельного упражнения читателю предлагается доказать следующие утверждения:

1) открытое множество Ω ⊂ Rn есть область в том и только в том случае, когда
две произвольные точки множества Ω могут быть соединены ломаной линией, целиком
содержащейся в Ω;

2) точная нижняя грань длин ломаных, соединяющих две точки a, b области Ω и со-
держащихся в этой области, есть неотрицательное число dΩ(a, b), называемое внутрен-
ним расстоянием между точками a, b; оно удовлетворяет соотношениям: α) dΩ(a, b) > 0,
если a 6= b (положительность расстояния), β) dΩ(a, b) = dΩ(b, a) (симметрия),
γ) dΩ(a, c) 6 dΩ(a, b) + dΩ(b, c) (неравенство треугольника);
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3) если f – числовая функция на области Ω, дифференцируемая по Гато в каждой
точке этой области, то

|f(a)− f(b)| 6 sup
x∈Ω

|∇f(x)| dΩ(a, b) ∀ a, b ∈ Ω ;

4) функция f : Ω → R постоянна в области Ω, если и только если ∇f(x) = 0∀x ∈ Ω
(критерий постоянства функции многих переменных).

1.1.7 Неявные функции
Пусть Ω – подмножество плоскости R2, F : Ω → R – числовая функция, определён-

ная на множестве Ω и для некоторого x̂ из R уравнение F (x̂, y) = 0 имеет единственное
решение y = ŷ. Представляется естественным следующий вопрос: будет ли уравнение

F (x, y) = 0 (16)

иметь единственное решение для x, близких к x̂, т.е. существует ли определённая в
малой окрестности x̂ функция y = ϕ(x), удовлетворяющая в этой окрестности тожде-
ству F (x, ϕ(x)) ≡ 0?. Если подобная функция существует, то она называется неявной
функцией, определяемой уравнением (16).

Теорема 6. Пусть Ω – выпуклое открытое подмножество R2, F : Ω → R – чис-
ловая функция, непрерывно дифференцируемая в области Ω, причём Fy(x, y) 6= 0 в
области Ω. Пусть (x̂, ŷ)T ∈ Ω и F (x̂, ŷ) = 0.

Тогда существует функция y = ϕ(x), определенная и непрерывно дифференцируе-
мая на некотором интервале (x̂− δ, x̂+ δ) (δ > 0), удовлетворяющая равенству

F (x, ϕ(x)) = 0 (17)

тождественно на интервале (x̂− δ, x̂+ δ).
J Не нарушая общности, будем считать, что Fy(x, y) > 0 ∀(x, y)T ∈ Ω. Отсюда выте-

кает, в частности, строгое возрастание функции y → F (x̂, y). Поскольку
F (x̂, ŷ) = 0, то F (x̂, y) < 0, если y < ŷ, и F (x̂, y) > 0, если y > ŷ, ((x̂, y)T ∈ Ω). Фикси-
руем положительное число p так, что (x̂, ŷ − p)T ∈ Ω и (x̂, ŷ + p)T ∈ Ω. При подобном
выборе числа p справедливы неравенства

F (x̂, ŷ − p) < 0 < F (x̂, ŷ + p).

В предположениях теоремы функция F непрерывна. Можно указать такое δ > 0, что

1)F (x, ŷ − p) < 0 < F (x, ŷ + p) ∀x ∈ [x̂− δ, x̂+ δ]; (18)

2) прямоугольник Π с вершинами (x̂± δ, ŷ ± p)T принадлежит области Ω. При каждом
x из [x̂ − δ, x̂ + δ] функция y → F (x, y) строго возрастает и непрерывна на отрезке
[ŷ − p, ŷ + p], в силу (18) функция F (x, y) принимает на концах этого отрезка зна-
чения разных знаков. Поэтому найдётся единственное число y = ϕ(x), для которого
F [x, ϕ(x)] = 0. Существование функции ϕ(x), удовлетворяющей равенству (17), дока-
зано.
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Установим непрерывность функции ϕ : [x̂ − δ, x̂ + δ] → R. Пусть xn ∈ [x̂ − δ, x̂ + δ],
xn → x0 и yn = ϕ(xn). Последовательность точек (xn, yn)

T принадлежит прямоуголь-
нику Π и F (xn, yn) = 0. Если (x0, y0)

T – предельная точка этой последовательности, то
(x0, y0)

T ∈ Π и F (x0, y0) = 0. Отсюда следует равенство y0 = ϕ(x0). Из проведённых
рассуждений и вытекает непрерывность функции ϕ.

Докажем теперь дифференцируемость функции ϕ на интервале (x̂− δ, x̂+ δ). Пусть
точки x0, x принадлежат интервалу (x̂− δ, x̂+ δ). Из определения функции ϕ вытекают
соотношения

F (x0, ϕ(x0)) = 0, F (x, ϕ(x)) = 0. (19)

Из (19) в силу формулы конечных приращений вытекает равенство

Fx(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆x+ Fy(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆y = 0,

в котором ∆x = x− x0,∆y = ϕ(x)− ϕ(x0), 0 < θ < 1. Таким образом,

∆y

∆x
= −Fx(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)

Fy(x0 + θx, y0 + θ∆y)
. (20)

Поскольку функция y = ϕ(x) непрерывна, то ∆y → 0 при ∆x → 0. Переходя в (20) к
пределу при ∆x→ 0, получаем соотношения

ϕ′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= −Fx(x0, ϕ(x0))

Fy(x0, ϕ(x0))
. (21)

Равенство (21) влечёт за собой непрерывность функции ϕ′(x) на интервале (x̂−δ, x̂+δ).I
Многомерным аналогом теоремы 6 является
Теорема 7.Пусть Ω – выпуклое открытое множество в пространстве

Rk+1 = Rk × R, F : Ω → R – числовая функция, непрерывно дифференцируемая на
области Ω и Fy(x, y) 6= 0 в области Ω. Пусть

x̂ ∈ Rk, ŷ ∈ R, (x̂, ŷ)T ∈ Ω, F (x̂, ŷ) = 0.

Тогда существует функция y = ϕ(x), определённая и непрерывно дифференцируе-
мая на некотором открытом шаре |x − x̂| < δ (δ > 0), удовлетворяющая на этом
шаре равенству F (x, ϕ(x)) = 0.

Доказательство проводится по той же схеме, что и в случае k = 1. Необходимо лишь
вместо промежутков [x̂−δ, x̂+δ], (x̂−δ, x̂+δ) рассматривать шары |x−x̂| 6 δ, |x−x̂| < δ
соответственно. Неявная функция y = ϕ(x) в предположениях теоремы 7 зависит от
k переменных x1, . . . , xk. Её частные производные ϕxj

(x) (j = 1, . . . , k) находятся по
формулам

ϕxj
(x) = −

Fxj
(x, ϕ(x))

Fy(x, ϕ(x))
, (j = 1, . . . , k),

аналогичным равенству (21).
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1.1.8 Касательное множество
Пусть Q – произвольное подмножество Rn. Вектор v из Rn называют касательным

к множеству Q в точке a ∈ Q, если существует такая функция ψ : [0, δ] → Rn, что
ψ(t) ∈ Q (0 6 t 6 δ), ψ(0) = a и

v = lim
t→+0

ψ(t)− ψ(0)

t
= ψ′(0).

Геометрически требования к функции ψ означают следующее: кривая x = ψ(t)
расположена в множестве Q (ψ(t) ∈ Q), проходит через точку a (ψ(0) = a) и вектор
v = ψ′(0) есть касательная к кривой x = ψ(t). Совокупность векторов v, касательных
к Q в точке a, называют касательным множеством и обозначают символом TQ(a).
Касательное множество полезно при изучении геометрических свойств множества Q,
оно естественным образом возникает в оптимизационных задачах.

Рассмотрим случай, когда Q есть поверхность уровня функции многих переменных.
Именно, пусть

Q = {x ∈ W, Φ(x) = 0}, (22)

где W– открытое подмножество пространства Rn,Φ– непрерывно дифференцируемая
на W функция.

Теорема 8. Пусть множество Q определено равенством (22), a ∈ Q и ∇Φ(a) 6= 0.
Тогда

TQ(a) = {v ∈ Rn, (∇Φ(a), v) = 0} . (23)

J Пусть v ∈ TQ(a). Тогда существует функция ψ : [0, δ] → Rn, для которой
Φ[ψ(t)] = 0 (0 6 t 6 δ), ψ′(0) = v. Дифференцируя тождество Φ[ψ(t)] = 0 по t, по-
лучаем (∇Φ(a), ψ(0)) = 0 = (∇Φ(a), v). Следовательно,

TQ(a) ⊂ {v ∈ Rn, (∇Φ(a), v) = 0} .

Установим противоположное включение. Пусть v ∈ Rn, v 6= 0 и
(∇Φ(a), v) = 0. Введём в рассмотрение функцию двух действительных переменных t, s,
полагая F (t, s) = Φ(a + tv + s∇Φ(a)) Функция F (t, s) непрерывно дифференцируема
вблизи точки (0, 0)T и удовлетворяет соотношениям

F (0, 0) = 0, Ft(0, 0) = (∇Φ(a), v) = 0, Fs(0, 0) = |∇Φ(a)|2 > 0.

Из теоремы 6 вытекает, что уравнение F (t, s) = 0 имеет решение s = ϕ(t), определён-
ное и непрерывно дифференцируемое на некотором интервале (−δ, δ) положительной
длины. При этом

ϕ′(0) = −Ft(0, 0)

Fs(0, 0)
= 0.

Функция ψ(t) = a + tv + ϕ(t)∇Φ(a) обладает свойствами: Φ[ψ(t)] = 0, т.е. ψ(t) ∈ Q,
ψ(0) = a и ψ′(0) = v. Следовательно, v ∈ TQ(a). Таким образом, справедливо включение

{v ∈ Rn, (∇Φ(a), v) = 0} ⊂ TQ(a).

Равенство (23) доказано.I
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Множество a+ TQ(a) называют касательной гиперплоскостью к поверхности (22) в
точке a = (a1, . . . , an)

T . Касательная гиперплоскость задаётся уравнением

∂Φ

∂x1

(a)(x1 − a1) + · · ·+ ∂Φ

∂xn
(a)(xn − an) = 0.

Прямую, проходящую через точку a и перпендикулярную касательной гиперплоскости,
именуют нормалью к поверхности (22). В качестве направляющего вектора нормали
можно взять, например, градиент функции Φ в точке a. В частности, если Q есть сфера
в Rn, определяемая уравнением Φ(x) = x2

1 + · · ·+x2
n−1 = 0, то уравнение касательной

плоскости в точке a = (a1, . . . , an)
T ∈ Q имеет вид a1x1 + · · ·+ anxn = 1.

1.2 Частные производные высших порядков

1.2.1 Определение частных производных высших порядков

Предположим, что функция f : E → R (E ⊂ Rn) имеет частную производную
∂f

∂xj
(x)

для всех x, принадлежащих некоторой окрестности U (a) точки a из
◦
E.

Тогда
∂f

∂xj
: U (a) → R есть снова функция n переменных и у неё могут существовать

частные производные по некоторым переменным, она может быть непрерывной, лип-

шицевой, дифференцируемой и т.п. Если существует частная производная функции
∂f

∂xj
по аргументу xi в точке a, то она называется частной производной второго порядка в

точке a и обозначается символом
∂2f

∂xi∂xj
(a) ( или DiDjf(a), fxixj

(a)). Если i = j, то со-

ответствующую производную DiDif именуют чистой, используется обозначение
∂2f

∂x2
i

(a)

(или D2
i f(a), fxi

2(a)). При i 6= j производная DiDjf(a) называется смешанной; она, во-
обще говоря, не совпадает с производной DjDif(a). В качестве примера рассмотрим
функцию двух действительных переменных x, y, определяемую равенством

f(x, y) =

xy
x2 − y2

x2 + y2
при x2 + y2 > 0,

0 при x = y = 0.

Так как fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0 и

fx(x, y) = y
x2 − y2

x2 + y2
+

4x2y3

(x2 + y2)3
при x2 + y2 > 0,

fy(x, y) = x
x2 − y2

x2 + y2
− 4x3y2

(x2 + y2)2
при x2 + y2 > 0,
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то fyx(0, 0) = 1 6= fxy(0, 0) = −1. Таким образом, в рассматриваемом случае смешан-
ные производные различны. Условия совпадения смешанных производных приводятся
в следующем пункте.

Аналогичным образом определяются частные производные третьего и последующих
порядков. Например, (DmDiDj)f = Dm(DiDjf) и т.д.; полагают DiDiDjf = D2

iDjf ,
DiDiDif = D3

i f ; подобные обозначения используются и для производных более высоких
порядков. Более удобная система обозначений частных производных рассматривается
в п. 3.

1.2.2 Смешанные производные
Вначале установим результат, относящийся к функциям двух действительных пере-

менных.
Теорема 1. Пусть функция f(x, y) двух действительных переменных x, y опре-

делена в некоторой окрестности точки P (x0, y0) и имеет там частные производные
fx, fy, fxy, fyx. Если смешанные производные fxy, fyx непрерывны в точке P , то они сов-
падают: fxy(P ) = fyx(P ).

J Пусть смешанные производные определены в квадрате

{(x, y)T ∈ R2 : |x− x0| < ξ, |y − y0| < ξ}

и непрерывны в точке P (x0, y0). Рассмотрим функцию

Φ(t) = f(x0 + t, y0 + t)− f(x0 + t, y0)− f(x0, y0 + t) + f(x0, y0) (0 < t < ξ).

Установим равенство

lim
t→0

Φ(t)

t2
= fyx(P ). (1)

Положим ϕ(x) = f(x, y0 + t)− f(x0, y0). Как нетрудно видеть, Φ(t) = ϕ(x0 + t)− ϕ(x0).
Применяя теорему о среднем к функции ϕ переменного x, имеем

Φ(t) = ϕ(x0 + t)− ϕ(x0) = ϕx(c)t = (fx(c, y0 + t)− fx(c, y0)) t;

здесь c ∈ (x0, x0 + t). Выражение в скобках можно представить в виде

fx(c, y0 + t)− fx(c, y0) = fyx(c, d)t,

где d ∈ (y0, y0 + t) (снова используется формула конечных приращений). Объединяя
установленные равенства, приходим к соотношению Φ(t) = fyx(c, d)t

2. Числа c, d зависят
от t, но при t → 0 (c, d) → (x0, y0). Поскольку функция fyx непрерывна в точке P ,

то fyx(c, d) → fyx(P ) при t → 0. Следовательно, и
Φ(t)

t2
→ fyx(P ), что и доказывает

равенство (1). Ввиду симметрии переменных x, y в выражении Φ верно равенство

lim
t→0

Φ(t)

t2
= fxy(P ). (2)

Соотношения (1),(2) влекут за собой доказываемое утверждение. I
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Остановимся на модификациях и обобщениях теоремы 1. Аналогичное теореме 1
утверждение верно и для функций многих переменных: если в некоторой окрестности
точки a существуют производные fxixj

, fxjxi
, непрерывные в точке a, то они совпадают:

fxixj
(a) = fxjxi

(a). В частности, если все производные второго порядка fxixj
непрерывны

в точке a, то матрица

f ′′(a) =


fx1x1(a) fx1x2(a) . . . fx1xn(a)
fx1x2(a) fx2x2(a) . . . fx2xn(a)

...
... . . . ...

fxnx1(a) fxnx2(a) . . . fxnxn(a)


симметрична: fxixj

(a) = fxjxi
(a) (i, j = 1, . . . , n). Определяемую таким образом матри-

цу f ′′(a) называют матрицей Гессe 3 функции f в точке a. Утверждение теоремы 1
сохранится, если непрерывность вторых производных заменить условием дифференци-
руемости функций fx, fy в точке P . Аналогичное замечание относится к функциям n
переменных.

Результаты такого рода справедливы и для производных высших порядков. Напри-
мер, если все производные порядка s функции f непрерывны в точке a, то

∂sf

∂xi1 . . . ∂xis
(a) =

∂sf

∂xj1 . . . ∂xjs
(a),

где набор (j1 . . . js) получен перестановкой набора (i1 . . . is).

1.2.3 Дифференциалы высших порядков
Если не оговорено противное, ниже дифференцируемость функции означает её диф-

ференцируемость по Фреше. Напомним, что достаточным условием дифференцируемо-
сти функции f переменных x1, . . . , xn в точке a является существование всех частных
производных fx1 , . . . , fxn в окрестности точки a и их непрерывность в этой точке.

Пусть m– натуральное число, m > 2. Функцию f : E → R (E ⊂ Rn) назовём m раз

дифференцируемой в точке a ∈
◦
E, если все производные до порядкаm−1 включительно

функции f дифференцируемы в точке a. Например, функция f дифференцируема m
раз в точке a, если все её производные до порядка m включительно определены в
некоторой окрестности точки a и непрерывны в этой точке.

Определим дифференциалы порядка m. Пусть функция f : E → R дифференциру-
ема m раз в точке a ∈

◦
E. Фиксируем вектор v = (vj) из Rn и положим ϕ(t) = f(a+ tv).

Функция ϕ определена в некоторой окрестности точки 0. Покажем, что функция ϕ диф-
ференцируема m раз в точке 0 и найдём производную ϕ(m)(0). Имеем последовательно

ϕ′(t) =
n∑
j=1

Djf(a+ tv)vj, ϕ′′(t) =
n∑

i,j=1

DiDjf(a+ tv)vivj,

ϕ(m−1)(t) = (v1D1 + · · ·+ vnDn)
m−1 f|x=a+tv,

3Гессе Отто Людвиг (Hesse Otto Lüdwig) (1811 – 1874) – немецкий математик.
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ϕ(m)(0) = (v1D1 + · · ·+ vnDn)
m f|x=a.

Функцию v → ϕ(m)(0) называют дифференциалом порядка m функции f в точке a и
обозначают символом dmf | a (v). Отметим равенства

df | a (v) =
n∑
j=1

vjDjf(a) = f ′(a)v = (∇f(a), v),

d2f
∣∣
a
(v) =

n∑
i,j=1

vivjDiDjf(a) = (f ′′(a)v, v).

Обычно вместо vj пишут dxj, где dxj – единое переменное. С учётом этих обозначений

dmf | a =
∑

(i1...im

∂mf

∂xi1 . . . ∂xim
(a)dxi1 . . . dxim ,

суммирование ведётся по всем выборкам (i1 . . . im) из чисел 1, . . . , n.
Иногда (особенно в руководствах по уравнениям с частными производными) исполь-

зуют другие обозначения. Набор (α1, . . . , αn) целых неотрицательных чисел α1, . . . , αn
называют мультииндексом, а число ‖α‖ = α1 + · · · + αn – порядком мультииндекса
α. Если α = (α1 . . . αn) – мультииндекс, то моном xα1

1 . . . xαn обозначают символом xα,

производную вида
∂‖α‖f

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

– символом Dαf , так что Dα = Dα1
1 . . . Dαn

n , Di =
∂

∂xi
.

С учётом этих обозначений

dmf | a =
∑
‖α‖=m

(Dα)(a)(dx)α =
∑
‖α‖=m

(Dαf)(a)vα.

1.2.4 Формула Тейлора с остатком в форме Пеано
Лемма 1. Пусть функция h : E → R m раз дифференцируема в точке a, принад-

лежащей внутренности множества E и

h(a) = (Dαh)(a) = 0, если ‖α‖ 6 m. (3)

Тогда h(x) = o(|x− a|m) при x→ a, т.е.

lim
x→a

h(x)

|x− a|m
= 0. (4)

J Доказательство проводится методом математической индукции по числу m. Про-
верим доказываемое утверждение при m = 1. В этом случае (3) означает, что
h(a) = hx1(a) = · · · = hxn(a) = 0. Поскольку функция h дифференцируема в точке
a, то её приращение допускает представление

h(x)− h(a) =
n∑
j=1

hxj
(a)(xj − aj) + ω(x− a) ,
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где ω(z) = o(z) при z → 0. Так как h(a) = hxj
(a) = 0 (j = 1, . . . , n), то при m = 1 всё

доказано.
Пусть доказываемое утверждение верно для m = k − 1. Установим его справедли-

вость и для m = k. Фиксируем индекс j = 1, . . . , n. Функция gxj
(x) (k − 1) раз диф-

ференцируема в точке a, и её производные до порядка k − 1 включительно равны 0 в
точке a. Следовательно, hxj

(x) = 0(|x − a|k−1) при x → a. В силу формулы конечных
приращений

h(x)− h(a) =
n∑
j=1

hxj
(a+ θ(x− a))(xj − aj) = o(|x− a|k). I

Пусть функция f : E → R (E ⊂ Rn,
◦
E 6= ∅) m раз дифференцируема в точке

a ∈
◦
E. Существует единственный многочлен Pf (x) степени m, обладающий свойствами

Dαf(a) = DαPf (a) для всех мультиндексов α длины 6 m; (5)

как легко проверить,

Pf (x) = f(a) +
n∑
j=1

Djf(a)(xj − aj) +
1

2

n∑
i,j=1

DiDjf(a)(xi − ai)(xj − aj)+

+ · · ·+ 1

m!

∑
i1...im

Di1 . . . Dimf(a)(xi1 − ai1) . . . (xim − aim).

Многочлен Pf (x) называют многочленом Тейлора для функции f в точке a, разность
rm(x) = f(x)− Pf (x) – остатком в формуле Тейлора

f(x) = Pf (x) + rm(x). (6)

Функция rm : E → R m раз дифференцируема в точке a. Из (5), (6) вытекают соотно-
шения

Dαrm(a) = 0 для всех мультииндексов α длины 6 m.

Согласно лемме 1 справедливо равенство

rm(x) = o(|x− a|m), (7)

называемое представлением остатка rm(x) в форме Пеано.
Равенства (6), (7) имеют место, например, если функция f и все её производные

до порядка m включительно определены и непрерывны в окрестности точки a. Более
компактен (и выразителен!) дифференциальный вариант формулы Тейлора

f(a+ v)− f(a) =
m∑
k=1

1

k!
dkf
∣∣
a
(v) + o(|v|m).

Приведём вариант этой формулы, относящийся к случаю m = 2:

f(a+ v)− f(a) =
n∑
j=1

Djf(a)vj +
1

2

n∑
i,j=1

DiDjf(a)vi vj + o(|v|2). (8)
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Упражнение 1. Установить равенство

ex sin y = y + xy − y3

6
+
x2y

2
+ o

(
(x2 + y2)3/2

)
при x2 + y2 → 0 .

1.2.5 Формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа
Пусть Ω – открытое подмножество пространства Rn, f : Ω → R– функция, диффе-

ренцируемая m + 1 раз в каждой точке отрезка [a, a + v], содержащегося в Ω. Введём
функцию одного действительного переменного t, полагая ϕ(t) = f(a + tv) (0 6 t 6 1).
Функция ϕ(t) дифференцируема m+1 раз в каждой точке отрезка [0, 1]. Согласно фор-
муле Тейлора с остатком в форме Лагранжа для функций одного переменного имеет
место равенство

ϕ(1) =
m∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
+
ϕ(m+1)(θ)

(m+ 1)!

с некоторым θ из (0, 1). Фигурирующие в этом равенстве значения функции ϕ и её
производных вычислены в пункте 3. Имеем ϕ(0) = f(a),

ϕ(k)(0) = (v1D1 + · · ·+ vnDn)
k f(x)|x=a ,

ϕ(m+1)(θ) = (v1D1 + · · ·+ vnDn)
m+1 f(x)|x=a+θv .

Объединяя выведенные выше равенства, приходим к соотношению

f(a+ v)− f(a) =
m∑
k=1

1

k!
(v1D1 + · · ·+ vnDn)

k f(x)| a +

+
1

(m+ 1)!
(v1D1 + · · ·+ vnDn)

m+1 f(x)|x=a+θv ,

называемому формулой Тейлора с остатком в форме Лагранжа.
Упражнение 2. Сформулировать и доказать многомерный вариант формулы

Шлёмильха-Роше представления остатка в формуле Тейлора.

1.2.6 Выпуклые функции многих переменных
Функция f , определённая на выпуклом множестве E ⊂ Rn, называется выпуклой,

если для произвольных u ∈ E, v ∈ E, λ ∈ (0, 1) имеет место неравенство

f [(1− λ)u+ λv] 6 (1− λ)f(u) + λf(v) . (9)

Соотношение (9) называют неравенством Иенсена. Если при u 6= v неравенство (9)
является строгим, то функцию f называют строго выпуклой на множестве E.

Любая аффинная функция f(x) = a1x1 + · · · + anxn + b выпукла. Для неё (9) пре-
вращается в равенство, поэтому она не является строго выпуклой функцией. Функция
f(x) = |x|2 строго выпукла на Rn. Действительно, пусть u 6= v, λ ∈ (0, 1). Тогда

|(1− λ)u+ λv|2 = (1− λ)2|u|2 + 2λ(1− λ)(u, v) + λ2|v|2 <
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< (1− λ)2|u|2 + λ(1− λ)(|u|2 + |v|2) + λ2|v|2 = (1− λ)|u|2 + λ|v|2

в силу неравенства 2(u, v) < |u|2 + |v|2.
Отметим некоторые свойства класса выпуклых функций.
1. Сумма двух выпуклых функций есть выпуклая функция.
2. Произведение выпуклой функции на положительную постоянную есть выпуклая

функция.
3. Точная верхняя грань любого семейства выпуклых функций есть выпуклая функ-

ция.
4. Если ϕ : R → R– возрастающая выпуклая функция одного переменного, f : E → R

– выпуклая функция, то суперпозиция ϕ ◦ f : E → R– выпуклая функция.
Для функций одного переменного свойства 1–3 доказывались ранее (см., напри-

мер, [K1],часть 1); приведённые там рассуждения без всяких изменений переносятся на
функции многих переменных. Докажем свойство 4. Если u ∈ E, v ∈ E, 0 < λ < 1, то в
силу выпуклости функций ϕ, f и возрастания функции ϕ мееем

ϕ(f [(1− λ)u+ λv]) 6 ϕ[(1− λ)f(u) + λf(v)] 6 (1− λ)ϕ[f(u)] + λϕ[f(v)].

Верны следующие утверждения: выпуклая функция f : E → R непрерывна на мно-
жестве

◦
E и почти всюду дифференцируема.

Установим многомерные варианты известных для функций одного переменного при-
знаков выпуклости. Пусть Ω – открытое выпуклое подмножество пространства Rn (слу-
чай Ω = Rn не исключается), f : Ω → R – дифференцируемая в области Ω функция,
∇f(x) – градиент f в точке x.

Теорема 2. Следующие условия эквивалентны:
1) функция f : Ω → R выпукла;
2) для любой пары точек u, v из Ω имеет место неравенство

f(v)− f(u) > (∇f(u), v − u) ; (10)

3) справедливы соотношения

(∇f(v)−∇f(u), v − u) > 0∀v, u ∈ Ω . (11)

J 1) → 2). В силу неравенства Иенсена справедливо соотношение

f [u+ λ(v − u)]− f(u) 6 λ[f(v)− f(u)] (0 < λ < 1) .

Следовательно,
f [u+ λ(v − u)]− f(u)

λ
6 f(v)− f(u) .

При λ→ +0 получаем неравенство (10).
2) → 1). Из (10) следует равенство

f(x) = sup
v∈Ω

(f(v) + (∇f(v), x− v)) ,

поэтому функция f выпукла как точная верхняя грань следующего семейства выпук-
лых (и даже аффинных) функций gv(x) = f(v) + (∇f(v), x− v) (v ∈ Ω).
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2) → 3). Меняя в (10) элементы u, v местами, приходим к неравенству

f(u)− f(v) > (∇f(v), u− v),

складывая которое с (10), получаем (11).
3) → 2). В силу формулы конечных приращений справедливо равенство

f(u)− f(v) = (∇f(w), u− v),

в котором w = u+ θ(v − u), 0 < θ < 1. Теперь 2) вытекает из соотношений

(∇f(w), v − u) =
1

θ
(∇f(w), w − u) >

1

θ
(∇f(u), w − u) = (∇f(u), v − u).

Итак, условие 2) эквивалентно каждому из условий 1), 3). I
В качестве примера рассмотрим полином второй степени

P (x) =
n∑

i,j=1

aijxixj +
n∑
j

bjxj + c ; (12)

здесь aij = aji (i, j = 1, . . . , n), bj, c – действительные числа. Как нетрудно видеть,

∂P

∂xi
(x) = 2

n∑
j=1

aijxj + bi (i = 1, . . . , n). (13)

Система равенств (13) эквивалентна одному векторному равенству

∇P (x) = 2Ax+ b , (14)

в котором A – симметричная матрица размеров n×n с элементами aij, b– вектор-столбец
с компонентами bi(i = 1, . . . , n);

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 , b =


b1
b2
...
bn

 .

Из равенства (14) вытекает соотношение

(∇f(v)−∇f(u), v − u) = 2(A(v − u), v − u),

поэтому выпуклость полинома, определяемого равенством (12), эквивалентна неотри-
цательности квадратичной формы Φ(w) = (Aw,w). Если (Aw,w) > 0∀w ∈ Rn, то
будем писать A > 0. В курсах линейной алгебры доказывается, что условие A > 0 экви-
валентно неотрицательности всех главных миноров матрицы A. (Главными минорами
матрицы A = (aij) называются все возможные определители

∆i1i2...il =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1i1 ai1i2 . . . ai1il
ai2i1 ai2i2 . . . ai2il

...
... . . . ...

aili1 aili2 . . . ailil

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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где 1 6 i1 < i2 < · · · < il 6 n, l = 1, 2, . . . , n).
Неотрицательная квадратичная форма Φ(w) = (Aw,w) называется положительно

определённой, если она обращается в нуль только при w = 0; используется запись A� 0.
Напомним критерий Сильвестра 4: положительная определенность квадратичной фор-
мы Φ(w) = (Aw,w) эквивалентна положительности всех угловых миноров матрицы A,
т.е. определителей

∆l =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1l

a21 a22 . . . a2l
...

... . . . ...
al1 al2 . . . all

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , l = 1, 2, . . . , n ;

в этом случае выполняется неравенство Φ(w) = (Aw,w) > β|w|2 ∀w ∈ Rn с некоторой
положительной постоянной β. Строгая выпуклость полинома (12) эквивалентна нера-
венству A� 0.

Выпуклость дважды дифференцируемой на интервале функции одного переменного
равносильна неотрицательности её второй производной. Приведём аналог этого резуль-
тата для функций многих переменных.

Теорема 3. Выпуклость дважды дифференцируемой на выпуклой области Ω функ-
ции f эквивалентна неотрицательности квадратичной формы

(f ′′(x)w,w) =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x)wiwj

при любом x из Ω (краткая запись f ′′(x) > 0∀x ∈ Ω).
J Выпуклость функции f : Ω → R равносильна выпуклости её сужения на пересе-

чениях области Ω c прямыми L := {x ∈ Rn , x = a + tv, t ∈ R, v ∈ Rn \ {0}}, т.е.
выпуклости функции ϕ(t) = f(a+tv) одного переменного t. Теперь доказываемое утвер-
ждение следует из равенства ϕ′′(t) = (f ′′(a + tv)v, v) и критерия выпуклости функций
одного переменного.I

Если f ′′(x) � 0 для всех x из Ω, то функция f : Ω → R строго выпукла. Для
проверки условия f ′′(x) � 0 можно использовать критерий Сильвестра. Теоремы 2, 3
удобно комбинировать с отмеченными в начале пункта свойствами 1-4 класса выпуклых
функций.

Упражнение 3. Пусть Q – собственное выпуклое подмножество Rn. Доказать
выпуклость функции f(x) = inf{|x− y|, y ∈ Ω} (x ∈ Rn).

Упражнение 4. Исследовать на выпуклость функции

νp(x) =

(
n∑
j=1

|xj|p
) 1

p

(p > 1), ν∞(x) = max
j
|xj| . (15)

Функцию ν : Rn → R называют нормой, если она обладает свойствами:
1) ν(x) > 0 (x 6= 0) (позитивность);
2) ν(αx) = |α|ν(x) (абсолютная однородность);
3) ν(x+ y) 6 ν(x) + ν(y) (неравенство треугольника).

4Сильвестр Джеймс Джозеф (Sylvester James Joseph) ( 1814 – 1897) – английский математик.
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Каждая норма ν в Rn есть выпуклая функция. Определяемые равенствами (15)
функции νp (1 6 p 6 ∞) являются нормами; этот факт очевиден при p = 1,∞. Для каж-
дой нормы ν соответствующий ей шар Bν(a, ρ) := {x ∈ Rn, ν(x−a) 6 ρ} есть замкнутое
выпуклое ограниченное подмножество Rn. Если ν = ν∞, a = (a1, . . . , an)

T , ρ > 0, то
соответствующий шар

Bν(a, ρ) = {x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn, |xi − ai| 6 ρ, i = 1, . . . , n}

представляет куб с центром в точке a со сторонами длины 2ρ, параллельными осям
координат; иногда этот куб будет обозначаться символом �(a, ρ); норму ν∞ называют
кубической. По аналогичной причине норму ν1 именуют октаэдрической.

Выпуклые функции играют важную роль во многих разделах анализа и его прило-
жений. Особо отметим их роль в оптимизационных задачах, к рассмотрению которых
мы сейчас и приступаем.

1.3 Экстремальные задачи

1.3.1 Необходимые условия внутреннего локального
экстремума

Пусть f : E → R – действительная функция, определённая на множестве E ⊂ Rn.
Точку a из E называют точкой локального минимума функции f , если существует
такое δ > 0, что из условий |x − a| < δ, x ∈ E следует неравенство f(x) > f(a); для
точек локального максимума выполняется противоположное неравенство f(x) 6 f(a);
объединяющее точки локального минимума и локального максимума название – точки
локального экстремума.

Теорема 1. Пусть E ⊂ Rn, a – точка локального экстремума функции f : E → R,
a ∈

◦
E и функция f дифференцируема в точке a. Тогда

∂f

∂xj
(a) = 0 (j = 1, . . . , n). (1)

J При любом v из Rn функция ϕ(t) := f(a + tv) действительного переменного t
достигает в точке 0 локального минимума. Следовательно, ϕ′(0) = 0 (теорема Ферма).
Поскольку ϕ′(0) = f ′(a, v) = (∇f(a), v), то (∇f(a), v) = 0 для любого v из Rn. Полагая
v = ∇f(a), получаем |∇f(a)|2 = 0, а это эквивалентно равенствам (1). I

Система (1) эквивалентна векторным равенствам ∇f(a) = 0, f ′(a) = 0; она может
быть записана и в дифференциальной форме: df | a = 0. Если выполнены соотношения
(1), то a называют стационарной (критической) точкой функции f . Поэтому теорема 1
может быть сформулирована таким образом: экстремальность влечёт за собой стацио-
нарность.

Теорема 2. Пусть a – точка локального минимума функции f : E → R, a ∈
◦
E и

функция f дважды дифференцируема в точке a. Тогда для любого вектора
v = (v1, . . . , vn)

T из Rn справедливо неравенство
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)vivj > 0 . (2)
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J Пусть, как и выше, v ∈ Rn, ϕ(t) = f(a + tv). Так как 0 есть точка локального
минимума функции ϕ, то ϕ′′(0) > 0. Поскольку (см. 1.2.3)

ϕ′′(0) =
n∑

i,j=1

∂f

∂xi∂xj
(a)vivj,

то неравенство (2) доказано.I
Cоотношение (2) эквивалентно тому, что d2f | a > 0; его можно записать в виде

f ′′(a) > 0, где f ′′(a) =
(
fxixj

(a)
)

– матрица Гессе функции f в точке a.
Если a – точка локального максимума функции f , то a – точка локального мини-

мума функции −f . Поэтому из теоремы 2 вытекает необходимое условие локального
максимума второго порядка: d2f | a 6 0, т.е.

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)vivj 6 0 ∀v ∈ Rn ;

самая короткая запись выглядит вполне традиционно: f ′′(a) 6 0 в точке локального
максимума.

1.3.2 Достаточные условия внутреннего локального
экстремума

Теорема 3. Пусть функция f : E → R дважды дифференцируема в точке a из
◦
E.

Если
f ′(a) = 0, f ′′(a) � 0 , (3)

то a – точка локального минимума функции f .
(Комментарий к соотношениям (3). Равенство f ′(a) = 0 означает, что a – критиче-

ская точка функции f . В силу критерия Сильвестра условие f ′′(a) � 0 равносильно
положительности главных миноров матрицы Гессе f ′′(a).)

J По формуле Тейлора с остатком в форме Пеано (см. § 2) имеем

f(a+ v)− f(a) =
1

2
(f ′′(a)v, v) + ω(v), (4)

где

lim
v→0

ω(v)

|v|2
= 0 . (5)

Поскольку f ′′(a) � 0, то существует такое β > 0, что (f ′′(a)v, v) > β|v|2 ∀v ∈ Rn.
Подберём число δ > 0 так, что |4ω(v)| 6 β|v|2, если |v| 6 δ. Это возможно в силу
соотношения (5). Будем считать, что B(a, δ) ⊂ E. При |v| 6 δ имеем

f(a+ v)− f(a) >
β

2
|v|2 − β

4
|v|2 =

β

4
|v|2 > 0 .

Следовательно, a – точка локального минимума функции f .I
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Следствие. Пусть функция f : E → R дважды дифференцируема в точке a из
◦
E. Если f ′(a) = 0, f ′′(a) � 0, то a есть точка внутреннего локального максимума
функции f .

Критическая точка a функции f может не доставлять ни минимума, ни максимума.
Например, такая ситуация возникает, если квадратичная форма (f ′′(a)v, v) знакопере-
менна: существуют такие v1, v2 из Rn, что (f ′′(a)v1, v1) < 0 < (f ′′(a)v2, v2).

В ряде случаев удаётся использовать следующую схему. Пусть на основании каких-
либо соображений удаётся установить, что точка максимума (минимума) функции f

на множестве E существует и принадлежит
◦
E. Если функция f имеет в

◦
E единствен-

ную критическую точку, то эта точка реализует максимум (соответственно, минимум)
функции f на множестве E.

В качестве примера рассмотрим изопериметрическую задачу для треугольников, со-
стоящую в следующем: среди треугольников заданного периметра 2p найти наибольший
по площади. Если x, y, z– стороны треугольника, то x > 0, y > 0, z > 0 и x+ y+ z = 2p;
таким образом допускаются и вырожденные треугольники. В силу формулы Герона
площадь S треугольника со сторонами x, y, z равна√

p(p− x)(p− y)(p− z) =
√
p(p− x)(p− y)(x+ y − p) .

Рассматриваемая задача эквивалентна следующей:

f(x, y) = (p− x)(p− y)(x+ y − p) → max , (6)

x > 0, y > 0, x+ y 6 2p . (7)

Разрешимость задачи (6), (7) вытекает из теоремы Вейерштрасса о достижении непре-
рывной на компакте E = {(x, y)T ∈ R2, x > 0, y > 0, x + y 6 2p} функции f(x, y)
своего максимума. Очевидно, что точка максимума a = (x0, y0)

T функции f является
внутренней для множества E. Условие стационарности точки a приводят к равенствам

∂f

∂x
= −(p− y)(x+ y − p) + (p− x)(p− y) = 0,

∂f

∂y
= −(p− x)(x+ y − p) + (p− x)(p− y) = 0.

Данная система имеет единственное принадлежащее
◦
E решение a =

(
2p

3
,
2p

3

)T

. Следо-

вательно, a есть решение задачи (6), (7). Решением поставленной выше изопериметри-
ческой задачи является правильный треугольник.

Для выпуклых функций даваемое теоремой 1 необходимое условие минимума совпа-
дает с достаточным условием абсолютного минимума. Более точно, пусть f – выпуклая
и дифференцируемая на выпуклой области Ω ⊂ Rn функция. Если a – критическая
точка функции f , то ∇f(a) = 0. Отсюда в силу выпуклости функции f : Ω → R выте-
кают соотношения f(x) − f(a) > (∇f(a), x − a) > 0 для всех x из Ω, означающие, что
a реализует абсолютный минимум функции f на всей области Ω. Отмеченный факт во
многом объясняет важную роль выпуклых функций в экстремальных задачах.
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1.3.3 Метод исключения в задачах на относительный экстремум
Пусть U – непустое подмножество Rn и на множестве U определены числовые

функции f0, f1, . . . , fm. Предположим, что множество

Q := {x ∈ U , f1(x) = · · · = fm(x) = 0}

непусто. Задача минимизации функции f0 на множестве Q будет записываться следу-
ющим образом

f0(x) → min , (8)

x ∈ U , f1(x) = · · · = fm(x) = 0 (9)

и называться задачей на относительный минимум.
Элемент a из Q называют решением задачи (8), (9), если f(x) > f(a) для всех x

из Q; иногда в этом случае говорят, что a реализует абсолютный минимум функции f0

на множестве Q. Элемент a из Q именуют локальным решением задачи (8), (9), если
найдётся такое δ > 0, что f0(x) > f0(a)∀x ∈ Q ∩B(a, δ).

Один из распространённых методов решения задачи (8), (9) заключается в сведении
её к задаче на безусловный минимум. Проиллюстрируем данный метод в случае m = 1.
В этой ситуации возникает задача

f0(x) → min, x ∈ U , f1(x) = 0 . (10)

Предположим, что уравнение f1(x) = 0 можно разрешить относительно одного из неиз-
вестных xj, например, относительно xn. Иначе говоря, пусть равенство f1(x) = 0 эк-
вивалентно соотношению xn = g(x′), где x′ = (x1, . . . xn−1)

T принадлежит проекции
Q′ множества Q на гиперплоскость xn = 0, отождествляемой с пространством Rn−1.
Тогда задача (10) эквивалентна задаче минимизации функции h(x′) на множестве Q′.
Действительно, если a′ = (a1, . . . , an−1)

T есть точка минимума функции h(x′), то точ-
ка a = (a1, . . . , an−1, g(a

′))T – решение задачи (10); верно и обратное. Внимательный
читатель уже заметил, что метод исключения использовался выше при решении изопе-
риметрической задачи для треугольников.

Достоинством метода исключения является уменьшение числа искомых переменных
и уменьшение числа уравнений. Вместе с тем следует отметить и недостатки данного
метода: 1) нахождение в явном виде функции g достаточно затруднительно; 2) в ряде
случаев переменные x1, . . . , xn равноправны, а при методе исключения это равноправие
нарушается.

1.3.4 Правило множителей Лагранжа
В правиле множителей Лагранжа появляются новые переменные и новые уравнения.

Известны разнообразные версии этого правила, относящиеся к различным экстремаль-
ным задачам. Приведём правило множителей Лагранжа для задачи (8),(9).

Теорема 4. Пусть a – локальное решение задачи (8),(9), U – открытое подмно-
жество Rn и функции fi (i = 0, 1, . . . ,m) непрерывно дифференцируемы в некоторой
окрестности точки a. Тогда найдутся числа λi (i = 0, 1, . . . ,m), не все равные нулю и
такие, что

m∑
i=0

λi∇fi(a) = 0 . (11)
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Комментарий. Числа λi называют множителями Лагранжа, а теорему 4 – правилом
множителей Лагранжа. Ясно, что вместе с набором (λi) условию (11) удовлетворяет
набор (tλi), t 6= 0, иначе говоря, набор множителей Лагранжа определяется неоднознач-
но.

J Введём в рассмотрение функцию

Φ(x) =
1

2

m∑
i=0

f 2
i (x) .

Равенство Φ(x) = 0 эквивалентно предположениям fi(x) = 0 (i = 1, . . . ,m). Действи-
тельно, если Φ(x) = 0, то fi(x) = 0 (i = 1, . . . ,m). Верно и обратное; таким образом,
Q = {x ∈ U ,Φ(x) = 0}. Функция Φ(x) непрерывно дифференцируема в некоторой
окрестности точки a.

Фиксируем положительное число R так, что B(a,R) ⊂ U , f0(x) > f0(a) для всех x из
Q∩B(a,R), функции fi (i = 0, 1, . . . ,m) непрерывно дифференцируемы на шаре B(a,R).

Каждому натуральному числу N сопоставим функцию ΦN(x) = f0(x)+NΦ(x)+
|x− a|2

2и экстремальную задачу
ΦN(x) → min, x ∈ B(a,R) . (12)

Существование решения xN задачи (12) следует из теоремы Вейерштрасса. Справедли-
во неравенство ΦN(xN) 6 ΦN(a), более подробно

f0(x
N) +NΦ(xN) +

|xN − a|2

2
6 f0(a) . (13)

В частности, из (13) вытекает оценка

NΦ(xN) 6 f0(a)− f0(x
N) .

Правая часть последнего неравенства ограничена, поэтому Φ(xN) → 0 при
N → ∞. Последовательность xN принадлежит шару B(a,R). Если x̄ – предельная
точка этой последовательности, то Φ(x̄) = 0. Из (13) следуют неравенства

f0(x
N) +

|xN − a|2

2
6 f0(a), f0(x̄) +

|x̄− a|2

2
6 f0(a) .

С другой стороны, x̄ ∈ B(a,R)∩Q, следовательно, f0(x̄) > f0(a), поэтому x̄ = a. Всякая
предельная точка последовательности xN совпадает с a. Это означает, что последова-
тельность xN сходится к a при N → ∞. При больших N элемент xN есть внутренняя
точка шара B(a,R). Не нарушая общности, можно считать, что |xN − a| < R при всех
N .

Поскольку xN – внутренняя точка шара B(a,R) и xN минимизирует функцию ΦN

на этом шаре, то xN – критическая точка этой функции: ∇ΦN(xN) = 0, т.е.

∇f0(x
N) + N

m∑
i=1

fi(x
N)∇fi(xN) + xN − a = 0 .
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Разделим это равенство на положительное число KN так, чтобы получилось равенство

m∑
i=0

λNi ∇fi(xN) +
xN − a

KN
= 0 , (14)

в котором
m∑
i=0

(λNi )2 = 1 для всех N. (15)

Таким образом,

KN =

(
1 + N2

m∑
i=1

f 2
i (x

N)

)1

2
> 1 ,

λN0 =
1

KN
, λNi =

N

KN
fi(x

N) (i = 1, . . . ,m).

Каждая из последовательностей λNi (i = 0, 1, . . . ,m) ограничена, поэтому, не нарушая
общности, можно считать, что λNi → λi при N → ∞ (i = 0, 1, . . . ,m). Переходя в (14),
(15) к пределу, приходим к равенствам

m∑
i=0

λi∇fi(a) = 0,
m∑
i=0

λ2
i = 1 . (16)

Набор λ0, λ1, . . . , λm является искомым.I
Упражнение 1. Покажите, что если a – локально единственный минимум, то

в функцию ΦN(x) (см. доказательство теоремы 4) можно не включать слагаемое
|x−a|2/2; в этом случае указанный выше приём может быть использован для решения
задачи (8), (9) – метод штрафных функций.

1.3.5 Обсуждение правила множителей Лагранжа
Если в равенстве (11) λ0 6= 0, то, поделив это равенство на λ0, придём к аналогичному

(11) соотношению с множителем Лагранжа λ0 = 1. Однако этот подход применим лишь
при дополнительных условиях. Например, в экстремальной задаче

f0(x1, x2) = x2 → min, f(x1, x2) = x3
2 − x2

1 = 0

решение a = 0,∇f0(a) = (0 1)T , ∇f1(a) = (0 0)T . Если λ0∇f0(a) + λ1∇f1(a) = 0, то
λ0 = 0.

Любое предположение, гарантирующее неравенство λ0 6= 0, именуют условием регу-
лярности ограничений (9) в точке a.

Теорема 5. Если векторы ∇fi(a) (i = 1, . . . ,m) образуют линейно независимую
систему, то в точке a выполнено условие регулярности.

J Действительно, если в (11) λ0 = 0, то

λ1∇f1(a) + λ2∇f2(a) + · · ·+ λm∇fm(a) = 0.
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Поскольку система векторов ∇fi(a) (i = 1, . . . ,m) линейно независима, то

λ1 = · · · = λm = 0.

Таким образом, набор (λi) оказывается нулевым, что противоречит правилу множите-
лей Лагранжа. I

Следствие 1. Если m = 1 и хотя бы одна из частных производных функции f1 в
точке a отлична от нуля, то в точке a выполнено условие регулярности.

Следствие 2. Если 1 6 m 6 n и ранг матрицы
∂f1

∂x1

(a) . . .
∂f1

∂xn
(a)

... . . . ...
∂fm

∂x1

(a) . . .
∂fm

∂xn
(a)


равен m, то в точке a выполнено условие регулярности.

В качестве примера рассмотрим следующую задачу: в круг фиксированного ради-
уса R > 0 вписать n-угольник (n > 3) максимальной площади. Обозначим через
ϕ1, . . . , ϕn центральные углы, опирающиеся на стороны n-угольника. Задача сводится
к следующей

S =
R2

2

n∑
i=1

sinϕi → max,
n∑
i=1

ϕi = 2π, ϕi > 0.

Существование решения этой задачи вытекает из теоремы Вейерштрасса. Если
α1, . . . , αn – центральные углы максимального по площади многоугольника, то
α1 > 0, . . . , αn > 0 (ясно из геометрических соображений). Тогда точка
a = (α1, . . . , αn)

T является решением следующей экстремальной задачи

f0(x1, . . . , xn) = −
n∑
i=1

sin xi → min,

f1(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

xi − 2π = 0, xi > 0 (i = 1, . . . , n). (17)

Условие регулярности заведомо выполнено, поскольку все частные производные функ-
ции f1 равны 1. В правиле множителей Лагранжа можно взять λ0 = 1. Тогда a является
критической точкой для функции f0 + λ1f1 при некотором λ1. Отсюда вытекает равен-

ство α1 = · · · = αn =
2π

n
, т.е. оптимальный многоугольник правилен.

Анализ решения данной конкретной задачи позволяет сделать ряд выводов общего
характера. Прежде чем применять правило множителей Лагранжа, полезно установить
разрешимость соответствующей экстремальной задачи; на подготовительном этапе же-
лательно получить некоторую информацию о расположении точки экстремума. Это
может облегчить проверку условий регулярности ограничений (9). В предположении
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регулярности для определения точки a = (a1, . . . , an)
T и набора λ1, . . . , λm имеется си-

стема n+m уравнений

∂f0

∂xj
+

m∑
i=1

λi
∂fi
∂xj

= 0 (j = 1, . . . , n) , (18)

fi(x) = 0 (i = 1, . . . ,m). (19)

Таким образом, число уравнений совпадает с числом неизвестных и равно n +m. Это
позволяет надеяться, что система уравнений (18), (19) имеет лишь конечное число ре-
шений. Если это действительно так и решения системы (18), (19) известны, то выбрать
из них точку, оптимизирующую функцию f0, уже несложно.

Упражнение 2.(a) Найти максимум функции x2
1 . . . x

2
n на сфере x2

1 + · · ·+ x2
n = 1.

(b) Вывести из (a) неравенство

n
√
a1 . . . an 6

a1 + · · ·+ an
n

,

в котором a1, . . . , an – произвольные неотрицательные числа.
Упражнение 3. Найти эктремумы функции f0(x, y) = eaxy, a 6= 0 при наличии

ограничения
x3 + y3 + x+ y − 4 = 0 .

Для задач на относительный экстремум известны условия оптимальности второго
порядка, аналогичные теоремам 2, 3. Формулировки и доказательства соответствующих
утверждений можно найти в руководствах [3], [4], [17], [20].

1.4 Дифференцируемые отображения

1.4.1 Липшицевы отображения
Пусть Rn,Rm – евклидовы пространства размерностей n и m соотвественно, (u, v)

и |u| – скалярное произведение векторов u, v и длина вектора u. Если каждому x из
подмножества E пространства Rn сопоставлен вектор y = f(x) из Rm, то соответствие
f : E → Rm называют отображением из E в Rm ( или вектор-функцией на множестве E
со значениями в пространстве Rm). Поскольку при любом x из E вектор f(x) принад-
лежит Rm, то f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))T , где f1(x), . . . , fm(x) – компоненты f(x). Тем
самым на множестве E определяются скалярные функции fi : E → R (i = 1, . . . ,m),
называемые компонентами отображения f .

Наличие длины (нормы, метрики) в пространствах Rn,Rm позволяет обычным об-
разом определить предел отображения в точке, ввести понятия непрерывности и рав-
номерной непрерывности отображения на множестве, установить аналоги теорем Вей-
ерштрасса, Кантора, Больцано-Коши и т.п. Ниже используются терминология, обозна-
чения и результаты, приведённые в
[K 1, часть 2]; более подробные сведения содержатся в [1], [3 – 5], [7 – 20].

Назовём отображение f : E ⊂ Rn → Rmлипшицевым, если найдётся такая константа
L, что

|f(u)− f(v)| 6 L|u− v| для всех u, v из E. (1)
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Наименьшую из констант L, для которых справедлива оценка (1), обозначим символом
N (f). Число N (f) может быть определено равенством

N (f) = sup
u 6=v

|f(u)− f(v)|
|u− v|

, u ∈ E, v ∈ E.

Совокупность липшицевых отображений из E в пространство Rm обозначим символом
Lip (E,Rm). Если f, g – отображения класса Lip (E,Rm), α ∈ R, то и

f + g ∈ Lip (E,Rm), αf ∈ Lip (E,Rm).

Таким образом, класс Lip (E,Rm) есть линейное пространство над полем действитель-
ных чисел. Числовая характеристика N (·) обладает следующими свойствами:

1◦N (f) > 0 и N (f) = 0, лишь если f – постоянное отображение (позитивность);
2◦N (αf) = |α|N (f) (абсолютная однородность);
3◦N (f+g) 6 N (f)+N (g) для всех f, g из Lip (E,Rm) (неравенство треугольника);
4◦ липшицевость отображения f = (f1, . . . , fm)T эквивалентна липшицевости каждой

компоненты fk (k = 1, . . . ,m) данного отображения; при этом справедливы оценки

N (fk) 6 N (f) 6

(
m∑
i=1

N 2 (fi)

)1

2
; (2)

5◦ если f ∈ Lip (E,Rm), E1 ∈ Rm, g ∈ Lip (E1,R
k) и f(E) ⊂ E1, то суперпозиция

g ◦ f : E → Rk есть также липшицево отображение и

N (g ◦ f) 6 N (g)N (f) .

Докажем, например, правое из неравенств (2). Если |fi(u) − fi(v)| 6 Li|u − v| для
всех u, v из множества E, то

|f(u)− f(v)| =

(
m∑
i=1

|fi(u)− fi(v)|2
)1

2
6

6

(
m∑
i=1

L2
i |u− v|2

) 1
2

6

(
m∑
i=1

L2
i

)1

2
|u− v| .

Положив Li = N (fi) (i = 1, . . . ,m), приходим к требуемому результату.
Из теоремы 1.5. и неравенства (2) вытекает
Следствие.Пусть E– выпуклая область в Rn, fi : E → R (i = 1, . . . ,m) – всюду

дифференцируемые по Гато функции. Если все частные производные

∂fi

∂xj
(x) (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n)
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равномерно ограничены в области E, то отображение f = (f1, . . . , fm)T : E → Rm

липшицево и

N (f) 6 sup
x∈E

(
m∑
i=1

|∇fi(x)|2
)1

2
. (3)

Частным случаем липшицева отображения пространства Rn в пространство Rm яв-
ляется линейное отображение Λ: Rn → Rm. Такое отображение задаётся матрицей
(pij) (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n): если y = Λx и x = (x1, . . . , xn)

T , y = (y1, . . . , ym)T , то

yi =
n∑
j=1

pijxj (i = 1, . . . ,m). (4)

Матрицу (pij), порождающую отображение Λ, будем также обозначать символом Λ, что
вполне естественно, поскольку соотношения (4) эквивалентны матричному равенству

y1

y2
...
ym

 =


p11 p12 . . . p1n

p21 p22 . . . p2n
...

... . . . ...
pm1 pm2 . . . pmn




x1

x2
...
xn

 .

Совокупность линейных отображений из Rn в Rm будем обозначать символом
L(Rn,Rm). Очевидно, что L(Rn,Rm) есть линейное подпространство пространства
Lip(Rn,Rm). Если Λ ∈ L(Rn,Rm), то число N (Λ) называют нормой отображения
Λ: Rn → Rm и обозначают символом ‖Λ‖. Имеют место соотношения

‖Λ‖ = N (Λ) = max
|x|61

|Λx| 6

(∑
ij

p2
ij

)1

2
,

вытекающие из линейности отображения Λ и оценки (3).

1.4.2 Производные Гато и Фреше

Пусть E ⊂ Rn, a ∈
◦
E; f : E → Rm – отображение из E в Rm. Для любого вектора v из

Rn имеет смысл вектор-функция ϕ(t) = f(a+ tv) одного действительного переменного
t, определённая в некоторой окрестности t = 0. Если функция ϕ(t) = f(a+ tv) диффе-
ренцируема в точке t = 0, то вектор ϕ′(0) из Rm называют производной отображения
f в точке a по направлению v и обозначают символом f ′(a, v). Таким образом,

f ′(a, v) = ϕ′(0) = lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
.

Отображение f : E → Rm называют дифференцируемым по Гато в точке a ∈
◦
E, если

производная f ′(a, v) существует для любого вектора v из Rn и найдётся такое линей-
ное отображение Λ: Rn → Rm, что f ′(a, v) = Λv. Линейное отображение Λ обозначают
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символом f ′(a) и именуют производной отображения f в точке a. Найдём матричное
представление отображения f ′(a) через частные производные компонент f1, . . . , fm отоб-
ражения f .

Теорема 1. Отображение f = (f1, . . . , fm)T : E → Rm дифференцируемо по Гато

в точке a из
◦
E, если и только если каждая компонента fi отображения f диффе-

ренцируема по Гато в точке a; матричное представление производной f ′(a) даётся
матрицей Якоби 5

f ′(a) =

 D1f1(a) . . . Dnf1(a)
... . . . ...

D1fm(a) . . . Dnfm(a)

 . (4)

J Дифференцируемость вектор-функции ϕ(t) = f(a+tv) в точке t = 0 эквивалентна
дифференцируемости в этой точке функций ϕi(t) = fi(a+ tv) (i = 1, . . . ,m), при этом

ϕ′(0) = f ′(a, v) = (f ′1(a, v), . . . , f
′
m(a, v))T .

Отображение v → f ′(a, v) линейно в том и только в том случае, когда линейны функции
v → f ′i(a, v) (i = 1, . . . ,m). Это и доказывает первую часть теоремы. Поскольку

f ′i(a, v) =
n∑
j=1

Djfi(a)vj (i = 1, . . . ,m),

то

f ′(a, v) = (f ′i(a, v)) =

 D1f1(a) . . . Dnf1(a)
... . . . ...

D1fm(a) . . . Dnfm(a)


 v1

...
vn

 .

Последнее равенство влечёт за собой соотношение (4). I
В случае m = n матрица f ′(a) квадратна. Её определитель det f ′(a) называют яко-

бианом отображения f = (f1, . . . , fn)
T и обозначают символом

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a).

Геометрический смысл якобиана будет выяснен в следующей главе.
Отображение f : E → Rm называют дифференцируемым по Фреше в точке a ∈

◦
E,

если существует такое линейное отображение Λ: Rn → Rm, что

lim
v→0

f(a+ v)− f(a)− Λv

|v|
= 0 . (5)

Равенство (5) эквивалентно соотношению

f(a+ v)− f(a) = Λv + ω(v), (6)

5Якоби Карл Густав (Jacobi Carl Gustav) (1804 – 1851) – немецкий математик.
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в котором ω(v) = o(v) при v → 0, т.е.

lim
v→0

ω(v

|v|
= 0 . (7)

Дифференцируемость по Фреше отображения f в точке a очевидным образом влечёт
дифференцируемость по Гато отображения f в этой же точке; при этом Λ = f ′(a) есть
матрица Якоби отображения f . Справедлива

Теорема 2. Отображение f = (f1, . . . , fm)T : E → Rm дифференцируемо по Фреше

в точке a ∈
◦
E, если и только если каждая компонента fi (i = 1, . . . ,m) отображения

f дифференцируемa по Фреше в этой точке.
J Доказательство аналогично доказательству теоремы 1, поэтому опускается. I

Следствие. Пусть в некоторой окрестности точки a , принадлежащей
◦
E, функ-

ции fi : E → R, (i = 1, . . . ,m) имеют частные производные Djfi(x) (j = 1, . . . , n) и все
эти производные непрерывны в точке a. Тогда отображение f = (f1, . . . , fm)T диффе-
ренцируемо по Фреше в точке a.

Пусть Ω– открытое подмножество пространства Rn, l – натуральное число. Ниже
через C l(Ω,Rm) обозначается совокупность таких отображений

f = (f1, . . . , fm)T : Ω → Rm,

каждая компонента fi которых имеет непрерывные в области Ω частные производные до
порядка l включительно. Условие f ∈ C1(Ω,Rm) достаточно для дифференцируемости
по Фреше отображения f в каждой точке области Ω.

Читатель без труда докажет следующие утверждения:
1◦ Если f(x) = Ax + b (A – матрица размеров m × n, b ∈ Rm), то f ′(x) = A –

производная аффинного отображения постоянна.
2◦ Если отображения f, g : E → Rm дифференцируемы по Гато (Фреше) в точке

a ∈
◦
E, то при любых действительных α, β отображение h = αf + βg дифференцируемо

в том же смысле в точке a и h′(a) = αf ′(a) + βg′(a) – линейность операции дифферен-
цирования.

1.4.3 Производная суперпозиции отображений
Пусть U – открытое множество в Rn, V – открытое множество в Rm,

f = (f1, . . . , fm)T : U → Rm, g = (g1, . . . , gk)
T : V → Rk

– отображения, определённые на множествах U , V со значениями в пространствах Rm

и Rk соответственно. Если f(U ) ⊂ V , то определена суперпозиция

h = g ◦ f = (h1, . . . , hk) : U → Rk

отображений f и g: h(x) = g[f(x)] (x ∈ U ).
Теорема 3. Пусть отображения f, g дифференцируемы по Фреше в точках a ∈ U

и b = f(a) ∈ V . Тогда отображение h = g ◦ f дифференцируемо по Фреше в точке a и
имеет место равенство

h′(a) = g′(b)f ′(a) , (8)
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называемое правилом дифференцирования суперпозиции ( или цепным правилом диф-
ференцирования).

J Поскольку отображения f(x) и g(y) дифференцируемы по Фреше в точках a,
b = f(a) соответственно, то их приращения ∆f = f(a+∆x)−f(a), ∆g = g(b+∆y)−g(b)
выражаются через приращения ∆x,∆y аргументов x, y следующим образом

∆f = f ′(a)∆x+ r1(∆x), ∆g = g′(b)∆y + r2(∆y) ,

в этих равенствах r1(∆x) = o(∆x), r2(∆y) = o(∆y). Если положить ∆y = ∆f , то придём
к равенству

∆h = h(a+ ∆x)− h(a) = g′(b)(f ′(a)∆x+ r1(∆x)) + r2(f
′(a)∆x+ r1(∆x)) =

= g′(b)f ′(a)∆x+ g′(b)r1(∆x) + r2(f
′(a)∆x+ r1(∆x)) = I1 + I2 + I3.

Слагаемое I1 = g′(b)f ′(a)∆x линейно зависит от ∆x. Так как r1(∆x) = o(∆x), то вто-
рое слагаемое I2 = g′(b)r1(∆x) бесконечно мало по сравнению с ∆x. Действительно,
|I2| 6 ‖g′(b)‖ |r1(∆x)|, поэтому I2 = o(∆x) при ∆x→ 0. Поскольку

|f ′(a)∆x+ r1(∆x)| 6 ‖f ′(a)‖ |∆x|+ |r1(∆x)|,
то f ′(a)∆x + r1(∆x) = O(∆x) при ∆x → 0. Комбинируя это с соотношением
r2(∆y) = o(∆y), приходим к равенству I3 = r2(f

′(a)∆x+ r1(∆x)) = o(∆x) при ∆x→ 0.
Из проведённых рассуждений вытекает, что приращение ∆h = h(a + ∆x) − h(a)

отображения h = g ◦ f допускает представление
∆h = g′(b)f ′(a)∆x+ o(∆x) при ∆x→ 0 .

Это равенство означает, что отображение h дифференцируемо в точке a и
h′(a) = g′(b)f ′(a). I

Следствие 1. Справедливо матричное равенство
∂h1

∂x1
. . . ∂h1

∂xn... . . . ...
∂hk

∂x1
. . . ∂hk

∂xn

 (a) =


∂g1
∂y1

. . . ∂g1
∂ym

... . . . ...
∂gk

∂y1
. . . ∂gk

∂ym

 (b)


∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn... . . . ...

∂fm

∂x1
. . . ∂fm

∂xn

 (a).

Следствие 2. Если в условиях теоремы 3 n = m = k, то
D(h1, . . . , hn)

D(x1, . . . , xn)
(a) =

D(g1, . . . , gn)

D(y1, . . . , yn)
(b)

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a);

(якобиан суперпозиции отображений g, f равен произведению якобианов отображений
g и f).

Линейное отображение v → f ′(a)v называют дифференциалом отображения f в точ-
ке a и обозначают символом df : переменную v иногда обозначают единым символом dx.
В этих обозначениях df = f ′(a) dx. Интересен вариант формулы (8) в дифференциалах:

dh = h′(a) dx = g′(b)f ′(a) dx = g′(b) dy .

В этом равенстве y = g(x), т.е. y – зависимое переменное. Вместе с тем диффереци-
ал функции z = g(y) имеет тот же вид, как если бы y был независимым переменным
(свойство инвариантности первого дифференциала). Аналогичное замечание примени-
мо, разумеется, и к скалярным функциям многих переменных (см. п. 1.1.5).

Упражнение 1. Привести пример двух дифференцируемых (в смысле Гато) отоб-
ражений, суперпозиция которых не дифференцируема по Гато.
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1.4.4 Производная обратного отображения
Пусть U ,V – открытые подмножества пространства Rn. Биекцию

f : U → V называют гомеоморфизмом, если отображения f : U → V и обратное к
нему g = f−1 : V → U непрерывны. Обратный к гомеомофизму f , дифференцируе-
мому в точке a, может и не быть дифференцируемым в точке b = f(a) (всюду в этом
пункте подразумевается дифференцируемость по Фреше). Классический пример такого
рода: n = 1,U = V = (−1, 1), f(x) = x3. Отображение f непрерывно дифференцируемо,
однако обратное отображение g(y) = 3

√
y недифференцируемо в точке 0.

Теорема 4. Пусть гомеомофизм f : U → V дифференцируем в точке a ∈ U .
Для того чтобы отображение g = f−1 : V → U было дифференцируемым в точке
b = f(a), необходимо и достаточно, чтобы линейное отображение f ′(a) : Rn → Rn

было обратимым. Тогда
g′(b) = (f ′(a))

−1
. (4)

J Небходимость. Если отображение g дифференцируемо в точке b = f(a), то соглас-
но теореме 3 произведение отображений g′(b) и f ′(a) равно оператору I тождественного
преобразования: g′(b)f ′(a) = I. Значит, f ′(a) : Rn → Rn – обратимое отображение и
(f ′(a))−1 = g′(b).

Достаточность. Пусть отображение Λ = f ′(a) : Rn → Rn обратимо, k1 = ‖Λ‖,
k2 = ‖Λ−1‖. Тогда |Λv| 6 k1|v| ∀v ∈ Rn и |Λ−1w| 6 k2|w| ∀w ∈ Rn. Полагая w = Λv,

получаем неравенство |Λv| >
|v|
k2

для всех v из Rn.

Поскольку отображение y = f(x) дифференцируемо в точке a, то его приращение
∆y = f(a+ ∆x)− f(a) допускает представление

∆y = Λ∆x+ ω(∆x), (5)

в котором ω(∆x) = o(∆x) при ∆x → 0. В частности, найдётся такое число r0 > 0, что

если ∆x| 6 r0, то |ω(∆x)| 6
|∆x|
2k2

. Объединяя это неравенство с оценкой |Λv| >
|v|
k2

∀v ∈ Rn, получаем последовательно

|∆y| > |Λ(∆x)| − |ω(∆x)| > |∆x|
k2

− |∆x|
2k2

=
|∆x|
2k2

.

С другой стороны, справедливы оценки сверху

|∆y| 6 |Λ(∆x)|+ |ω(∆x)| 6 k1|∆x|+
|∆x|
2k2

.

Таким образом, величины ∆x,∆y имеют одинаковый порядок малости.
Ввиду непрерывности отображения x = g(y) = f−1(y) малому приращению ∆y ар-

гумента y соответствует малое приращение ∆x = g(b + ∆y) − g(b) отображения g(y).
В частности, можно подобрать положительное число δ0 так, что если |∆y| 6 δ0, то
|∆x| = |g(b+∆y)−g(b)| 6 r0. Следовательно, ∆x = O(∆y) при ∆y → 0. Из (5) вытекает
равенство

∆x = Λ−1(∆y)− Λ−1ω(∆x) . (6)
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Поскольку ∆x = O(∆y) и ω(∆y) = o(∆y) при ∆y → 0, то (6) влечёт за собой соотноше-
ния

Λ−1ω(∆x) = o(∆y) и ∆x = Λ−1∆y + o(∆y) при ∆y → 0 ,

второе из которых эквивалентно дифференцируемости отображения x = g(y) в точке
b = f(a) и равенству g′(b) = Λ−1 = (f ′(a))−1 . I

Отображение f : U → V называют диффеоморфизмом класса C1 (или C1-диф-
феоморфизмом), если f является биективным отображением, принадлежащим клас-
су C1(U ,Rn), и если обратное отображение g = f−1 : V → U принадлежит классу
C1(V ,Rn). Через GL(Rn) далее обозначается множество линейных и обратимых опе-
раторов, действующих в пространстве Rn.

Теорема 5. Пусть f = (f1, . . . , fn)
T : U → V – гомеоморфизм класса C1. Для того

чтобы отображение f было C1-диффеоморфизмом, необходимо и достаточно, чтобы
якобиан этого отображения был отличен от нуля:

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a) 6= 0 для всех a из U . (7)

J Условие (7) необходимо и достаточно для обратимости линейного отображения
f ′(a) : Rn → Rn в любой точке a из U . Поэтому (7) эквивалентно дифференцируемости
отображения x = g(y) = f−1(y) в каждой точке y множества V . В силу теоремы 4
справедливо равенство

g′(y) = (f ′(x))
−1

, (8)

в котором x = g(y) = f−1(y). Поскольку отображения y → g(y) (y ∈ V ), x → f ′(x)
(x ∈ U ), A→ A−1(A ∈ GL(Rn)) непрерывны, то их суперпозиция y → g′(y) (см. равен-
ство (8)) также непрерывна на множестве V . Следовательно, g = f−1 ∈ C1(V ,Rn). I

1.4.5 Формула конечных приращений
Для числовых функций одного действительного переменного справедлива теорема

Лагранжа, называемая формулой конечных приращений: если функция f : [a, b] → R
непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на интервале (a, b), то существует
точка c ∈ (a, b) такая, что

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a). (9)

Ранее (см. п. 1.1.6) мы убедились в том, что формула (9) остаётся справедливой и
для действительных функций многих переменных. Совсем не так обстоит дело для
векторнозначных функций (см, например, [K 1, часть 2], где устанавливалось более
слабое, чем (9), неравенство |f(b)−f(a)| 6 |f ′(c)(b−a)|. Покажем, что в этом виде аналог
формулы конечных приращений распространяется на векторные функции векторного
аргумента.

Теорема 6. ( Формула конечных приращений) Пусть открытое множество
Ω ⊂ Rn содержит отрезок [a, b]. Если отображение f : Ω → Rm дифференцируемо
по Гато в каждой точке отрезка [a, b], то найдётся такая точка c из (a, b), что

|f(b)− f(a)| 6 |f ′(c)(b− a)| . (10)
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J Подберём вектор v единичной длины так, что |f(b)−f(a)| = (f(b)−f(a), v). Введём
в рассмотрение скалярную функцию ϕ скалярного переменного t, полагая

ϕ(t) = (f(a+ t(b− a)), v) (0 6 t 6 1).

Определённая таким образом функция ϕ : [0, 1] → R дифференцируема на отрезке [0,1],
а потому и непрерывна на том же отрезке. В силу формулы конечных приращений
(теоремы Лагранжа) найдётся такое θ из (0, 1), что ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(θ). Поскольку
ϕ(0) = (f(a), v), ϕ(1) = (f(b), v), ϕ′(θ) = (f ′(a + θ(b− a))(b− a), v), то имеем последова-
тельно

|f(b)− f(a)| = (f(b)− f(a), v) = ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ) =

= (f ′(a+ θ(b− a))(b− a), v) 6 |f ′(a+ θ(b− a))(b− a)| .
Это и приводит к (10), если положить c = a+ θ(b− a). I

Следствие 1. В условиях теоремы 6 имеет место оценка

|f(b)− f(a)| 6 sup
c∈(a,b)

‖f ′(c)‖ |b− a| . (11)

Иногда оценку (11) именуют формулой среднего значения.
Следствие 2. Пусть отображение f : Ω → Rm дифференцируемо по Гато в каж-

дой точке области Ω и для каждого компакта K ⊂ Ω найдётся такая константа
L = L(K), что ‖f ′(x)‖ 6 L ∀x ∈ K. Тогда сужение отображения f на любой принадле-
жащий области Ω компакт K принадлежит Lip (K,Rm).

J Пусть компакт K принадлежит области Ω. При любом положительном ρ множе-
ство

Kρ :=
⋃
x∈K

B(x, ρ),

называемое ρ-оболочкой множества K, есть компакт. Фиксируем положительное число
δ так, что Kρ ⊂ Ω. В этом случае выполнено неравенство ‖f ′(x)‖ 6 L1 <∞ ∀x ∈ Kρ.

Если u, v ∈ K и 0 < |u− v| 6 δ, то отрезок [u, v] принадлежит Kδ, поэтому

|f(u)− f(v)| 6 sup
c∈(u,v)

‖f ′(c)‖|u− v| 6 L1|u− v|.

Если же u ∈ K, v ∈ K, но |u− v| > δ, то

|f(u)− f(v)|
|u− v|

6
1

δ
sup
u,v∈K

|f(u)− f(v)| 6 L2 <∞.

Из двух последних соотношений вытекает неравенство

|f(u)− f(v)|
|u− v|

6 max{L1, L2} <∞ , (12)

в котором u, v – произвольные и различные элементы из K. Неравенство (12) приводит
к требуемому утверждению.I
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Отображение f : E → Rm называют строго дифференцируемым в точке a ∈
◦
E,

если оно дифференцируемо по Гато в этой точке и для любого ε > 0 найдётся такое
δ > 0, что для всех u, v, принадлежащих множеству E и удовлетворяющих неравенствам
|u− a| < δ, |v − a| < δ, выполняется неравенство

|f(u)− f(v)− f ′(a)(u− v)| 6 ε|u− v| . (13)

Из (13) непосредственно вытекает, что строго дифференцируемое в точке a отображение
дифференцируемо по Фреше в этой точке и удовлетворяет в некоторой её окрестности
условию Липшица.

Следствие 3. Пусть отображение f : E → Rm дифференцируемо по Гато в каж-
дой точке шара B(a,R) (R > 0), содержащегося в множестве E. Если отображение
x→ f ′(x) непрерывно в точке a, т.е.

lim
x→a

‖f ′(x)− f ′(a)‖ = 0,

то отображение f строго дифференцируемо в этой точке.
J По заданному ε > 0 найдём положительное число δ < R так, чтобы из условия

|x− a| 6 δ следовало соотношение ‖f ′(x)− f ′(a)‖ < ε. Если u, v ∈ B(a, δ), то в силу вы-
пуклости шара B(a, δ) отрезок [u, v] принадлежит B(a, δ). Отображение
g(x) = f(x) − f ′(a)x дифференцируемо по Гато в шаре B(a, δ) и g′(x) = f ′(x) − f ′(a).
Применяя формулу среднего значения к отображению g, получаем

|f(u)− f(v)− f ′(a)(u− v)| = |g(u)− g(v)| 6 sup
c∈[u,v]

‖g′(c)‖ |u− v| 6

6 sup
c∈[u,v]

‖f ′(c)− f ′(a)‖ |u− v| 6 ε|u− v|,

что и означает строгую дифференцируемость отображения f в точке a.I

Следствие 4. Пусть Ω =
◦
Ω ⊂ Rn. Условие f ∈ C1(Ω,Rm) достаточно для строгой

дифференцируемости отображения f в каждой точке области Ω.
Упражнение 2. Показать, что функция одного переменного

f(x) =

{
x2 sin 1

x
(x 6= 0),

0 (x = 0)

дифференцируема в 0, но не является строго дифференцируемой в этой точке.
Отметим без доказательства следующее. Известен пример функции f одного пе-

ременного, имеющей в точке a строгую производную, несмотря на то что в каждой
окрестности a cуществуют точки, в которых функция f недифференцируема. Вместе с
тем если функция f всё-таки дифференцируема в каждой точке некоторой окрестности
a, то производная f ′ в точке a строга тогда и только тогда, когда она непрерывна в a.
Аналогичные результаты справедливы и для функций многих переменных.
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1.5 Теоремы об обратном и неявном отображении

1.5.1 Принцип сжимающих отображений
Пусть M – непустое подмножество пространства Rn,F : M → M – преобразование

множества M в себя. Элемент x∗ называется неподвижной точкой отображения F ,
если x∗ = F (x∗). Одним из наиболее известных результатов о существовании и един-
ственности неподвижной точки является принцип сжимающих отображений. Приведём
используемый далее вариант этого принципа.

Отображение F : M → M назовём сжимающим, если

|F (u)−F (v)| 6 q|u− v| для всех u, v из M , (1)

где 0 < q < 1, константа сжатия q не зависит от u, v.
Теорема 1. Пусть M – замкнутое подмножество Rn,F : M → M – сжимающее

отображение, q – константа сжатия. Тогда 1) отображение F имеет единственную
неподвижную точку x∗; 2) последовательные приближения

x0 ∈ M , x1 = F (x0), . . . , xk = F (xk−1), . . . (2)

сходятся к x∗ для любого начального приближения x0;

3) |xk − x∗| 6
qk

1− q
|x1 − x0| . (3)

J Фиксируем элемент x0 из M и образуем ( по формуле (2)) последовательные
приближения x1, . . . , xk, . . . . Очевидны соотношения

xk ∈ M , |xk − xk−1| = |F (xk−1)−F (xk−2)| 6 q|xk−1 − xk−2|.

Отсюда получаем оценки

|xk − xk−1| 6 qk−1|x1 − x0| (k > 1).

Из этих оценок вытекают неравенства

|xm+p − xm| 6 |xm+p − xm+p−1|+ · · ·+ |xm+1 − xm| 6

qm+p−1|x1 − x0|+ · · ·+ qm|x1 − x0| 6
∞∑
i=m

|x1 − x0| = qm

1− q
|x1 − x0|. (4)

В частности, xm – фундаментальная, а значит, и сходящаяся последовательность. Если
x∗ – её предел, то

x∗ = lim
k→∞

xk = lim
k→∞

F (xk−1) = F (x∗).

Существование неподвижной точки отображения F доказано.
Если y∗ – другая неподвижная точка отображения F , то

|x∗ − y∗| = |F (x∗)−F (y∗)| 6 q|x∗ − y∗| ,
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а это возможно лишь если x∗ = y∗. Следовательно, неподвижная точка единственна.

Устремляя в (4) p к ∞, приходим к оценке |xm − x∗| 6
qm

1− q
, совпадающей с (3). I

Утверждение теоремы и её доказательство сохранятся при замене евклидовой нормы
любой другой нормой. В частности, можно использовать нормы νp (1 6 p 6 ∞) в
пространстве Rn. Это замечание полезно в связи с тем, что условие сжимаемости (1)
удобно проверять для норм, отличных от евклидовой, например, для кубической ν∞
или октаэдрической ν1 нормы, определяемых равенствами

ν∞(x) = max
16i6n

|xi|, ν1(x) =
n∑
i=1

|xi| .

1.5.2 Отображения, близкие к тождественному
Пусть Ω – открытое подмножество пространства Rn, Φ: Ω → Rn – отображение

из Ω в Rn. Будем говорить, что Φ есть отображение класса I(q) (0 < q < 1), если
Φ(x) = x−h(x), где h : Ω → Rn и |h(u)−h(v)| 6 q|u−v| для всех u, v из Ω. Отображения
класса I(q) по ряду свойств близки к оператору I тождественного преобразования.

Лемма 1. Если Φ: Ω → Rn – отображение класса I(q) (0 < q < 1), то 1) отоб-
ражение Φ: Ω → Φ(Ω) обратимо; 2) отображения Φ и Φ−1 удовлетворяют условию
Липшица; 3) образ Φ(D) каждого открытого множества D ⊂ Ω есть открытое мно-
жество.

J Для любых u, v из Ω справедливы соотношения Φ(u) = u− h(u), Φ(v) = v − h(v),
Φ(u)− Φ(v) = u− v − (h(u)− h(v)). В силу неравенства треугольника отсюда следуют
оценки

(1− q)|u− v| 6 |Φ(u)− Φ(v)| 6 (1 + q)|u− v| .

Поскольку |u− v| 6
1

1− q
|Φ(u)− Φ(v)|, то Φ есть биекция множества Ω на множество

Ω1 := Φ(Ω). Поэтому существует обратное к отображению Φ: Ω → Ω1 отображение
Φ−1 : Ω1 → Ω, причём

|Φ−1(z)− Φ−1(w)| 6 1

1− q
|z − w| ∀z, w ∈ Ω1.

Таким образом, отображения Φ, Φ−1 удовлетворяют условию Липшица с константами

1 + q и
1

1− q
соответственно.

Пусть D – открытое подмножество Ω, G := Φ(D). Установим открытость множества
G . Пусть b = Φ(a) ∈ G . Не нарушая общности, можно считать, что a = b = 0 (выпол-
нения этого предположения можно добиться путём подходящих сдвигов). Поскольку D
– открытое множество и 0 = a ∈ D , то B(0, R) ⊂ D при некотором положительном R.

Докажем включение B(0, (1 − q)R) ⊂ G , т.е. установим разрешимость уравнения
Φ(x) = x − h(x) = y для любого y из B(0, (1 − q)R). Отображение F (x) := y + h(x)
сжимающее с константой сжатия q. Если x ∈ B(0, R), то

|F (x)| 6 |F (x)−F (0)|+ |F (0)| q|x|+ |y| 6 qR + (1− q)R = R ,
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и, таким образом, |F (x)| 6 R, если |x| 6 R. Поскольку F сжимающее отображение
шара B(0, R) в себя, то существует единственная неподвижная точка x∗ отображения
F , т.е. x∗ = F (x∗) = h(x∗)+y. Итак, для любого y из B(0, R(1−q)) существует решение
уравнения Φ(x) = x− h(x) = y. Это и доказывает открытость множества G = Φ(D). I

Лемма 1 влечёт за собой открытость множества Ω1 = Φ(Ω).

Лемма 2. Пусть Φ: Ω → Rn – отображение класса I(q) и 0 6 q <
1

2
. Тогда

обратное отображение Φ−1 : Ω1 → Ω принадлежит классу Iq1, где q1 =
q

1− q
.

J Элемент x = Φ−1(y) удовлетворяет уравнению x − h(x) = y. Следовательно,
x = h(x) + y = h(Φ−1(y)) + y = y − h1(y), где h1(y) = −h(Φ(y)). Если z, w – элементы
множества Ω1, то

|h1(z)− h1(w)| = |h(Φ−1(z))− h(Φ−1(w))| 6

6 q|Φ−1(z)− Φ−1(w)| 6
q

1− q
|z − w| = q1|z − w|.

Итак, Φ−1(y) = y − h1(y) и N (h1) 6 q1. I
Достаточное условие принадлежности отображения классу I(q) содержит
Лемма 3. Пусть W – открытое подмножество Rn, отображение Φ: W → Rn

строго дифференцируемо в точке a ∈ W и Φ′(a) = I. Тогда для любого числа q из
интервала (0, 1) найдётся такое R > 0, что сужение отображения Φ на открытую

шаровую окрестность
◦
B(a,R) принадлежит классу I(q).

J Отображение Φ строго дифференцируемо в точке a и Φ′(a) = I. Поэтому суще-
ствует такая функция γ(ρ) (0 < ρ < ρ0), что γ(ρ) → 0 при ρ→ 0 и

|Φ(u)− Φ(v)− (u− v)| 6 γ(ρ)|u− v| ∀u, v ∈ B(a, ρ). (5)

Положим h(x) = x−Φ(x). Тогда Φ(x) = x−h(x) и отображение h удовлетворяет вытека-
ющему из (5) неравенству |h(u)−h(v)| 6 γ(ρ)|u−v|. Теперь доказываемое утверждение
очевидно.I

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 3. Тогда существует такое положи-
тельное число r, что

1) сужение отображения Φ на открытую шаровую окрестность
◦
B(a, r) есть би-

екция
◦
B(a, r) на открытое множество V ;

2) преобразования Φ:
◦
B(a, r) → V, Φ−1 : V →

◦
B(a, r) липшицевы;

3) отображение Φ−1 строго дифференцируемо в точке b = Φ(a) и справедливо ра-
венство (Φ−1)′(b) = I.

J Фиксируем число r > 0 так, что 2γ(ρ) < 1 для всех ρ 6 r. Если 0 < ρ 6 r,

то сужение отображения Φ на
◦
B(a, ρ) принадлежит классу I(γ(ρ)). В силу лемм 1, 2

отображение Φ:
◦
B(a, ρ) → Φ(

◦
B(a, r)) есть биекция и отображение Φ−1 : Φ(

◦
B(a, ρ)) →

◦
B(a, ρ) принадлежит классу I(γ1(ρ)), где γ1(ρ) =

γ(ρ)

1− γ(ρ)
. В частности, отображения

Φ,Φ−1 липшицевы. Если z, w ∈ Φ(
◦
B(a, ρ)), то

|Φ−1(z)− Φ−1(w)− (z − w)| 6 γ1(ρ)|z − w|.
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Это означает, что отображение Φ−1 строго дифференцируемо в точке b = Φ(a) и
(Φ−1)′(b) = I. I

Замечание. Леммы 1– 4 и их доказательства сохраняются при замене евклидовой
нормы произвольной нормой в пространстве Rn. Во второй главе будут использоваться
варианты этих лемм для кубической нормы.

1.5.3 Теорема о локальном обращении
В п. 4.4 предполагалось, что отображение f есть гомеоморфизм. От этого апри-

орного предположения можно избавиться, опираясь на результаты предшествующего
пункта.

Теорема 2. Пусть W – открытое подмножество пространства Rn, отображение
f : W → Rn строго дифференцируемо в точке a ∈ W и f ′(a) принадлежит GL(Rn).
Тогда существует открытая шаровая окрестность U1 точки a (U1 ⊂ W ) и открытая
окрестность V1 точки b = f(a), что f отображает гомеоморфно U1 на V1.

J Если f ′(a) = I, то теорема следует из леммы 4. Общий случай легко сводится к это-
му. Действительно, пусть Λ = f ′(a) ∈ GL(Rn). Уравнение f(x) = y эквивалентно урав-
нению Λ−1f(x) = Λ−1y. Введём новое переменное v = Λ−1(y). К уравнению Λ−1f(x) = v
можно применить уже доказанный результат. Учитывая связь между неизвестными y
и v, приходим к доказываемому утверждению.I

Имеет место следующее утверждение ( теорема о локальном обращении – основной
результат этого параграфа).

Теорема 3.Пусть W – открытое подмножество Rn, f – отображение класса
C1(W,Rn), a ∈ W и f ′(a) ∈ GL(Rn). Тогда существует открытая шаровая окрест-
ность U точки a и открытая окрестность V точки b = f(a), такие, что сужение
f на U есть C1 - диффеоморфизм U на V .

J Так как f ∈ C1(W,Rn), то отображение f : W → Rn строго дифференцируемо в
каждой точке множества W . В частности, f строго дифференцируемо в точке a. Мы
находимся в условиях теоремы 2. Согласно этой теореме существует открытая шаровая
окрестность U1 точки a (U1 ⊂ W ) и открытая окрестность V1 точки b = f(a), такие, что
f отображает гомеоморфно U1 на V1. Переходя, если это необходимо, от U1 к меньшей
шаровой окрестности U точки a, можно считать, что f ′(x) ∈ GL(Rn для всех x из
U . (Действительно, функция x → det f ′(x) непрерывна, а так как det f ′(a) 6= 0, то
det f ′(x) 6= 0 в некоторой шаровой окрестности U ⊂ U1 точки a.) Теперь доказываемое
утверждение вытекает из теоремы 1.4.5.I

Сформулируем теорему 3 в координатной форме. Пусть f1, . . . , fn – компоненты
отображения f : W → Rn. Условие f ∈ C1(W,Rn) означает, что все частные производ-

ные
∂fi

∂xj
функций fi (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) определены и непрерывны на множестве

W . Предположение f ′(a) ∈ GL(Rn) эквивалентно неравенству

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a) 6= 0 (6)

(якобиан отображения f в точке a отличен от нуля).
Теорема о локальном обращении утверждает, что если выполнено (6), то сушествует

открытый шар U =
◦
B(a, r) положительного радиуса r c центром в точке a и открытое
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множество V , содержащее точку b = f(a), такие, что отображение f является C1-
диффеоморфизмом U → V . Обратное отображение g = f−1 : V → U определяется n
функциями gi(y1, . . . , yn) (i = 1, . . . , n) класса C1(V ).

1.5.4 Функциональная зависимость
Пусть f1, . . . , fm – система функций, определённых в окрестности U (a) точки

a ∈ Rn. Будем предполагать, что функции fi,
∂fi

∂xj
(i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) непре-

рывны в U (a).

Рассмотрим матрицу f ′(a) =

(
∂fi

∂xj
(a)

)
размеров m × n. Если ранг матрицы f ′(a)

равен m, то он равен m и в некоторой окрестности точки a. В этом случае функции
f1, . . . , fm называют независимыми. Если ранг матрицы f ′(a) меньше m в некоторой
окрестности точки a, то функции f1, . . . , fm именуют зависимыми.

Пусть m < n и система функций f1, . . . , fm независима. Эту систему можно допол-
нить функциями fm+1, . . . , fn до независимой системы. Действительно, так как
rangf ′(a) = m, то строки f ′1(a), . . . , f

′
m(a) можно дополнить постоянными строками до

квадратой невырожденной матрицы. Добавленные строки можно считать производны-
ми линейных функций fm+1, . . . , fn.

Теорема 4. Пусть система функций f1, . . . , fm независима, а функция w(x) тако-
ва, что система функций f1, . . . , fm, w уже зависима. Тогда существует такая функ-
ция Ψ(y1, . . . , ym) с непрерывными производными, что в некоторой окрестности точки
a выполнено тождество

w(x) = Ψ(f1(x), . . . , fm(x)) ,

иначе говоря, функция w(x) выражается через функции f1(x), . . . , fm(x).
J Дополним независимую систему f1, . . . , fm n − m функциями fm+1, . . . , fn до

независимой системы. Положим yi = fi(x) (i = 1, . . . , n) , y = f(x). Фиксируем откры-
тые множества U ,V , содержащие точки a и b = f(a) соответственно, так что сужение
f на U есть диффеоморфизм U на V . Положим Ψ(y) = w(f−1(y)). Очевидно, что
Ψ(f(x)) = w(f−1(f(x))) = w(x). Поэтому достаточно доказать, что функция Ψ не зави-
сит от переменных ym+1, . . . , yn.

Пусть l – одно из чисел m+ 1, . . . , n. Докажем, что
∂Ψ

∂yl
= 0. Имеем

∂Ψ

∂yl
=

n∑
j=1

∂w

∂xj
(x)

∂xj
∂yl

(y) . (7)

Если i = 1, . . . ,m, то
∂yi

∂yl
= 0, с другой стороны,

0 =
∂yi
∂yl

=
n∑
j=1

∂fi
∂xj

(x)
∂xi
∂yl

(y) . (8)
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В силу зависимости системы функций f1, . . . fm, w вектор-строка w′(x) есть линейная
комбинация вектор-строк f ′1(x), . . . , f

′
m(x), поэтому из (7), (8) следует равенство

∂Ψ

∂yl
= 0.I

1.5.5 Теорема о неявном отображении
В этом пункте k, s – натуральные числа, n = k + s. Пространство Rn будем рас-

сматривать как прямое произведение пространств Rk и Rs : Rn = Rk ×Rs; точку z из
Rn будем записывать в виде z = (x; y), где x ∈ Rk, y ∈ Rs. Пусть имеется s функций
F1, . . . , Fs переменных x1, . . . , xk, y1, . . . , ys, определенных и непрерывно дифференциру-
емых на открытом множестве W ⊂ Rn. Пусть для некоторой точки a = (x̂; ŷ) ∈ W
выполняются равенства

Fi(x̂; ŷ) = 0 (i = 1, . . . , s). (9)

Положим F (x; y) = (F1(x; y), . . . , Fs(x, y))
T и введём в рассмотрение матрицы

Fx(z) =

(
∂Fi
∂xj

(z)

)
(i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , k),

Fy(z) =

(
∂Fi
∂yl

(z)

)
(i = 1, . . . , s; l = 1, . . . , s).

Таким образом, Fx(z) – прямоугольная матрица размеров s × k, Fy(z) – квадратная
матрица размеров s× s.

Теорема 5. Пусть выполнены равенства (9) и матрица Fy(a) обратима. Тогда

существуют δ > 0 и отображение ϕ :
◦
B(x̂, δ) → Rs класса

C1(
◦
B(x, δ),Rs) такие, что

F (x;ϕ(x)) = 0 (x ∈
◦
B(x̂, δ)); ŷ = ϕ(x̂).

J Определим отображение f : W → Rn, полагая для z = (x; y) ∈ Rk ×Rs

f(z) = f(x; y) = (x;F (x, y)).

Производная f ′(z) этого отображения в точке z = (x; y) есть матрица размеров n × n,
имеющая вид

f ′(z) =

(
Ik 0k×s

Fx(z) Fy(z)

)
,

где Ik – единичная матрица размеров k × k, 0k×s – нулевая матрица размеров k × s.
Определитель этой матрицы в точке a равен detFy(a) 6= 0. К отображению f можно
применить теорему 3. Согласно этой теореме существуют такие окрестности U ,V точек
a = (x̂; ŷ) и b = (x̂; 0), что сужение f на U есть диффеоморфизм U на V . Отображение
f задаётся соотношением (9). Обратное к f отображение f−1 : V → U определяется
равенством f−1(x; v) = (x; g(x, v), где отображение g : V → Rs непрерывно дифферен-
цируемо. Поскольку f и f−1 – взаимно обратные отображения, то f [f−1(x; v)] = (x; v).
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В частности, F (x; g(x; v)) = v. Отображение ϕ(x) = g(x; 0) является искомым. Действи-
тельно, F (x;ϕ(x)) = 0, ŷ = ϕ(x̂). Непрерывная дифференцируемость отображения ϕ
вытекает из непрерывной дифференцируемости отображения g. I

Отметим равенство

ϕ′(x) = − (Fy(x;ϕ(x)))−1 Fx(x;ϕ(x))

– правило дифференцирования неявного отображения. Оно вытекает из тождества
F (x;ϕ(x)) ≡ 0 и является обобщением правила дифференцирования неявной функ-
ции, установленного в п. 1.1.7. Отметим без доказательства следующее: если в усло-
виях теоремы 5 F ∈ Cm(W,Rs), то и неявная функция ϕ также m раз непрерывно
дифференцируема в области определения.

Наметим приложения теоремы о неявном отображении к геометрическим и экстре-
мальным задачам. Пусть Ω – открытое подмножество Rn; f1, . . . , fm(m < n) – функции
класса C1(Ω) и в некоторой точке a из Ω выполнены соотношения

f1(a) = · · · = fm(a) = 0, rang

 D1f1(a) . . . Dnf1(a)
... . . . ...

D1fm(a) . . . Dnfm(a)

 = m.

Введём в рассмотрение множество

Q:={x ∈ Ω, f1(x) = · · · = fm(x) = 0} .

Очевидно, что a ∈ Q, поэтому Q 6= ∅. Обозначим через TQ(a) касательное к множеству
Q в точке a множество (см п. 1.1).

Упражнение 1. Доказать, что

TQ(a) = {v ∈ Rn, (∇fi(a), v) = 0, i = 1, . . . ,m}.

Упражнение 2.Если a – локальное решение задачи

f(x) → min, x ∈ Q (10)

и функция f : Ω → R дифференцируема в точке a, то (∇f(a), v) = 0 для всех v из
TQ(a).

Упражнение 3.Вывести из результата упражнения 2 равенство

∇f(a) +
m∑
i=1

λi∇fi(a) = 0 (11)

в котором λ1, . . . , λm – некоторые действительные числа.
Соотношение (11) представляет правило множителей Лагранжа для задачи (10).

Намеченный способ его доказательства более геометричен, чем изложенный в п. 1.3.4,
но вряд ли короче.

Упражнение 4. Доказать, что наибольшее и наименьшее значения функции

f0(x) =
n∑

i,j=1

aijxixj, aij = aji,
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на сфере
n∑
i=1

x2
i = 1

равны наибольшему и наименьшему собственному значению матрицы aij.
Упражнение 5.Найти наибольший объем, который может иметь прямоуголь-

ный параллелепипед, если:
1) поверхность его равна S;
2) сумма длин ребер равна a.
Упражнение 6. Определить наибольшую вместимость конической воронки, по-

верхность которой равна S.
Упражнение 7. Доказать неравенство Адамара: если A = (aij – матрица размера

n× n и ∆ = detA – ее определитель, то

∆2 6
n∏
i=1

(
n∑
j=1

a2
ij

)
.

Убедиться, что равенство имеет место лишь в том случае, если

n∑
j=1

aijakj = 0 при всех i, k = 1, . . . , n, i 6= k .

Упражнение 8.Доказать, что для треугольника со сторонами a, b, c и площадью
S имеет место соотношение a2 + b2 + c2 > 4S

√
3.

Упражнение 9. На плоскости задан треугольник ABC. Среди всех пирамид с
основанием ABC и высотой данной длины найти ту, которая имеет наименьшую
боковую поверхность.

Упражнение 10. Найти наименьшее значение суммы a2 + b2, где a, b – числа, при
которых уравнение

x4 + ax3 + bx2 + ax+ 1 = 0

имеет хотя бы один (действительный) корень.
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Глава 2

Кратные интегралы

2.1 Интеграл по брусу

2.1.1 Брус и его разбиения
Брус в пространстве Rn (n > 2) – это прямое произведение n отрезков действитель-

ной прямой. Более подробно, пусть [a1, b1], . . . , [an, bn] – отрезки действительной прямой
R, при этом ak 6 bk (k = 1, . . . , n). Брус

A := [a1, b1]× · · · × [an, bn] = {x = (xj), aj 6 xj 6 bj, j = 1, . . . , n}.

При n = 2 брус – это прямоугольник на плоскости (x1, x2) со сторонами, параллельными
осям координат, при n = 3 брус – это прямоугольный параллелепипед в пространстве
(x1, x2, x3) со сторонами, параллельными осям координат, и т.д.

Объёмом бруса A = [a1, b1] × · · · × [an, bn] называют произведение длин его рёбер
b1 − a1, . . . , bn − an : V (A) = (b1 − a1) . . . (bn − an). В случае n = 2 число V (A) совпа-
дает с площадью прямоугольника A; при n = 3 – обычный объём параллелепипеда A;
для произвольного n используется терминология, принятая в трёхмерном пространстве.
Брус называют кубом, если длины всех его рёбер одинаковы. Особую роль далее играет
стандартный куб �n := {x = (xj), 0 6 xj 6 1, j = 1, . . . , n}. Очевидно, что V (�n) = 1.

Систему брусов A1, . . . , AN назовём разбиением бруса A, если

A =
N⋃
i=1

Ai и V (Ai
⋂

Aj) = 0 при i 6= j

(объединение брусов Ai совпадает с A и составляющие A брусы Ai почти не пересека-
ются). Иногда разбиение {A1, . . . , AN} будем обозначать символом τ .

Разбиение τ ′ = {B1, . . . , BM} бруса A назовём продолжением разбиения
τ = {A1, . . . , AN}, если каждый брус Bi, входящий в разбиение τ ′, составляет часть неко-
торого бруса Aj из разбиения τ . В этом случае пишем τ ≺ τ ′. Если τ1 = {A1, . . . , AN},
τ2 = {B1, . . . , BM} – два разбиения бруса A, то разбиение

τ = τ1 ∩ τ2:={Ai ∩Bj, i = 1, . . . , N ; j = 1, . . . ,M}

назовём произведением разбиений τ1, τ2. Аналогичным образом определяется произве-
дение τ = τ1 ∩ τ2 ∩ · · · ∩ τm любого числа разбиений τ1, τ2, . . . , τm.
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Каждое разбиение Pk = {c0, c1, . . . , cn} отрезка [ak, bk] порождает элементарное раз-
биение τk бруса A; Ai = [a1, b1] × · · · × [ci−1, ci] × . . . [an, bn] (лишь k - ая сторона раз-
бивается на части). Произведение элементарных разбиений τ1, . . . , τn назовём простым
разбиением. Для каждого разбиения τ бруса A существует его простое продолжение τ ′.

Описанные выше конструкции выглядят особенно обозримыми в случае
n = 2. При первом чтении можно ограничиться именно этим случаем. Разобравшись
с функциями двух переменных, читатель поймёт, что при n > 2 всё аналогично (по
крайней мере, в обсуждаемых далее ситуациях).

2.1.2 Определение интеграла по брусу
Пусть f : A→ R – ограниченная на брусе A функция, τ = {A1, . . . , AN} – разбиение

бруса. Функции f и разбиению τ сопоставим числа

Mi = sup
x∈Ai

f(x) , mi = inf
x∈Ai

f(x) (i = 1, . . . , N)

и суммы

Sτ (f):=
N∑
i=1

MiV (Ai), Sτ (f):=
N∑
i=1

miV (Ai),

называемые верхней и нижней суммами Дарбу функции f соответственно. Очевидно,
что Sτ (f) 6 Sτ (f). Стандартным образом устанавливаются следующие свойства сумм
Дарбу.

1) Если τ ≺ τ ′, то Sτ ′(f) 6 Sτ (f), Sτ ′(f) > Sτ (f): при переходе от разбиения τ к его
продолжению τ ′ верхняя сумма Дарбу не увеличивается, а нижняя – не уменьшается.

2) Для любых двух разбиений τ1, τ2 бруса A справедливо неравенство

Sτ1(f) > Sτ2(f).

Совокупность сумм Дарбу Sτ (f) (Sτ (f)), соответствующих всевозможным разбиениям
τ бруса A, является ограниченным числовым множеством. Имеют смысл числа

J∗(f) = inf
τ
Sτ (f), J∗(f) = sup

τ
Sτ (f),

называемые верхним и нижним интегралами функции f по брусу A. Из первого свой-
ства сумм Дарбу вытекает, что числа J∗(f), J∗(f) не изменятся, если в их определениях
рассматривать лишь простые разбиения бруса A.

Функция f : A→ R называется интегрируемой (в смысле Римана) по брусу A, если
J∗(f) = J∗(f). Общее значение J∗(f) и J∗(f) называют интегралом от функции f по
брусу A и обозначают J(f), а также∫

A

f(x) dx или
∫
· · ·
∫

A

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn;

в частности, двойные и тройные интегралы от функции f по брусу A обозначают сим-
волами ∫∫

A

f(x1, x2) dx1dx2,

∫∫∫
A

f(x1, x2, x3) dx1dx2dx3
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соответственно. Совокупность интегрируемых по брусу A функций обозначают симво-
лом R(A). Справедлив

Критерий Римана интегрируемости. Ограниченная на брусе A функция f ин-
тегрируема, если и только если для каждого ε > 0 найдётся такое разбиение τ бруса
A, что Sτ (f)− Sτ (f) < ε.

J Доказательство аналогично относящемуся к случаю n = 1, поэтому не
приводится. I

В критерии Римана можно ограничиться простыми разбиениями бруса A.

2.1.3 Свойства интеграла Римана
Отметим ряд следствий критерия Римана.
Лемма 1. Сумма (разность, произведение) интегрируемых по брусу функций есть

интегрируемая по брусу функция.
Лемма 2. Если f ∈ R(A), функция ϕ : f(A) → R липшицева, то их суперпозиция

ϕ ◦ f принадлежит R(A).
Лемма 3. Если f ∈ R(A) и τ = {A1, . . . , An}– разбиение бруса A, то сужение f на

Ai принадлежит R(Ai) (i = 1, . . . , N); верно и обратное.
Доказательства лемм 1 – 3 аналогичны проведённым для n = 1, поэтому опускают-

ся. Если в условиях леммы 2 положить ϕ(t) = |t|, то получаем следующий результат:
включение f ∈ R(A) влечёт включение |f | ∈ R(A). Комбинируя следствия 1, 2, при-
ходим к выводу: если функции f1, . . . , fm принадлежат R(A), то любая их линейная
комбинация λ1f1 + · · · + λmfm (λi ∈ R, i = 1, . . . ,m) также принадлежит R(A) (иначе
говоря, класс R(A) есть линейное пространство над полем действительных чисел).

Сформулируем теперь свойства интеграла.
1◦. J(f + g) = J(f) + J(g) ∀f, g ∈ R(A);
2◦. J(λf) = λJ(f) (f ∈ R(A), λ ∈ R).
Свойства 1◦, 2◦ выражают линейность интеграла. Из 1◦, 2◦ вытекает равенство

J

(
m∑
i=1

λifi

)
=

m∑
i=1

λiJ(fi),

в котором λi ∈ R, fi ∈ R(A) (i = 1, . . . ,m).
3◦. Если f ∈ R(A), τ = {A1, . . . , AN} – разбиение бруса A, то∫

A

f(x) dx =
m∑
i=1

∫
Ai

f(x) dx

(свойство аддитивности интеграла).
4◦. Если f ∈ R(A), g ∈ R(A) и f(x) 6 g(x) для всех x из A, то J(f) 6 J(g)

(монотонность интеграла).
Свойство монотонности интеграла влечёт за собой неравенства

|Jf | 6 J(|f |), J(|f + g|) 6 J(|f |) + J(|g|),

в которых f, g – произвольные функции из R(A).
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5◦. ∫
A

1 dx = V (A) (нормировка интеграла).

Доказательства свойств 1◦ − 5◦ опускаются, поскольку они идентичны их одномер-
ным вариантам (недоверчивому читателю предлагается убедиться в этом самостоятель-
но или познакомиться с книгой [16]; при её чтении следует помнить, что некоторые
рассуждения и вычисления в ней проведены весьма сжато, а доказательства иногда
опираются на результаты, приведённые лишь в задачах). В определённом смысле свой-
ства 1◦ − 5◦ однозначно характеризуют интеграл.

2.1.4 Критерий Лебега интегрируемости по брусу
Наиболее удобный критерий интегрируемости функции установлен Лебегом. Для

формулировки критерия введём понятия множества объёма нуль и меры нуль. Мно-
жество X ⊂ Rn имеет (n - мерный) объём нуль, если для всякого ε > 0 существу-
ет конечное покрытие {A1, . . . , Am} этого множества брусами A1, . . . , Am такое, что
V (A1) + · · · + V (Am) < ε. Множество X ⊂ Rn имеет (n-мерную) меру 0, если для
всякого ε > 0 существует такая счётная система брусов A1, . . . , Am, . . . , что

X ⊂
∞⋃
m=1

Am и
∞∑
m=1

V (Am) < ε.

Пишут V (X) = 0 или |X| = 0 соответственно.
Счётные множества имеют нулевую меру. Легко привести пример несчётного (кон-

тинуального) подмножества плоскости R2, имеющего нулевую меру. Например, если
X – прямая на плоскости R2, то |X| = 0. Более общим образом, если X – гиперплос-
кость в Rn, то её n - мерная мера равна 0.

Справедливы следующие утверждения (ср. с одномерным случаем, анализирован-
ным выше).

1◦. Если Y ⊂ X ⊂ Rn и |X| = 0, то |Y | = 0.
2◦. Объединение счётного числа множеств нулевой меры имеет нулевую меру.
Очевидно, что множество нулевого объёма имеет и нулевую меру. Обратное неверно:

достаточно в качестве X взять множество Qn – совокупность точек x = (xj) с рацио-
нальными координатами xj. Вместе с тем справедливо свойство

3◦. Ограниченное и замкнутое множество нулевой меры имеет и нулевой объём.
J Как и в одномерном случае, для доказательства достаточно воспользоваться

теоремой Гейне–Бореля (в пространстве Rn ограниченное замкнутое множество есть
бикомпакт).I

Имеет место
Теорема 1 (Критерий Лебега). Ограниченная на брусе A функция f интегриру-

ема (в смысле Римана) в том и только в том случае, когда множество B её точек
разрыва имеет нулевую меру: f ∈ R(A) ⇔ |B| = 0.

Аналогия с одномерным случаем полная, поэтому доказательство не приводится.
Из критерия Лебега легко следует интегрируемость суммы, разности и произведения

двух интегрируемых на брусе функций. Частное двух интегрируемых на брусе функций
интегрируемо в том и только в том случае, если оно определено и ограничено на этом
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брусе. Если справедливы включения fi ∈ R(A)(i = 1, . . . ,m), а функция ϕ, определён-
ная на множестве значений вектор-функции f = (f1, . . . , fm)T : A → Rm, ограничена и
непрерывна, то ϕ ◦ f ∈ R(A).

2.1.5 Кубируемые множества
Пусть E – ограниченное подмножество пространства Rn. Тогда существует брус A,

содержащий множество E ( разумеется, число подобных брусов бесконечно). Введём в
рассмотрение функцию 1E : A→ R, полагая

1E(x) =

{
1 , x ∈ E,
0 , x ∈ A \ E.

Функцию 1E называют индикатором множества E. Эта функция характеризует мно-
жество E (по этой причине иногда 1E именуют характеристической функцией множе-
ства E). Если E1, E2 – подмножества бруса A, то

1E1∩E2 = 1E11E2 , 1E1∪E2 = 1− (1− 1E1)(1− 1E2). (1)

Аналогичные факты справедливы для любого конечного числа подмножеств бруса A.
Например, верны равенства

1E1∩···∩Em = 1E1 . . . 1Em , 1E1∪···∪Em = 1− (1− 1E1) . . . (1− 1Em) . (2)

Если E ⊂ A, CE = A \ E – дополнение к E до A, то 1CE = 1− 1E.
Множество E ⊂ Rn назовём кубируемым (измеримым по Жордану), если его инди-

катор 1E : A → R есть интегрируемая на брусе A ⊃ E функция. Интегрируемость 1E
не зависит от выбора бруса, содержащего множество E. Отметим свойства кубируемых
множеств.

1◦. Если E – кубируемое подмножество бруса A, то и дополнение к нему CE = A\E
также кубируемо.

J Действительно, обе функции 1E и 1CE одновременно интегрируемы (неинтегри-
руемы) по брусу A. I

2◦. Пересечение и объединение кубируемых множеств также кубируемо.
J Свойство 2◦ вытекает из равенства (1).I
Напомним, что границей ∂M множества M ⊂ Rn называют множество точек, пре-

дельных как для множества M , так и для множества CM := Rn \M : ∂M = M ∩ CM .
Граница ∂M произвольного множества M есть замкнутое множество. Границей шара
B(a,R) является сфера ∂B(a,R) = {x ∈ Rn, |x− a| = R}, границей множества Qn – всё
пространство Rn.

Лемма 1.Множество точек разрыва функции 1E : A → R совпадает с границей
∂E множества E ⊂ A.

J Действительно, a есть точка разрыва функции 1E : A → R тогда и только тогда,
когда в любой окрестности точки a есть элементы из E и CE = A \ E. I

Теорема 2 (критерий кубируемости множества). Множество E кубируемо в
том и только в том случае, если граница ∂E множества E имеет нулевой объём.

J Cледует из леммы 1 и критерия Лебега интегрируемости функции. В рассматри-
ваемом случае множество ∂E есть компакт, поэтому равенства V (∂E) = 0 и |∂E| = 0
эквивалентны.I

57



В случае n = 2 измеримые по Жордану множества называют квадрируемыми. Плос-
кое множество E = {(x, y)T ∈ R2, a 6 x 6 b, ϕ(x) 6 y 6 ψ(x)} квадрируемо, если
функции ϕ(x), ψ(x) интегрируемы (в смысле Римана) по отрезку [a, b]. Более общие
примеры, относяшиеся к пространствам Rn произвольной размерности, рассматрива-
ются ниже.

2.2 Интеграл по кубируемому множеству

2.2.1 Объём кубируемого множества
Пусть E– подмножество бруса A ⊂ Rn, 1E – индикатор множества E. Поскольку

1E – ограниченная функция, то каждому разбиению τ = {A1, . . . , AN} бруса A можно
сопоставить верхнюю и нижнюю суммы Дарбу Sτ (1E) и Sτ (1E). Как нетрудно видеть,

Sτ (1E) =
∑

Ai∩E 6=∅

V (Ai), Sτ (1E) =
∑
Ai⊂E

V (Ai) .

Таким образом, Sτ (1E) – сумма объёмов брусов Ai, пересекающихся с множеством E,
а Sτ (1E)– сумма объёмов брусов Ai, содержащихся в множестве E. Верхний интеграл
J∗(1E) называют внешним объёмом множества E и обозначают символом V ∗(E), ниж-
ний интеграл J∗(1E) именуют внутренним объёмом множества E и обозначают симво-
лом V∗(E). Для любых двух множеств E1, E2 верно неравенство

V ∗(E1 ∪ E2) 6 V ∗(E1) + V ∗(E2)

– субаддитивность внешнего объёма.
Из определения V ∗(E) вытекает равенство

V ∗(E) = inf
E⊂∪Ai

∑
i

V (Ai) ; (1)

иначе говоря, внешний объём множества E есть точная нижняя грань сумм объёмов
брусов Ai, образующих в совокупности покрытие множества E. Для каждого бруса B и
любых ε > 0, δ > 0 существует система кубов �j(j = 1, . . . , k), обладающая свойствами

B ⊂
k⋃
j=1

�j,
k∑
j=1

V (�j) < V (B) + ε, V (�j) < δn . (2)

Таким образом, объединение кубов �j(j = 1, . . . , k) образует достаточно экономное
покрытие бруса B, при этом ребро каждого куба �j меньше δ. Объединяя (1), (2),
приходим к соотношению

V ∗(E) = inf
E⊂∪ �l

∑
V (�l) (V (�l) < δn) . (3)

Оно означает, что в (1) можно ограничиться случаем, когда в качестве брусов Ai берутся
кубы со сколь угодно малыми рёбрами.
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Если E – кубируемое множество, то V ∗(E) = V∗(E). Общее значение внешнего и
внутреннего объёмов множества E называют объёмом этого множества и обозначают
символом V (E). Перечислим основные свойства объёма.

1◦. Объём V неотрицателен, т.е. объём V (E) любой кубируемой фигуры E является
неотрицательным числом.

2◦. Объём аддитивен: для любых кубируемых фигур E1, E2 имеет место равенство

V (E1 ∪ E2) = V (E1) + V (E2)− V (E1 ∩ E2). (4)

3◦. Объём V инвариантен относительно параллельных переносов, т.е. если E ′ – фи-
гура, полученная из кубируемой фигуры E с помощью параллельного переноса, то
фигура E ′ также кубируема и V (E ′) = V (E).

4◦. Стандартный куб �n:={x = (xj), 0 6 xj 6 1, j = 1, . . . , n} является кубируемой
фигурой и V (�n) = 1 (свойство нормировки объёма).

J Свойства 1◦, 4◦ очевидны. Равенство (4) получается в результате интегрирования
по содержащему фигуры E1, E2 брусу A равенства

1E1∪E2 = 1E1 + 1E2 − 1E1E2

(см. формулу (6.1)). Инвариантность объёма относительно сдвига вытекает из того, что
сдвигом бруса является брус тех же размеров.I

Чаще всего свойство аддитивности (4) формулируют применительно к случаю
V (E1 ∩ E2) = 0 (множества E1, E2 почти не пересекаются). В этой ситуации

V (E1 ∪ E2) = V (E1) + V (E2) . (5)

Общий случай легко сводится к данному случаю.
Упражнение 1. Доказать вариант формул (4), (5) для m кубируемых фигур

E1, . . . , Em:

V (
m⋃
i=1

Ei) =
∑
i

V (Ai)−
∑
i<j

V (Ai ∩ Aj) + · · ·+ (−1)m−1V (A1 ∩ · · · ∩ Am) (6)

– формула включения и исключения.

2.2.2 Изменение объёма при аффинном отображении
Отображение Φ: Rn → Rn назовём аффинным, если

Φ(x) = Λx+ b ; (7)

здесь Λ – матрица размеров n × n, b ∈ Rn. Таким образом, аффинное отображение Φ
есть суперпозиция линейного отображения x → Λx и сдвига y → y + b. Число det Λ
именуем определителем отображения Φ; обозначение det Φ = det Λ.

Теорема 1. Пусть E – кубируемая фигура в Rn, Φ: Rn → Rn – аффинное отобра-
жение. Тогда Φ(E) – кубируемое подмножество Rn и

V (Φ(E)) = | det Φ| V (E). (8)
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J Если det Φ = det Λ = 0, то (8) очевидно. Действительно, в этом случае множество
Φ(E) составляет ограниченную часть некоторой гиперплоскости, поэтому

V (Φ(E)) = 0 = | det Φ| V (E).

Не нарушая общности, можно считать b = 0 (объём инвариантен относительно сдвига),
det Λ 6= 0.

На первом этапе расссмотрим случай диагональной матрицы Λ.
Пусть Λ = (siδij), si(i = 1, . . . , n) – положительные числа. Равенство y = Λx эквива-
лентно n покомпонентным равенствам yi = sixi (i = 1, . . . , n). Отображение Φ(x) = Λx
переводит брус P = [c1, d1] × · · · × [cn, dn] в брус Φ(P ) = [s1a1, s1b1] × · · · × [snan, snbn],
при этом V (Φ(P )) = s1 . . . snV (P ) = det ΛV (P ). Если система брусов Pj(j = 1, . . . , N)
покрывает фигуру E, то система брусов Φ(Pj)(j = 1, . . . , N) образует покрытие фигуры
Φ(E). Если брус P содержится в множестве E, то брус Φ(P ) принадлежит множеству
Φ(E). Отсюда вытекают равенства

V ∗(Φ(E)) = det ΛV ∗(E), V∗(Φ(E)) = det ΛV∗(E) ,

влекущие за собой равенство V (Φ(E)) = | det Φ| V (E) для любой кубируемой фигуры
E.

Второй этап. Пусть Λ – ортогональная матрица. В этом случае отображение
Φ(x) = Λx есть движение в пространстве Rn, т.е. преобразование, сохраняющее евкли-
дово расстояние в Rn. Обозначим через ‖x‖ кубическую норму элемента
x = (x1, . . . , xn)

T :
‖x‖ = max

16j6n
|xj| .

Очевидны неравенства ‖x‖ 6 |x| 6
√
n‖x‖, из которых вытекает, что движение

Φ: Rn → Rn удовлетворяет условию Липшица относительно нормы ‖ · ‖, а именно

‖Φ(x)− Φ(y)‖ 6 |Φ(x− y)| = |x− y| 6
√
n‖x− y‖ .

Куб �(a,R):={x ∈ Rn, ‖x − a‖ 6 R} с центром в точке a и ребром 2R движение Φ
преобразует в часть куба �(Φ(a),

√
nR); действительно, неравенство ‖x−a‖ 6 R влечёт

за собой неравенство ‖Φ(x)− Φ(a)‖ 6
√
n‖x− a‖ 6

√
nR. Если

M ⊂
k⋃
i=1

�(ai, Ri) ,

то

Φ(M) ⊂
k⋃
i=1

Φ(�(ai, Ri)) ⊂
k⋃
i=1

�(Φ(ai),
√
nRi) .

Объединяя это неравенство с соотношением (3), приходим к оценке

V ∗(Φ(M)) 6 (
√
n)nV ∗(M) (9)

для любого ограниченного множества M ⊂ Rn.
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Если E – кубируемая фигура, ∂E – граница E, то ∂E есть компакт и V (∂E) = 0.
В силу (9) отсюда вытекает равенство V ∗(Φ(∂E)) = 0. Но Φ(∂E) есть граница множе-
ства Φ(E), поэтому движение сохраняет кубируемость: Φ(E) – кубируемая фигура.

В частности, образ Φ(�n) стандартного куба �n есть кубируемая фигура. Положим
k0 = V (Φ(�n)) и покажем, что k0 = 1. Для любого куба � = a + δ�n с ребром δ его
образ Φ(�) = Φ(a+ δ�n) = Φ(a) + δΦ(�n), поэтому

V (Φ(�)) = V (Φ(a) + δΦ(�n)) = δnV (Φ(�n)) = koV (�).

В силу (3) отсюда вытекает равенство V (Φ(E)) = k0V (E) для любого кубируемого
множества E ⊂ Rn. Если B – евклидов шар с центром в 0, то Φ(B) = B. Отсюда
следует равенство k0 = 1. Таким образом, V (Φ(E)) = V (E) для любой кубируемой
фигуры E, т.е. объём инвариантен относительно движений.

Третий этап. Произвольная невырожденная матрица Λ размеров n × n допуска-
ет [12] представление Λ = Λ1Λ2Λ3, где Λ1,Λ3 – ортогональные матрицы, Λ2 = (siδij)
– диагональная матрица с положительными диагональными элементами s1, . . . sn. Из
доказанного выше следует, что отображение Φ(x) = (Λ1Λ2Λ3)x переводит каждую ку-
бируемую фигуру E в кубируемую фигуру Φ(E); при этом V (Φ(E)) = s1 . . . snV (E).
Но

| det(Λ1Λ2Λ3)| = | det Λ| = | det Λ1| | det Λ2| | det Λ3| = | det Λ2| = s1s2 . . . sn.

Это и приводит к требуемому результату.I
Более общее, чем теорема 1, утверждение устанавливается ниже. Далее нам потре-

буется вариант оценки (9) для произвольных липшицевых отображений.
Лемма 1. Пусть W – открытое подмножество Rn, Ψ: W → Rn – отображение,

удовлетворяющее условию Липшица

‖Ψ(u)−Ψ(v)‖ 6 L‖u− v‖ для всех u, v из W. (10)

Если M – ограниченная фигура, замыкание M которой принадлежит W , то

V ∗(Ψ(M)) 6 LnV ∗(M) . (11)

J Так как M – ограниченное и замкнутое множество, содержащееся в открытом
множестве W , то при некотором положительном r множество⋃

x∈M

�(x, r)

принадлежит множеству W . Фиксируем положительное число ε и конечную систему
кубов �(aj, δ), (j = 1, . . . , N), обладающую свойствами

M ⊂
N⋃
j=1

�(aj, δ) ⊂ W,
N∑
j=1

V (�(aj, δ)) < V ∗(M) + ε, 0 < δ < r . (12)

Существование подобной системы кубов вытекает из результатов, отмеченных в пред-
шествующем пункте. Из неравенства (10) следует оценка

V ∗(Ψ(�(aj, δ))) 6 LnV (�(aj, δ)) (j = 1, . . . , N).
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Поскольку

Ψ(M) ⊂
N⋃
j=1

Ψ(�(aj, δ)),

то

V ∗(Ψ(M)) 6
N∑
j=1

V ∗(Ψ(�(aj, δ))) 6 Ln
N∑
j=1

V (�(aj, δ)) 6 Ln(V ∗(M) + ε) .

Ввиду произвольности ε > 0 последнее неравенство влечёт за собой (11).I
При L = 1 оценка (11) имеет прозрачный геометрический смысл: нерастягивающее

отображение не увеличивает внешний объём.

2.2.3 Определение интеграла по кубируемому множеству

Пусть f : E → R – функция, определённая на кубируемом множестве E ⊂ Rn.
Фиксируем брус A, содержащий множество E. Обозначим через f̃ нулевое продолжение
функции f на брус A. Таким образом,

f̃(x) =

{
f(x), если x ∈ E
0, если x ∈ A \ E.

Функцию f назовём интегрируемой (в смысле Римана) на множестве E, если f̃ ∈ R(A).
Положим ∫

E

f(x) dx:=

∫
A

f̃(x) dx . (13)

Правая часть (13) на самом деле не зависит от выбора бруса A, содержащего множество
E. Это легко выводится из свойства аддитивности интеграла по брусу. Совокупность
интегрируемых (в смысле Римана) по множеству E функций будем обозначать симво-
лом R(E).

Теорема 2. (Критерий Лебега интегрируемости в смысле Римана). Ограниченная
на кубируемом множестве E функция f : E → R интегрируема, если и только если
множество E0 её точек разрыва имеет меру нуль.

J Нулевое продолжение f̃ функции f : E → R на брус A ⊃ E имеет дополнительные
точки разрыва лишь на границе ∂E множества E. Поскольку E – кубируемое множе-
ство, то |∂E| = 0. Поэтому равенство |E0| = 0 эквивалентно тому, что множество B

точек разрыва функции f̃ имеет нулевую меру: |E0| = 0 ⇔ |B| = 0. I
Следствие. Непрерывная на кубируемом компакте функция интегрируема в смыс-

ле Римана.
Отметим некоторые свойства класса R(E).
1◦. Сумма (разность, произведение) интегрируемых в смысле Римана функций есть

интегрируемая в смысле Римана функция.
2◦. Если f ∈ R(E), ϕ : K → R – непрерывная на замкнутом множестве K ⊂ R

функция и f(E) ⊂ K , то ϕ ◦ f ∈ R(E). В частности, если f ∈ R(E), то и |f | ∈ R(E).
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2.2.4 Свойства интеграла по кубируемому множеству
Отмеченные выше свойства интеграла по брусу без труда обобщаются на интегра-

лы по кубируемому множеству. Необходимо лишь в соответствующих соотношениях
заменить брус кубируемым множеством.

1◦. Линейность интеграла. Если fi ∈ R(E), λi ∈ R (i = 1, . . . ,m), то∫
E

m∑
i=1

λifi(x) dx =
m∑
i=1

λi

∫
E

fi(x) dx .

2◦. Аддитивность интеграла. Пусть E1, . . . , EN – кубируемые подмножества кубируе-
мого множества E. Система множеств τ = {E1, . . . , EN} образует кубируемое разбиение
множества E, если

E =
N⋃
i=1

Ei и V (Ei ∩ Ej) = 0 при i 6= j .

Тогда включение f ∈ R(E) эквивалентно тому, что сужение функции f на каждое из
множеств Ei принадлежит R(Ei); при этом справедливо равенство∫

E

f(x) dx =
N∑
i=1

∫
Ei

f(x) dx.

3◦. Монотонность интеграла. Если f, g – функции класса R(E) и f(x) 6 g(x)∀x ∈ E,
то ∫

E

f(x) dx 6
∫
E

g(x) dx .

4◦. Нормировка интеграла. ∫
E

1 dx = V (E).

Ограничимся кратким комментарием к перечисленным свойствам. Если f̃i – нуле-
вое продолжение функции fi (1 = 1, . . . ,m) на брус A, то λ1f̃1 + · · · + λmf̃m – нулевое
продолжение функции λ1f1 + · · ·+ λmfm на тот же брус. Поэтому

∫
E

m∑
i=1

λifi(x) dx =

∫
A

˜(
m∑
i=1

λifi

)
(x) dx =

=

∫
A

m∑
i=1

λif̃i(x) dx =
m∑
i=1

λi

∫
A

f̃i(x) dx =
m∑
i=1

λi

∫
E

fi(x) dx.

Столь же просто проверяются и свойства 2◦−4◦. Из монотонности интеграла вытекают
оценки
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∣∣∣∣∣∣
∫
E

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
E

|f(x)| dx 6 sup
E
|f | V (E)−

свойство ограниченности интеграла.
Свойства линейности, аддитивности, монотонности и нормировки являются характе-

ристическими. Они однозначно определяют интеграл и могут быть положены в основу
аксиоматического определения этого понятия.

2.2.5 Интеграл и суммы Дарбу для кубируемого множества
Пусть E – кубируемое подмножество Rn, f ∈ R(E), τ = {E1, . . . , EN} – разбиение

множества E на кубируемые части. Положим

Mi = sup
x∈Ei

f(x), mi = inf
x∈Ei

f(x), (i = 1, . . . , N) .

Числа

Sτ (f) =
N∑
i=1

MiV (Ei), Sτ (f) =
N∑
i=1

miV (Ei)

называют верхней и нижней суммами Дарбу функции f , соответствующими разбиению
τ = {E1, . . . , EN} множества E. Из монотонности интеграла вытекают оценки

Sτ (f) 6
∫
E

f(x) dx 6 Sτ (f).

Оказывается, что

sup
τ
Sτ (f) =

∫
E

f(x) dx = inf
τ
Sτ (f). (14)

Для доказательства (14) фиксируем ε > 0. Так как f ∈ R(E), то её нулевое про-
должение f̃ на брус A, содержащий множество E, принадлежит R(A). Подберём такое
разбиение τ1 = {A1, . . . , AN} бруса A, для которого

Sτ1(f)− Sτ1(f) < ε .

Положим Ei = Ai ∩ E (i = 1, . . . , N). Очевидно, что τ = {E1, . . . , EN} есть разбиение
множества E и

Sτ (f)− Sτ (f) 6 Sτ1(f)− Sτ1(f) < ε ,

в частности, ∣∣∣∣∣∣Sτ (f)−
∫
E

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣∣Sτ (f)−
∫
E

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε .

Это и доказывает равенства (14).
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Данные равенства могут быть положены в основу определения интеграла от функ-
ции f : E → R. Реализация подобного подхода требует развития теории объёма, не
зависимой от интеграла [1], [3 – 5]. Иногда идут ещё дальше - сам интеграл определяют
как объём некоторого множества. Этот подход особенно удобен для двойных интегра-
лов – соответствующие множества можно рассматривать как фигуры в пространстве
R3.

2.3 Кратный и повторный интегралы

2.3.1 Теорема Фубини для прямоугольника
Пусть A = [a, b] × [c, d] – прямоугольник в плоскости Oxy (−∞ < a < b < ∞,

−∞ < c < d <∞), f ∈ R(A). Если при любом x из отрезка [a, b] существует интеграл
d∫
c

f(x, y) dy

по переменной y, то возникает функция Φ: [a, b] → R, определяемая равенством

Φ(x) =
d∫
c

f(x, y) dy. Интеграл от неё
b∫
a

Φ(x) dx (коль скоро он существует) называют

повторным интегралом от функции f по прямоугольнику A и обозначают символом
b∫

a

dx

d∫
c

f(x, y) dy.

Теорема Фубини6 утверждает, что двойной и повторный интегралы от функции f по
прямоугольнику A совпадают:∫∫

A

f(x, y) dxdy =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y) dy. (1)

Вначале будет установлен более общий факт.
Теорема 1. Пусть f ∈ R(A),Φ(x) и Φ(x) – верхний и нижний интегралы функции

f(x, ·) : [c, d] → R:

Φ(x) =

d∫
c

f(x, y) dy, Φ(x) =

d∫
c

f(x, y) dy .

Тогда функции Φ, Φ: [a, b] → R интегрируемы (в смысле Римана) по отрезку [a, b] и∫∫
A

f(x, y) dxdy =

b∫
a

Φ(x) dx =

b∫
a

Φ(x) dx. (2)

6Фубини Гвидо (Fubini Guido) (1879 – 1943) – итальянский математик.
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J Фиксируем ε > 0 и подберём такое разбиение τ прямоугольника A, что
Sτ (f)−Sτ (f) < ε. Не нарушая общности, можно считать, что τ – простое разбиение A,
т.е. τ = τ1 × τ2, где τ1 = {x0, x1, . . . , xp} – разбиение отрезка [a, b], τ2 = {y0, y1, . . . , yq} –
разбиение отрезка [c, d]. Прямоугольники

Aij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj] (i = 1, . . . , p ; j = 1, . . . , q)

образуют простое разбиение τ прямоугольника A. Положим

∆xi = xi − xi−1 (i = 1, . . . , p), ∆yj = yj − yj−1, (j = 1, . . . , q),

mij = inf
(x,y)∈Aij

f(x, y), Mij = sup
(x,y)∈Aij

f(x, y) (i = 1, . . . , p ; j = 1, . . . , q).

Для любого x из отрезка [xi−1, xi] справедливы равенства
q∑
j=1

mij∆yj 6 Φ(x) 6
q∑
j=1

Mij∆yj . (3)

Если
mi = inf

x∈[xi−1,xi]
Φ(x), Mi = sup

x∈[xi−1,xi]

Φ(x) ,

то из (3) вытекают оценки
q∑
j=1

mij∆yj 6 mi 6 Mi 6
q∑
j=1

Mij∆yj .

Умножая эти оценки на ∆xi и суммируя по i от 1 до p, приходим к соотношениям
p∑
i=1

q∑
j=1

mij∆xi∆yj 6
p∑
i=1

mi∆xi 6
p∑
i=1

Mi∆xi 6
p∑
i=1

q∑
j=1

Mij∆xi∆yj.

Двойные суммы в левой и правой частях последнего неравенства находятся в промежут-
ке (J(f)− ε, J(f) + ε) (за счёт выбора разбиения τ прямоугольника A), средние суммы
– в том же промежутке. Отсюда вытекает интегрируемость функции Φ по отрезку [a, b]
и равенство ∫∫

A

f(x, y) dxdy =

b∫
a

Φ(x) dx .

Для функции Φ(x) всё аналогично. I
Следствие 1.Если Φ(x) = Φ(x) = Φ(x) для всех x из [a, b], то двойной и повторный

интегралы совпадают (теорема Фубини).
Меняя местами переменные x, y, приходим к равенству∫∫

A

f(x, y) dxdy =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y) dx , (4)
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верному, если для всех y из [c, d] существует интеграл
b∫
a

f(x, y) dx. Равенства (1), (4)

справедливы, например, если f – непрерывная на прямоугольнике A функция.
Следствие 2. В условиях теоремы 1 справедливо равенство Φ(x) = Φ(x) п.в. (по-

чти всюду).
J Действительно, Φ(x) > Φ(x) для всех x из отрезка [a, b]. Функция Φ(x)−Φ(x) всю-

ду неотрицательна и интеграл от неё равен 0. Отсюда и вытекает равенство
Φ(x) = Φ(x) п.в. I

Иногда равенство (1) понимают в расширенном смысле. Именно, интеграл
d∫
c

f(x, y) dy понимается как верхний (или нижний) интеграл. Тогда равенство (1) спра-

ведливо для любой функции f из R(A).

2.3.2 Случай произвольной квадрируемой фигуры
Пусть плоская квадрируемая фигура E задаётся соотношением

E =

{(
x
y

)
∈ R2, a 6 x 6 b, c(x) 6 y 6 d(x)

}
,

в котором c(x), d(x) интегрируемые по отрезку [a, b] функции. Каждая прямая
x = x0, a 6 x0 6 b, параллельная оси Oy, пересекает множество E по отрезку. Такого
рода фигуры называют выпуклыми относительно вертикальной оси Oy. Всякая выпук-
лая замкнутая фигура на плоскости выпукла относительно оси Oy; обратное неверно.

Теорема 2. Пусть f ∈ R(E) и

Φ(x) =

d(x)∫
c(x)

f(x, y) dy ∀x ∈ [a, b] (5)

( интеграл в правой части (5) понимается как верхний). Тогда функция Φ интегри-
руема по отрезку [a, b] (Φ ∈ R[a, b]) и∫∫

E

f(x, y) dxdy =

b∫
a

Φ(x) dx:=

b∫
a

dx

d(x)∫
c(x)

f(x, y) dy . (6)

J Заключим множество E в прямоугольник A = [a1, b1]× [c1, d1], где

a1 < a, b1 > b, c1 < inf
x∈[a,b]

c(x), d1 > sup
x∈[a,b]

d(x) .

Продолжим функцию f на прямоугольник A, полагая её равной 0 на A \ E; продол-
женную таким образом функцию обозначим символом f̃ . Функция f̃ интегрируема по
прямоугольнику A. Имеют место соотношения∫∫

E

f(x, y) dxdy =

∫∫
A

f̃(x, y) dxdy =

b1∫
a1

dx

d1∫
c1

f̃(x, y)dy =

67



=

b∫
a

dx

d(x)∫
c(x)

f(x, y) dy;

последовательно используются определение интеграла по множеству E, теорема Фуби-
ни для прямоугольника A и равенство f̃(x, y) = 0, если (x, y)T ∈ A\E. Это и доказывает
формулу (6).I

Если фигура E выпукла относительно оси Ox, то она задаётся соотношением

E =

{(
x
y

)
∈ R2, c 6 y 6 d, a(y) 6 x 6 b(y)

}
,

в котором a(y), b(y) – интегрируемые по отрезку [c, d] функции. При соответствующих
предположениях верен следующий аналог формулы (6)

∫∫
E

f(x, y) dxdy =

d∫
c

dy

b(y)∫
a(y)

f(x, y) dx. (7)

Равенства (6), (7) позволяют вычислять двойные интегралы по областям, выпуклым
относительно одной из координатных осей. Если область интегрирования невыпукла
по каждому из переменных x, y, то её представляют в виде объединения выпуклых по
одному из переменных областей. Далее используют свойство аддитивности интеграла:∫∫

E1∪E2

f(x, y) dxdy =

∫∫
E1

f(x, y) dxdy+

+

∫∫
E2

f(x, y) dxdy −
∫∫

E1∩E2

f(x, y) dxdy . (8)

Анаоги равенства (8) справедливы, разумеется, и для областей интегрирования, пред-
ставляющих объединение любого конечного числа квадрируемых фигур.

В качестве первого примера вычислим интеграл

J1 =

∫∫
E

y2
√
R2 − x2 dxdy ,

где E – круг радиуса R с центром в начале координат. Искомый интеграл J1 равен
повторному

J1 =

R∫
−R

dx

√
R2−x2∫

−
√
R2−x2

y2
√
R2 − x2 dy.

Вычисляем внутренний интеграл
√
R2−x2∫

−
√
R2−x2

y2
√
R2 − x2 dy = 2

√
R2 − x2

√
R2−x2∫
0

y2dy =
2

3
(R2 − x2)2.
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Затем (снова с учётом чётности)

J1 =
2

3

R∫
−R

(R2 − x2)2 dx =
4

3

R∫
0

(R2 − x2)2 dx =
32

45
R5 .

Теперь вычислим интеграл

J2 =

∫∫
E

(x2 + y) dx dy ,

где E – плоская фигура, заключённая между параболами y = x2, x = y2. Область E
выпукла, она может быть задана соотношением

E =

{(
x
y

)
∈ R2, 0 6 y 6 1, y2 6 x 6

√
y

}
.

Поэтому

J2 =

1∫
0

dy

√
y∫

y2

(x2 + y) dx =

1∫
0

(
4

3

√
y3 − y6

3
− y3

)
dy =

33

140
.

В приведённых примерах вычисление двойного интеграла сводилось к вычислению
двух однократных интегралов.

2.3.3 Многомерный вариант теоремы Фубини
Пусть A = [a1, b1] × · · · × [an, bn] – брус в пространстве Rn; I1, I2 – разбиение мно-

жества {1, . . . , n} на две непересекающиеся и непустые части, n1(n2) – число элементов
множества I1(I2). В этом случае n1 > 1, n2 > 1, n1 + n2 = n. Введём в рассмотрение
брусы A′, A′′ в пространствах Rn1 ,Rn2 , полагая

A′ =
∏
i∈I1

[ai, bi], A′′ =
∏
i∈I2

[ai, bi].

Очевидно, A = A′ × A′′, т.е. каждый элемент x можно записать в виде
x = (x′;x′′), где x′ ∈ A′ ⊂ Rn1 , x′′ ∈ A′′ ⊂ Rn2 .

Теорема 2. Пусть f ∈ R(A). Тогда имеет место равенство∫
A

f(x) dx =

∫
A′

dx′
∫
A′′

f(x′;x′′) dx′′ , (9)

где внутренний интеграл в правой части понимается как верхний интеграл от функ-
ции f(x′; ·) : A′′ → R по переменной x′′.

J Доказательство проводится по той же схеме, что и в рассмотренном выше случае
n1 = n2 = 1 (см. п. 2.3.1). I
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Замечание 1. В правой части (9) внутренний интеграл от функции f(x′; ·) можно
понимать и как нижний интеграл от функции f(x′; ·).

Замечание 2. Почти при всех x′ из A′ функция f(x′; ·) : A′′ → R интегрируема в
смысле Римана; для многих интересных случаев функция f(x′; ·) интегрируема при
всех x′ из A′; например, это так для непрерывных на брусе A функций.

Следствие 1. Пусть D – кубируемая фигура в Rn−1;ϕ1, ϕ2 : D → R – интегри-
руемые по множеству D функции, причём ϕ1(x) 6 ϕ2(x)∀x ∈ D ; E = {(x; y) ∈ Rn,
x ∈ D , ϕ1(x) 6 y 6 ϕ2(x)}. Если f ∈ R(E), то∫∫

E

f(x; y) dx dy =

∫
D

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy. (10)

J Достаточно воспользоваться конструкцией, связанной с нулевым продолжением
функции f на содержащий множество E брус A (см. п. 2.3.2). I

Следствие 2. Если в равенстве (10) положить f(x; y) = 1, то∫∫
E

1 dx dy = V (E),

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

1 dy = ϕ2(x)− ϕ1(x),

поэтому из (10) вытекает формула для вычисления объёма V (E) фигуры E:

V (E) =

∫
D

[ϕ2(x)− ϕ1(x)] dx.

В частности, объём криволинейного цилиндра в R3, определяемого равенством

Eh = {(x, y, z)T ∈ R3, (x, y)T ∈ D , 0 6 z 6 h(x, y)},
D – квадрируемая фигура в плоскости R2, h : D → R – неотрицательная функция

класса R(D), находится по формуле

V (Eh) =

∫∫
D

h(x, y) dx dy. (11)

Равенство (11) позволяет дать наглядную интерпретацию двойного интеграла от неот-
рицательной функции двух переменных.

Аналогичное (11) равенство справедливо для функций любого числа переменных.
Именно, (n+ 1)-мерный объём криволинейного цилиндра в Rn+1 = Rn ×R, определяе-
мого равенством

Eh = {(x1, . . . , xn, xn+1)
T ∈ Rn+1, (x1, . . . , xn)

T ∈ D , 0 6 xn+1 6 h(x1, . . . , xn)},
D – кубируемая фигура в Rn, h : D → R – неотрицательная функция класса R(D),
находится по формуле

V (Eh) =

∫
· · ·
∫

D

h(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn .
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2.3.4 Формула Кавальери
Пусть E – кубируемая фигура в Rn, принадлежащая брусу

A = [a1, b1]× . . . [an−1, bn−1]× [an, bn].

Брус A можно представить как прямое произведение отрезка A′ = [an, bn] и бруса
A′′ = [a1, b1]× . . . [an−1, bn−1] ⊂ Rn−1. Поскольку E – кубируемая фигура, то 1E ∈ R(A).
Применяя равенство (9) в случае f(x) = 1E(x), приходим к соотношению

∫
A

1E(x) dx =

bn∫
an

dxn

∫
A′′

1E(x1, . . . , xn−1, xn) dx1 . . . dxn−1 . (12)

Левая часть (12) – это по определению объём фигуры E. Внутренний интеграл в правой
части (12) при xn = t понимается как верхний интеграл по множеству A′′ от функции,
совпадающей с 1E(x′, t). Поэтому внутренний интеграл совпадает с внешним (n − 1)-
мерным объёмом множества

E(t):=

{(
x′

t

)
∈ E

}
−

пересечения фигуры E с гиперплоскостью xn = t.
C учётом сказанного имеем равенство

V (E) =

bn∫
an

V ∗
n−1(Et) dt . (13)

Почти при всех t фигура Et кубируема в Rn−1 : Vn−1(Et) = V ∗
n−1(Et). В равенстве (13)

верхний объём V ∗
n−1(Et) можно заменить любым числом ν(t), расположенным между

верхним и нижним объёмами фигуры E(t). Если при любом t из [an, bn] фигура E(t)
кубируема, то

V (E) =

bn∫
an

Vn−1(E(t)) dt . (14)

Равенство (14) принято называть формулой Кавальери7. Итак, если фигура E и её
поперечные сечения E(t) кубируемы, то объём фигуры E равен интегралу от (n− 1) -
мерного объёма её поперечных сечений. Из формулы (14) вытекает

Принцип Кавальери. Пусть E и F – две кубируемые фигуры в Rn. Если при
любом действительном t фигуры

E(t) =

{(
x′

t

)
∈ E

}
, F (t) =

{(
x′

t

)
∈ F

}
кубируемы и их (n − 1) - мерные объёмы одинаковы, то фигуры E,F имеют равные
объёмы: V (E) = V (F ).

7Кавальери Бонавентура (Cavalieri Bonaventura) (1598 – 1647) – итальянский математик.
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2.3.5 Объём n-мерного шара
Найдём объём Wn n-мерного шара радиуса R. Если an – объём шара B = {x ∈ Rn,

|x| 6 1} единичного радиуса, то Wn = anR
n. Рассмотрим сечение шара B гиперплоско-

тью xn = t. Если t ∈ [−1, 1], то это сечение есть шар размерности n−1, радиус которого
равен

√
1− t2. Используя формулу (14), можно записать

an =

1∫
−1

an−1(1− t2)

n− 1

2 dt = an−1

π

2∫
−
π

2

cosn ϕdϕ .

(При переходе к последнему равенству была сделана замена переменной

t = sinϕ, −
π

2
6 ϕ 6

π

2
) .

Постоянную an можно найти в явном виде. Воспользуемся тем, что
при m > 2

Im =

π

2∫
−
π

2

cosm ϕdϕ =

π

2∫
−
π

2

cosm−2(1− sin2 ϕ) dϕ = Im−2+

+
1

m− 1

π

2∫
−
π

2

sinϕd cosm−1 ϕ = Im−2 −
1

m− 1
Im ,

т.е. имеет место рекуррентное соотношение

Im =
m− 1

m
Im−2 . (15)

Постоянные I1, I2 легко находятся непосредственно: I1 = 2, I2 =
π

2
. Учитывая эти зна-

чения, из рекуррентной формулы (15) находим, что

I2k+1 = 2
(2k)!!

(2k + 1)!!
, I2k = π

(2k − 1)!!

(2k)!!
.

Теперь получаем

a2k+1 = a2k2
(2k)!!

(2k + 1)!!
= · · · = a1

(2π)k

(2k + 1)!!
,
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a2k = a2k−1π
(2k − 1)!!

(2k)!!
= · · · = 2a2

(2π)k−1

(2k)!!
.

Окончательные формулы для объёма

W2k+1 = 2
(2π)k

(2k + 1)!!
R2k+1, W2k =

(2π)k

(2k)!!
R2k .

В cледующей главе будут установлены более общие варианты этих формул.
Упржнение 1. Пусть

∆(w1, . . . , wn) =

{
x ∈ Rn, x =

n∑
k=1

αkwk, 0 6 αk,
n∑
k=1

αk = 1

}
– симплекс, натянутый на векторы w1, . . . , wn из Rn. Доказать кубируемость сим-
плекса ∆(w1, . . . , wn) и равенство

V (∆(w1, . . . , wn)) =
1

n!
| det(w1, . . . , wn)| .

Упражнение 2. Пусть

f(x, y) =


y−2 , если 0 < x < y < 1,

−x−2 , если 0 < y < x < 1,

0 в остальных точках квадрата �2 .

Доказать различие повторных интегралов
1∫

0

dx

1∫
0

f(x, y) dy,

1∫
0

dy

1∫
0

f(x, y) dx.

Упражнение 3. Переменить порядок интегрирования в повторном интеграле

π∫
0

dx

2 sinx∫
0

f(x, y) dy .

2.4 Аддитивные функции и интегралы

2.4.1 Плотность аддитивной функции
Пусть E – кубируемая фигура в Rn,

∑
(E ) – совокупность кубируемых подмножеств

фигуры E . Функцию µ :
∑

(E ) → R называют аддитивной, если для любых двух почти
непересекающихся множеств E1, E2 из

∑
(E ) верно равенство

µ(E1 ∪ E2) = µ(E1) + µ(E2) . (1)
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Если E ∈
∑

(E ) и V (E) = 0, то из (1) вытекает соотношение µ(E) = 2µ(E), поэтому
µ(E) = 0.

Аддитивные функции возникают во многих приложениях: например, масса веще-
ства, количество электрического заряда являются аддитивными функциями. Если
f ∈ R(E ), то функция

µ(E) =

∫
E

f(x) dx (2)

аддитивна на множестве
∑

(E ).

Если V (E) > 0, то частное
µ(E)

V (E)
называют средним значением функции µ на множе-

стве E класса
∑

(E ). Будем говорить, что последовательность множеств Ei(i = 1, 2, . . . )
стягивается к точке a, если a ∈ Ei и любой шар B(a,R),
(R > 0) содержит множества Ei при i > i0(R). Будем записывать это следующим обра-
зом: Ei → a.

Если последовательность средних
µ(Ei)

V (Ei)
имеет предел, не зависящий от выбора по-

следовательности Ei, обладающей свойствами Ei → a, V (Ei) > 0, то этот предел ρ(a)
называется плотностью аддитивной функции µ в точке a. Используется обозначение

ρ(a) =
dµ

dV
(a).

Пусть, например, аддитивная функция µ определена равенством (2). Если функ-
ция f : E → R непрерывна в точке a, то функция µ имеет плотность в точке a и

ρ(a) =
dµ

dV
(a) = f(a). Действительно,

inf
x∈Ei

f(x) 6
µ(Ei)

V (Ei)
6 sup

x∈Ei

f(x) .

Поскольку Ei → a и функция f непрерывна в точке a, то последовательности inf
Ei

f и

sup
Ei

f стремятся к f(a) при i→∞. Отсюда и следует требуемое. Отметим неравенство

|µ(E)| 6 MV (E), (3)

в котором M = sup{|f(x)|, x ∈ E }.
В общем случае аддитивную функцию µ :

∑
(E ) → R назовём ограниченной, если

найдётся такая константа M , что для любого множества E из
∑

(E ) верно неравен-
ство (3). В достаточно общих предположениях ограниченная аддитивная функция µ

сводится к интегралу от своей плотности ρ =
dµ

dV
.

2.4.2 Леммы об аддитивных функциях
Лемма 1. Если аддитивные функции µ1, µ2 имеют в точке a плотности ρ1(a) и

ρ2(a), то при любых действительных α1 и α2 функция µ = α1µ1 +α2µ2 имеет в точке
a плотность α1ρ1(a) + α2ρ2(a).
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J Достаточно в равенстве
µ(Ei)

V (Ei)
= α1

µ1(Ei)

V (Ei)
+ α2

µ2(Ei)

V (Ei)

(Ei → a, V (Ei) > 0) перейти к пределу при i→∞.I
Лемма 2. Пусть {E1, . . . , Ep} – разбиение множества E и V (Ei) > 0 (i = 1, . . . , p).

Тогда
µ(E)

V (E)
=

p∑
i=1

V (Ei)

V (E)

µ(Ei)

V (Ei)
. (4)

В частности, если
µ(Ei)

V (Ei)
< γ для всех i, то

µ(E)

V (E)
< γ.

J Равенство (4) эквивалентно очевидному равенству µ(E) = µ(E1) + · · · + µ(Ep),
вытекающему из аддитивности функции µ :

∑
(E ) → R. Второе утверждение леммы

следует из (4). I
Лемма 3. Пусть плотность ρ аддитивной функции µ :

∑
(E ) → R тождественно

равна 0. Тогда µ(E) = 0 для каждого кубируемого компакта E ⊂ E .
J В предположении противного найдётся кубируемый компакт E ⊂ E , для кото-

рого µ(E) 6= 0. Не нарушая общности, можно считать, что µ(E) > 0. В целях нагляд-

ности пусть n = 2. Тогда γ:=
µ(E)

V (E)
> 0; множество E содержится в прямоугольнике

A = [a, b] × [c, d]. Разделим A на четыре замкнутых и равных прямоугольника A1, A2,
A3, A4; нумерация принята так, что

V (E ∩ Aj) > 0 (j = 1, . . . , N), V

(
E \

N⋃
j=1

Aj

)
= 0 .

В силу леммы 2 среднее значение функции µ на одном из множеств E∩Aj, (j = 1, . . . , N)
больше или равно γ. Обозначим выделенную часть через E1.

Продолжим начатый процесс далее. В итоге получим последовательность куби-
руемых компактов E1, . . . , Ei, . . . , вложенных один в другой: Ei+1 ⊂ Ei. При этом
µ(Ei)

V (Ei)
> γ, diamEi → 0. Последовательность вложенных компактов Ei стягивается

к одной точке a : Ei → a. Плотность функции µ в точке a больше или равна γ > 0. Это
противоречит условиям леммы 3. I

Лемма 4. Если в условиях леммы 3 функция µ :
∑

(E ) → R ограничена, то
µ(E) = 0∀E ∈

∑
(E ).

J Пусть E ∈
∑

(E ), ε > 0. Тогда существует система брусов Ai
(i = 1, . . . , N), обладающая свойствами

A :=
N⋃
i=1

Ai ⊂ E, V (Ai ∩ Aj) = 0 при i 6= j, v(E \A ) < ε.

В силу ограниченности аддитивной функции µ имеем
|µ(E)− µ(A )| = |µ(E \A )| 6 MV (E \A ) < Mε.

Так как согласно лемме 3 µ(A ) = 0, то |µ(E)| < Mε. Ввиду произвольности ε > 0
отсюда следует равенство µ(E) = 0∀E ∈

∑
(E ).I
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2.4.3 Вариант формулы Ньютона–Лейбница
Теорема 1. Пусть аддитивная функция µ :

∑
(E ) → R в каждой точке a имеет

плотность ρ(a) и функция ρ : E → R непрерывна. Тогда для любого компакта E класса∑
(E ) справедливо равенство

µ(E) =

∫
E

ρ(x) dx . (5)

J Рассмотрим новую аддитивную функцию

ν(E) =

∫
E

ρ(x) dx .

Эта функция аддитивна и её плотность в точке a равна ρ(a). Разность µ(E)−ν(E) есть
снова аддитивная функция и её плотность равна 0. Согласно лемме 3 µ(E)− ν(E) = 0
для каждого кубируемого компакта E ⊂ E . I

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и аддитивная функция
µ :
∑

(E ) → R ограничена. Тогда равенство (5) справедливо для любого множества
E из

∑
(E ).

J Теорема 2 доказывается так же, как и теорема 1. Нужно лишь вместо леммы 3
использовать лемму 4. I

Упомянем о приложениях кратных интегралов к геометрии масс. Если ρ – плотность
массы, распределённой по фигуре G ⊂ R3, то вся масса

M =

∫∫∫
G

ρ(x, y, z) dx dy dz .

Центром масс фигуры G с плотностью ρ(x, y, z) называют точку C с координатами

xC =
1

M

∫∫∫
G

xρ(x, y, z) dx dy dz, yC =
1

M

∫∫∫
G

yρ(x, y, z) dx dy dz,

zc =
1

M

∫∫∫
G

zρ(x, y, z) dz dy dz;

моментом инерции фигуры G относительно прямой l ⊂ R3 – величину

Il:=

∫∫∫
G

d2
l (x, y, z)ρ(x, y, z) dx dy dz ,

где dl(x, y, z) – расстояние от точки (x, y, z)T до прямой l; моментом инерции фигуры
G относительно точки P (x0, y0, z0) – число

IP :=

∫∫∫
G

[
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
]
ρ(x, y, z) dx dy dz .
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Упражнение 1. Доказать равенство

IP = IC +M |PC|2 ,

называемое рядом авторов формулой Лагранжа.
Упражнение 2. Найти центр масс однородного (ρ ≡ 1) неконцентрического ша-

рового слоя

G := {(x, y, z)T ∈ R3, 2rx 6 x2 + y2 + z2 6 R2, 2r < R} .

2.4.4 Объёмы и диффеоморфизмы
Напомним некоторые сведения о диффеоморфизмах (см. 1.4.4). Пусть U , V – от-

крытые подмножества пространства Rn. Биекцию ψ : U → V называют диффеомор-
физмом U на V , если ψ принадлежит C1(U ,Rn), а обратное отображение ψ−1 : V → U
принадлежит C1(V ,Rn). В этом случае компоненты ψ1, . . . , ψn отображения ψ непре-
рывно дифференцируемы в области U , а якобиан отображения ψ

D(ψ1, . . . , ψn)

D(x1, . . . , xn)
(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ

∂x1

(x) . . .
∂ψ

∂xn
(x)

... . . . ...
∂ψn

∂x1

(x) . . .
∂ψn

∂xn
(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
есть непрерывная скалярная функция, всюду в области U отличная от нуля. Диф-
феоморфизм ψ обладает свойством открытости: если Ω – открытое множество и Ω
принадлежит U , то его образ ψ(Ω) также есть открытое множество в Rn; при этом
∂ψ(Ω) = ψ(∂Ω).

Если E – компактное подмножество U , то образ ψ(E ) – компактное подмножество
V . Сужение диффеоморфизма ψ на множество E липшицево ( см. п. 1.5). В частности,
существует такая постоянная L, что для всех u,w из U верно неравенство

‖ψ(u)− ψ(w)‖ 6 L ‖u− w‖ . (6)

Пусть E компактное кубируемое подмножество U ;
∑

(E ) – совокупность кубируемых
подмножеств E .

Лемма 5. Справедливы следующие утверждения: 1◦ образ ψ(E) каждого куби-
руемого множества E ⊂ E есть кубируемое множество; 2◦ функция µ(E):=v(ψ(E))
аддитивна и ограничена; 3◦ в каждой точке a из E функция µ имеет плотность и

dµ

dV
(a) =

∣∣∣∣D(ψ1, . . . , ψn)

D(x1, . . . , xn)
(a)

∣∣∣∣ . (7)

J Если M ⊂ E , то в силу леммы 7.1 верна оценка

V ∗(ψ(M)) 6 LnV ∗(M) . (8)
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Применим неравенство (8) к случаю, когда M совпадает с границей ∂E кубируемого
множества E ⊂ E . В этом случае V (∂E) = 0, поэтому V ∗(ψ(∂E)) = 0, а поскольку
∂(ψ(E)) ⊂ ψ(∂E), то справедливо равенство V ∗(∂(ψ(E)) = 0, означающее кубируемость
множества ψ(E). Аддитивность функции µ(E) = V (ψ(E)) следует из аддитивности
объёма, ограниченность функции µ(E) вытекает из оценки (8).

Докажем теперь равенство (7). Вначале рассмотрим случай, когда ψ′(a) есть опера-
тор тождественного преобразования: ψ′(a) = I. Применим вариант леммы 1.5.3, отно-
сящийся к случаю кубической нормы в Rn. Согласно результатам 1.5 для любого ε > 0
найдётся такое положительное число δ, что сужение отображения ψ на куб �(a, δ) при-
надлежит I(δ). Это означает следующее: ψ(x) = x−h(x) (x ∈ �(a, δ)), где отображение
h : �(a, δ) → Rn удовлетворяет оценке

‖h(u)− h(v)‖ 6 ε‖u− v‖ (u, v ∈ �(a, δ)) . (9)

Из (9) вытекает, что отображение ψ на кубе �(a, δ) удовлетворяет двустороннему усло-
вию Липшица

(1− ε)‖u− v‖ 6 ‖ψ(u)− ψ(v)‖ 6 (1 + ε)‖u− v‖ . (10)

Если E ⊂ �(a, δ), то из (10) следуют неравенства

V (ψ(E)) 6 (1 + ε)nV (E), V (E) = V (ψ−1(ψ(E))) 6
1

(1− ε)n
V (ψ(E)) ,

и, таким образом,

(1− ε)nV (E) 6 V (ψ(E)) 6 (1 + ε)nV (E) .

Ввиду произвольности ε > 0, приходим к равенству

dµ

dV
(a) = 1 = detψ′(a) .

Это и доказывает третье утверждение в случае ψ′(a) = I.
Пусть теперь Λ = ψ ′(a) ∈ GL(Rn). Тогда доказанную часть леммы можно при-

менить к отображению ϕ = Λ−1ψ. Если последовательность кубируемых множеств Ei
обладает свойствами: Ei → a, V (Ei) > 0, то

lim
i→∞

V (ϕ(Ei))

V (Ei)
= 1 .

Но V (ϕ(Ei)) = V (Λ−1(ψ(Ei))) = | det Λ−1|V (ψ(Ei)) =
V (ψ(Ei))

| det Λ|
, следовательно,

lim
i→∞

V (ψ(Ei))

V (Ei)
= | det Λ| = | det f ′(a)| .

Лемма 5 полностью доказана.I
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Равенство (7) позволяет интерпретировать модуль якобиана отображения ψ в точке
как коэффициент локального искажения объёма. Из теоремы 2 и леммы 5 вытекает

Теорема 3. Пусть ψ : U → V – диффеоморфизм открытого множества U ⊂ Rn

на открытое множество V ⊂ Rn, E – кубируемое множество и E ⊂ U . Тогда ψ(E)
– кубируемое подмножество V и

V (ψ(E)) =

∫
E

| detψ′(x)| dx . (11)

Преобразование y = ψ(x) в координатной форме записывается следующим образом

yi = ψi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . , n) . (12)

С помощью преобразования (12) мы переходим от координат y1, . . . , yn к координатам
x1, . . . , xn. Величину

| detψ′(x)| dx =

∣∣∣∣D(ψ1, . . . , ψn)

D(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣ d x1 . . . dxn

называют элементом объёма в системе координат x1, . . . , xn.

2.5 Замена переменных в кратных интегралах

2.5.1 Формулировка правила замены переменных
В одномерном анализе метод замены переменных в интеграле Римана играл важ-

ную роль. Наша ближайшая цель состоит в том, чтобы установить формулу замены
переменных для кратных интегралов.

Пусть U ,V – открытые множества в Rn, ψ : U → V – диффеоморфизм U на V . В
этом случае якобиан отображения ψ отличен от нуля в области U :

detψ′(x) =
D(ψ1, . . . , ψn)

D(x1, . . . , xn)
(x) 6= 0 .

Справедливо следующее утверждение (правило замены переменных в кратном инте-
грале).

Теорема 1. Пусть D – кубируемое и компактное подмножество V . Пусть функ-
ция f : D → R интегрируема (в смысле Римана) по множеству D (f ∈ R(D)). Тогда
функция f [ψ(x)]| detψ′(x)| интегрируема по множеству E = ψ−1(D) и имеет место
равенство ∫

D

f(y) dy =

∫
E

f [ψ(x)]| detψ′(x)| dx . (1)

Доказательство теоремы 1 приводится в следующем пункте. Сейчас же отметим, что
множество E кубируемо и компктно ( как образ D при диффеоморфизме
ψ−1 : V → U ). Если D0 – множество точек разрыва функции f : D → R, то оно имеет
нулевую меру. Отсюда следует, что и множество E0 = ψ−1(D0) точек разрыва функции
f ◦ ψ также имеет нулевую меру, поэтому функция f [ψ(x)], а вместе с ней и функция
f [ψ(x)]| detψ′(x)| интегрируемы ( в смысле Римана) по множеству E.
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2.5.2 Доказательство правила замены переменных
Пусть τ = {D1, . . . ,DN} – разбиение кубируемого множества D , так что D1, . . . ,DN

– кубируемые множества и

N⋃
i=1

Di = D , V (Di ∩Dj) = 0 при i 6= j .

Положим

mi = inf
y∈Di

f(y), Mi = sup
y∈Di

f(y), Ei = ψ−1(Di) (i = 1, . . . , N) .

Тогда множества E1, . . . , EN образуют разбиение множества E. Если x ∈ Ei, то
ψ(x) ∈ Di, поэтому

mi 6 f [ψ(x)] 6 Mi .

Умножая данное неравенство на положительную функцию | detψ′(x)| и интегрируя по
множеству Ei, приходим к неравенствам

mi

∫
Ei

| detψ′(x)| dx 6
∫
Ei

f [ψ(x)]| detψ′(x)| dx 6 Mi

∫
Ei

| detψ′(x)| dx .

В силу формулы (9) п. 2.4.4∫
Ei

| detψ′(x)| dx = V (ψ(Ei)) = V (Di),

следовательно,

miV (Di) 6
∫
Ei

f [ψ(x)]| detψ′(x)| dx 6 MiV (Di) .

Суммируя данные неравенства по всем i от 1 до N , приходим к оценкам

Sτ (f) 6
∫
E

f [ψ(x)]| detψ′(x)| dx 6 Sτ (f) , (2)

в которых Sτ (f) и Sτ (f) – нижняя и верхняя суммы Дарбу функции f , соответству-
ющие разбиению τ = {D1, . . . ,DN}. Поскольку функция f интегрируема по множеству
D , то число, расположенное между каждыми верхней и нижней суммами Дарбу, един-
ственно и совпадает с интегралом от функции f по множеству D . Это замечание вместе
с (2) влечёт за собой равенство (1). I

Равенству (1) можно придать следующий вид∫
ψ(E)

f(y) dy =

∫
E

f [ψ(x)]| detψ′(x)| dx . (3)
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Этот вариант формулы замены переменных более предпочтителен, чем исходный. На-
пример, он открывает возможности для обобщения формулы (3) на случай, когда функ-
ция f , множество E и отображение ψ удовлетворяют менее жёстким, чем в теореме 1,
ограничениям. Не претендуя на подробное обсуждение возникающих здесь вопросов
(см., например, [1], [3 ]– [10 ], [14 ] – [20]), ограничимся далее рассмотрением некоторых
частных случаев.

2.5.3 Замена переменных в двойных интегралах
Замену переменных в кратных интегралах используют как для упрощения подын-

тегральной функции, так и для упрощения вида области интегрирования. Например,
если функция f двух переменных x, y зависит от

√
x2 + y2, а область интегрирования

D просто задаётся в полярных координатах r, ϕ, то переход от декартовых координат
точки к полярным представляется оправданным. Напомним, связь между декартовыми
и полярными координатами точки задаётся равенствами

x = r cosϕ, y = r sinϕ .

Якобиан перехода
D(x, y)

D(r, ϕ)
=

∣∣∣∣ cosϕ sinϕ
−r sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r

отличен от нуля в любой области, не содержащей начало координат. Формула замены
переменных в рассматриваемом случае имеет вид∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫∫
E

f(r cosϕ, r sinϕ)r dr dϕ . (4)

С помощью предельного перехода формулу (4) легко распространить на область D ,
содержащую начало координат.

В качестве примера вычислим интеграл

J1 =

∫∫
D

x dx dy

по фигуре D , определяемой соотношениями

D = {(x, y)T ∈ R2, 2x 6 x2 + y2 6 6x, −
√

3x 6 y 6 x} .
Фигура D не является выпуклой относительно координатных осей; переход к повтор-
ному интегралу требует разбиения D на несколько выпуклых относительно осей коор-
динат частей. Введение полярных координат упрощает вид области, а именно

E = {(r, ϕ), −π
3

6
π

4
, 2 cosϕ 6 r 6 6 cosϕ} .

Используя формулу (4), получаем

∫∫
D

x dx dy =

∫
E

r2 cosϕdr dϕ =

π
4∫

−π
3

cosϕ

6 cosϕ∫
2 cosϕ

r2 dr =
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=
208

3

π
4∫

−π
3

cos4 ϕdϕ =
52

3
+

91

6
(π +

√
3

2
).

Для вычисления ряда двойных интегралов удобен несколько иной вид обобщенных
полярных координат

x = ar cosα ϕ, y = br sinα ϕ .

Нетрудно убедиться, что для этих координат якобиан переход

D(x, y)

D(r, ϕ)
= αab cosα−1 ϕ sinα−1 ϕ .

Остановимся ещё на одном подходе к выбору системы криволинейных координат, ко-
торый оказывается полезным при вычислении площади криволинейного четырёхуголь-
ника. Поясним этот приём на примере. Пусть требуется найти площадь S(D) фигуры
D , ограниченной кривыми

y2 = px, y2 = qx, x2 = ay, x2 = by,

где 0 < p < q и 0 < a < b. Введём переменные u, v так, что

u =
y2

x
, v =

x2

y
(p 6 u 6 q, a 6 v 6 b) .

Легко проверяются равенства

x =
3
√
uv2, y =

3
√
u2v,

D(x, y)

D(u, v)
= −1

3
.

Отсюда получаем

S(D) =

∫∫
D

1 dx dy =

b∫
a

dv

q∫
p

∣∣∣∣−1

3

∣∣∣∣ du =
(q − p)(b− a)

3
.

2.5.4 Цилиндрические и сферические координаты
Обсудим переход от декартовых координат к цилиндрическим и сферическим коор-

динатам. Для цилиндрических координат в R3 искомая связь имеет вид

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z ;

якобиан перехода

D(x, y, z)

D(r, ϕ, z)
=

∣∣∣∣∣∣
cosϕ sinϕ 0
−r sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r .
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Элемент объёма в цилиндрических координатах равен r dr dϕ dz.
Для сферических координат (в трёхмерном пространстве)

x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ ,

r > 0, 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ < 2π

якобиан имеет вид

D(x, y, z)

D(r, ϕ, θ)
=

∣∣∣∣∣∣
cosϕ sin θ sinϕ sin θ cos θ
−r sinϕ sin θ r cosϕ sin θ 0
r cosϕ cos θ r sinϕ cos θ −r sin θ

∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ .

Элемент объёма в сферических координатах равен r2 sin θ.
В качестве примерa найдём объём v(D) фигуры D , ограниченной поверхностью

(x2 + y2 + z2)2 = a3z (a > 0) . (5)

Определяемая равенством (5) фигура D симметрична относительно координатных
плоскостей Oyz,Oxz и расположена вверх от плоскости Oxy. Поэтому достаточно вы-
числить объём четверти фигуры, лежащей в первом октанте. Переходя к сферическим
координатам, приведём уравнение (5) к виду r = a 3

√
cos θ. Так как первый октант ха-

рактеризуется неравенствами

0 6 θ 6
π

2
, 0 6 ϕ 6

π

2
,

то искомый объём равен

V (D) = 4

π
2∫

0

dϕ

π
2∫

0

dθ

a
3√

cos θ∫
0

r2 sin θ dr =
2πa3

3

π
2∫

0

sin θ cos θ dθ =
πa3

3
.

В n-мерном пространстве сферические координаты определяются равенствами

x1 = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−1 ,

xm = r cos θm−1

n−1∏
k=m

sin θk при m = 2, 3, . . . , n− 1,

xn = r cos θn−1 ,

в которых сферический радиус r и сферические углы θ1, θ2, . . . , θn−1 изменяются в пре-
делах r > 0, 0 6 θ1 < 2π, 0 6 θm 6 π при m = 2, 3, . . . , n− 1.

Эти формулы определяют однозначные функции

r = r(x), θ1 = θ1(x), . . . , θn−1 = θn−1(x),

если потребовать выполнения условий: 0 < r < ∞, 0 < θ1 < 2π, 0 < θm < π при
m = 2, 3, . . . , n− 1. Подсчёты показывают, что

D(x1, x2, . . . , xn)

D(r, θ1, . . . , θn−1

= rn−1

n−1∏
k=1

sink−1 θk .
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2.5.5 Формула Каталана
Представляют интерес способы сведения кратных интегралов к одномерным. В этом

пункте устанавливаются некоторые результаты в данном направлении.
Пусть E – кубируемое подмножество Rn, функция g : E → R удовлетворяет услови-

ям:
1) a 6 g(x) 6 b для всех x из E;
2) при любых α, β из отрезка [a, b] (α 6 β) множество

E(α, β):={x ∈ E, α 6 g(x) 6 β}

кубируемо;
3) существует такая интегрируемая на отрезке [a, b] функция ϕ(t), что

V (E(α, β)) =

β∫
α

ϕ(t) dt (6)

для любого отрезка [α, β] ⊂ [a, b] (α 6 β).
Теорема 2. Пусть функция g : E → R удовлетворяет условиям 1)-3), а функция

h : [a, b] → R интегрируема по отрезку [a, b]. Тогда функция f = h ◦ g интегрируема (в
смысле Римана) по множеству E и справедлива формула Каталана 8

∫
E

f(x) dx =

∫
a6g(x)6b

h[g(x)] dx =

b∫
a

h(t)ϕ(t) dt . (7)

J Пусть T = {t0, t1, . . . , tN} – разбиение отрезка [a, b] так, что

t0 = a < t1 < t2 < · · · < tN = b.

Положим Ei = E(ti−1, ti), i = 1, . . . , N. Множества E1, E2, . . . , EN образуют разбиение τ
множества E. Очевидно, что

mi = inf
x∈Ei

f(x) = inf
t∈[ ti−1,ti]

h(t), Mi = sup
x∈Ei

f(x) = sup
t∈[ ti−1,ti]

h(t) . (8)

Так как в силу (6)

V (Ei) =

ti∫
ti−1

ϕ(t) dt ,

то нижняя и верхняя суммы Дарбу Sτ (f) и Sτ (f) функции f находятся по формулам

Sτ (f) =
N∑
i=1

miV (Ei) =
N∑
i=1

mi

ti∫
ti−1

ϕ(t) dt ,

8Каталан Эжен Шарль (Catalan Euge′ne Charles) (1814 – 1894) – бельгийский математик.
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Sτ (f) =
N∑
i=1

MiV (Ei) =
N∑
i=1

Mi

ti∫
ti−1

ϕ(t) dt .

Обозначим через ωi колебание функции h(t) на отрезке [ti−1, ti]:

ωi = sup{|h(t′)− h(t′′)|, t′, t′′ ∈ [ti−1, ti]} (i = 1, 2, . . . , N) ,

положим ∆ti = ti − ti−1. Справедлива оценка∣∣∣∣∣∣Sτ (f)−
b∫

a

h(t)ϕ(t) dt

∣∣∣∣∣∣ 6
N∑
i=1

|h(t)−mi|
ti∫

ti−1

ϕ(t) dt 6

6 sup
t∈[a,b]

|ϕ(t)|
N∑
i=1

ωi∆ti (9)

и аналогичная ей оценка для верхней суммы∣∣∣∣Sτ (f)−
∫ b

a

h(t)ϕ(t) dt

∣∣∣∣ 6 sup
t∈[ ti−1,ti]

ϕ(t)
N∑
i=1

ωi∆ti . (10)

Поскольку функция h интегрируема по отрезку [a, b], то для каждого ε > 0 найдётся
такое разбиение T отрезка [a, b], что

N∑
i=1

ωi∆ti < ε . (11)

Если разбиение T удовлетворяет соотношению (11), то из (9) – (11) вытекают неравен-
ства ∣∣∣∣∣∣Sτ (f)−

b∫
a

h(t)ϕ(t) dt

∣∣∣∣∣∣ 6 ε sup
t∈[ a,b]

|ϕ(t)| ;

∣∣∣∣∣∣Sτ (f)−
b∫

a

h(t)ϕ(t) dt

∣∣∣∣∣∣ 6 ε sup
t∈[ a,b]

|ϕ(t)| .

Теперь формула (8) следует из определения интеграла Римана.I
Следствие 1. Пусть функция µ(t) = v(E(a, t)) дифференцируема в каждой точке

отрезка [a, b], а производная µ′(t) интегрируема по отрезку [a, b]. Тогда

∫
E

f(x) dx =

∫
a6g(x)6b

h[g(x)] dx =

b∫
a

h(t)µ′(t) dt . (12)

J Для доказательства достаточно положить в равенстве (7) ϕ(t) = µ′(t). I
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Следствие 2. Пусть функция h : [a, b] → R интегрируема в смысле Римана по
отрезку [a, b] (0 6 a 6 b <∞). Тогда функция f(x) = h(|x|) интегрируема по шаровому
слою E = {x ∈ Rn, a 6 |x| 6 b} и

∫
E

f(x) dx =

∫
a6|x|6b

h(|x|) dx = nan

b∫
a

h(t)tn−1 dt , (13)

где an– объём шара |x| 6 1.
J Достаточно воспользоваться формулой (12) в случае g(x) = |x|. I
Следствие 3.Справедливы равенства

∫∫
x2
1+x2

26b2

e−(x2
1+x2

2) dx1 dx2 = 2π

b∫
0

e−t
2

t dt = −π e−t2
∣∣∣b
0

= π(1− e−b
2

) , (14)

∫
a6|x|6b

1

|x|p
dx = nan

b∫
a

tn−1−p dt . (15)

В формуле (15) 0 < a < b <∞, n – произвольное натуральное число.
Условия справедливости равенства (6) приведены в [18 – 20]; там же указаны способы

нахождения функции ϕ в достаточно общих ситуациях.

2.6 Кратные несобственные интегралы

2.6.1 Определение кратного несобственного интеграла
Пусть D – непустое открытое подмножество пространства Rn. Обозначим через

K (D) совокупность компактных и кубируемых подмножеств множества D . Последова-
тельность Ei (i = 1, 2, . . . ) множеств класса K (D) назовём исчерпывающей множество
D , если Ei ⊂ Ei+1 и для любого множества E класса K (D) при достаточно больших i
справедливо включение E ⊂ Ei; в этом случае будем писать Ei ↑ D .

Лемма 1. Для любого открытого множества D существует исчерпываюшая его
последовательность Ei(i = 1, 2, . . . ) множеств класса K (D).

J Кубом ранга k = 0, 1, 2, . . . назовём куб вида

� :=

{
x = (xj) ,

mj

10k
6 xj 6

mj + 1

10k
, j = 1, 2, . . . , n

}
,

где mj при j = 1, 2, . . . , n пробегают независимо друг от друга множество всех целых
чисел. Очевидно, что объединение конeчного числа кубов ранга k есть кубируемое и
компактное множество.

Определим множество Ei как объединение кубов ранга i, содержащихся в пересече-
нии множества D с кубом ‖x‖ 6 i. Последовательность Ei является искомой. Действи-
тельно, каждое множество Ei кубируемо и компактно как объединение конечного числа
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кубов. Так как множество всех кубов ранга i образует покрытие всего пространства Rn,
то любой компакт E принадлежит множеству Ei при достаточно большом i. В самом
деле, пусть число i настолько велико, что выполняются соотношения

max
x∈E

‖x‖ 6 i− 1,
1

10i
< min{‖x− y‖, x ∈ E, y /∈ D}.

Поэтому если � – куб ранга i и x ∈ � ∩ E, то весь куб � принадлежит множеству
D . Таким образом, E ⊂ Ei при достаточно большом i. Включение Ei ⊂ Ei+1 очевидно.
Следовательно, Ei ↑ D . I

Разумеется, построенная в процессе доказательства леммы 1 исчерпывающая D по-
следовательность множеств Ei классса K (D) не является единственной. Следствием
проведённых рассуждений является полезная для дальнейшего

Лемма 2. Каждое непустое открытое множество D может быть представле-
но в виде объединения счётного числа замкнутых кубов, не имеющих попарно общих
внутренних точек.

Функцию f : D → R назовём допустимой, если она интегрируема на каждом множе-
стве E класса K (D). Например, каждая непрерывная на множестве D функция допу-
стима. В силу критерия Лебега функция f допустима, если она почти всюду непрерывна
и её сужение на каждый компакт, принадлежащий множеству D , ограничено.

Допустимую функцию f : D → R называют интегрируемой в несобственном смысле
на открытом множестве D , если для любой последовательности Ei ↑ D существует
предел

lim
i→∞

∫
Ei

f(x) dx , (1)

не зависящий от выбора последовательности Ei ↑ D . Этот предел называют несобствен-
ным интегралом от функции f по открытому множеству D и обозначают символом∫

D

f(x) dx или
∫
· · ·
∫

D

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn . (2)

При этом несобственный интеграл (2) именуют сходящимся. Иногда символ (2) исполь-
зуют и в случае, когда предел (1) не существует. В этом случае интеграл (2) называют
расходящимся.

Введённое в этом пункте понятие несобственного интеграла будет применяться толь-
ко в случае n > 2. Для функций одного переменного сохраним прежнее определение
несобственного интеграла. Это связано с тем, что в случае n = 1 в качестве последова-
тельности множеств, исчерпывающей конечный или бесконечный интервал D , брались
лишь отрезки.

2.6.2 Интегралы от неотрицательных функций
Теорема 1. Пусть f : D → R – неотрицательная допустимая функция. Тогда для

любой последовательности Ei, исчерпывающей множество D , предел (1), конечный
или бесконечный, всегда существует и не зависит от выбора указанной последова-
тельности.
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J Пусть Ei, E ′
i – две последовательности, исчерпывающие множество D . Тогда по-

следовательности

ci =

∫
Ei

f(x) dx, c′i =

∫
E′i

f(x) dx

возрастают и имеют конечные или бесконечные пределы c и c′ соответственно. Посколь-
ку Ei ↑ D , то для любого индекса k найдётся такой индекс i(k), что E ′

k ⊂ Ei при i > i(k).
Отсюда вытекают неравенства

c′k 6 ci (i > i(k)), c′k 6 c .

Ввиду произвольности k отсюда получаем неравенство c′ 6 c. Меняя местами последо-
вательности Ei, E ′

i, приходим к противоположному неравенству c 6 c′. Следовательно,
c = c′. I

Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. Пусть

D :={x ∈ Rn, 0 < |x− a| < R0}, f(x) =
1

|x− a|p
(x ∈ D).

Исчерпывающую множество D последовательность кубируемых множеств Ei можно
определить равенством

Ei =

{
x ∈ Rn,

1

i
6 |x− a| 6 R0 −

1

i

}
(i = 1, . . . , )

Согласно формуле 2.5(15)

ci =

∫
Ei

1

|x− a|p
dx = nan

R0− 1
i∫

1
i

tn−1−p dt .

Последовательность ci сходится в том и только в том случае, если p < n. Справедливы
равенства ∫

0<|x−a|<R0

dx

(x− a|p
=

nan
n− p

Rn−p
0 (p < n), (3)

∫
0<|x−a|<R0

dx

|x− a|p
= ∞ (p > n) . (4)

Пример 2. Пусть D = {x ∈ Rn, |x| > R0}, f(x) =
1

|x|p
, (x ∈ D). Исчерпывающую

множество D последовательность Ei можно определить равенством

Ei:={x ∈ Rn, R0 +
1

i
6 |x| < R0 + i}.
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Повторяя рассуждения, проведённые при выводе формул (3), (4), получаем∫
|x|>R0

dx

|x|p
=

nan
p− n

Rp−n
0 (p > n),

∫
|x|>R0

dx

|x|p
= ∞ (p 6 n) .

Пример 3. Пусть D = R2, f(x, y) = e−x
2−y2 .

Определим две исчерпывающие плоскость D последовательности кубируемых ком-
пактов:

Ei:={(x, y)T , x2 + y2 6 i2}, E ′
i := {(x, y)T , |x| 6 i, |y| 6 i} .

В силу формулы 2.5(16) ∫∫
x2+y26i2

e−x
2−y2 dx dy = π

(
1− e−i

2
)
,

поэтому ∫∫
R2

e−x
2−y2 dx dy = π .

С другой стороны,∫∫
E′i

e−x
2−y2 dx dy =

i∫
−i

e−x
2

dx

i∫
−i

e−y
2

dy =

 i∫
−i

e−x
2

dx

2

.

Из проведённых рассуждений вытекает равенство
∞∫

−∞

e−x
2

dx =
√
π ; (5)

левую часть (5) называют интегралом Пуассона 9. Простая замена переменной в (5)
приводит к соотношению

∞∫
−∞

e−λx
2

dx =

√
π

λ
(λ > 0). (6)

Упражнение 1. Доказать многомерный вариант равенства (6)∫
· · ·
∫

Rn

e−λ1x2
1−···−λnx2

n dx1 . . . dxn =

√
πn

λ1 . . . λn
(λ1 > 0, . . . , λn > 0). (7)

Упражнение 2. Опираясь на (7), установить равенство∫
· · ·
∫

Rn

e−(Ax,x) dx1 . . . dxn =

√
πn

detA
, (8)

в котором A – положительно определённая симметричная матрица размеров n× n.
9Пуассон Симеон Дени (Poisson Sime′on Denis) (1781 – 1840) – французский механик, физик,

математик.
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2.6.3 Признаки сравнения
Теорема 2. Пусть f, g : D → R – допустимые функции и |f(x)| 6 g(x) для всех x

из D . Тогда из сходимости интеграла∫
D

g(x) dx

вытекает сходимость интегралов∫
D

|f(x)| dx,
∫
D

f(x) dx . (9)

J Пусть Ei – последовательность кубируемых компактов, исчерпывающая множе-
ство D (Ei ↑ D). Положим

bi =

∫
Ei

g(x) dx, ci =

∫
Ei

|f(x)| dx .

Из очевидного неравенства 0 6 ci 6 bi следует ограниченность, а значит, и сходимость
возрастающей последовательности ci. Отсюда и из теоремы 1 вытекает сходимость ле-
вого из интегралов (9).

Если

f1(x) =
f(x) + |f(x)|

2
, f2(x) =

|f(x)| − f(x)

2
,

то
0 6 f1(x) 6 |f(x)|, 0 6 f2(x) 6 |f(x)|,

поэтому последовательности

αi =

∫
Ei

f1(x) dx, βi =

∫
Ei

f2(x) dx

ограничены. Поскольку Ei – возрастающая последовательность, то и последовательно-
сти αi, βi также возрастают, а следовательно, сходятся к числам∫

D

f1(x) dx,

∫
D

f2(x) dx .

Отсюда вытекают равенства

lim
i→∞

∫
Ei

f(x) dx = lim
i→∞

αi − lim
i→∞

βi =

∫
D

f1(x) dx−
∫
D

f2(x) dx .

Предел в правой части не зависит от выбора последовательности Ei ↑ D . Это и приводит
к требуемому результату.I
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Чаще всего в качестве эталонной функции сравнения используется функция
g(x) = |x− a|−p. Приведём два следствия теоремы 2.

Следствие 1. Пусть D :={x ∈ Rn, 0 < |x − a| < R}, f : D → R – допустимая
функция. Если

|f(x)| 6 L

|x− a|p
(x ∈ D , L <∞, p < n),

то интеграл (2) сходится.
Следствие 2. Пусть D :={x ∈ Rn, |x| > R}, f : D → R – допустимая функция.

Если
|f(x)| 6 L

|x|p
(x ∈ D , L <∞, p > n),

то интеграл (2) сходится.

2.6.4 Замена переменной в несобственном интеграле
Теорема 3. Пусть x = ψ(u) – диффеоморфизм открытого множества Ω ⊂ Rn

на открытое множество D ⊂ Rn. Тогда для любой допустимой функции f : D → R
имеет место равенство∫

D

f(x) dx =

∫
Ω

f [ψ(u)]| detψ′(u)| du , (10)

причём интегралы в левой и правой частях равенства (10) сходятся или расходятся
одновременно.

J Если последовательность Ei исчерпывает множество Ω, то последовательность
E ′
i = ψ(Ei) исчерпывает множество D ; верно и обратное. В силу правила замены пере-

менных в интеграле Римана верно равенство∫
E′i

f(x) dx =

∫
Ei

f [ψ(u)]| detψ′(u)| du . (11)

Поэтому сходимость одного из интегралов в равенстве (10) влечёт сходимость и второго
интеграла. Переходя в (11) к пределу, получаем равенство (10).I

В ряде случаев рамки изложенной в этом параграфе теории несобственных интегра-
лов становятся слишком узкими. Упомянем о возможных обобщениях: главные значе-
ния несобственных интегралов, интегралы Лебега, Стилтьеса10 и т.п.

Упражнение 3. Пусть λ1, . . . , λn – положительные числа,

E = {x = (x1, . . . , xn)
T ,

n∑
k=1

λkx
2
k 6 1} −

n-мерный эллипсоид. Доказать, что его объём

V (E ) =
an√

λ1 . . . λn
,

10Стилтьес Томас Иоаннес (Stielties ThomasJoannes) (1856 – 1894) – нидерландский математик.
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где an – объём единичного шара |x| 6 1.
Упражнение 4. Пусть A = (aij) – симметричная положительно определенная

матрица размеров n × n. Доказать, что объём V эллипсоида, определяемого соотно-
шением

(Ax, x) =
n∑

i,j=1

aijxixj 6 1 ,

вычисляется по формуле
V =

an√
detA

.

Упражнение 5. Найти объём n-мерного цилиндра

n−1∑
i=1

x2
i 6 R2, 0 6 xn 6 H .

Упражнение 6. Найти объём n-мерного конуса

n−1∑
i=1

x2
i 6 a2x2

n, 0 6 xn 6 H .

Упражнение 7. Найти объём тел, ограниченных поверхностями (можно восполь-
зоваться цилиндрическими координатами)

1)(x2 + y2)2 = 2xy, z = x+ y, z = 0, (x > 0) .

2)x2 + y2 = 1, z = e−(x2+y2), z = 0 .

3)
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x2

a2
+
y2

b2
=
z

c
, c > 0 .

Упражнение 8. Найти координаты центра масс плоской однородной
(ρ = 1) фигуры:

1)
y2

a
6 x 6 2a− y, a > 0.

2)x2 + y2 6 a2, |y| 6 xtgα, 0 < α < π
2
.

Упражнение 9. Найти момент инерции шара x2 + y2 + z2 6 R2 с плотностью
ρ = ρ0(x

2 + y2 + z2) относительно его центра.
Упражнение 10.Пусть начало координат O совпадает с центром масс тела G,

ось l проходит через точку O и составляет с осями координат углы α, β и γ. Дока-
зать, что момент инерции Il тела G относительно оси l равен

Il = Ixx cos2 α+ Iyy cos2 β + Izz cos2 γ−

−2Ixy cosα cos β − 2Iyz cos β cos γ − Izx cos γ cosα ,

где Ixx, Iyy, Izz – моменты инерции относительно осей Ox,Oy,Oz соответственно,

Ixy =

∫∫∫
G

xyρ(x, y, z)dx dy dz ,
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Iyz =

∫∫∫
G

yzρ(x, y, z)dx dy dz ,

Izx =

∫∫∫
G

zxρ(x, y, z)dx dy dz

– центробежные моменты инерции тела.
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Глава 3

Интегралы, зависящие от параметра

3.1 Собственные интегралы с параметром

3.1.1 Непрерывность и интегрируемость по параметру
Пусть f(x, t) – функция, определённая и непрерывная на прямоугольнике

A = [a, b]× [c, d].

При каждом t из отрезка [c, d] функция x → f(x, t) непрерывна на отрезке [a, b], в
частности, f(·, t) ∈ R [a, b]. Поэтому на отрезке [c, d] определена функция

I(t) =

b∫
a

f(x, t) dx ,

называемая интегралом, зависящим от параметра t.
Теорема 1. Если функция f : A→ R непрерывна на A, то и функция I : [c, d] → R

также непрерывна на [c, d].
J Фиксируем ε > 0. Непрерывная на прямоугольнике A функция f равномерно

непрерывна на A. Следовательно, найдётся такое δ > 0, что из соотношений

|x′ − x′′|+ |t′ − t′′| < δ

вытекает неравенство

|f(x′, t′)− f(x′′, t′′)| <
ε

b− a
.

В частности, если |t′ − t′′| < δ, то |f(x, t′) − f(x, t′′)| <
ε

b− a
для всех x из [a, b]. Спра-

ведливы оценки

|I(t′)− I(t′′)| 6
b∫

a

|f(x, t′)− f(x, t′′)| dx <
b∫

a

ε

b− a
dx = ε,
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влекущие за собой непрерывность функции I(t) на отрезке [c, d].I
Теорема 2. В предположениях теоремы 1 функция I(t) интегрируема (в смысле

Римана) по отрезку [c, d] и

d∫
c

I(t) dt =

∫∫
A

f(x, t) dx dt . (1)

J Интегрируемость функции I(t) по отрезку [c, d] вытекает из её непрерывности на
этом отрезке. Равенство (1) следует из теоремы Фубини (для непрерывной на прямо-
угольнике A функции f двойной и повторный интегралы совпадают).I

Требование непрерывности функции f по совокупности переменных можно осла-
бить. Например, в теореме 1 достаточно потребовать, чтобы при любом t из [c, d] функ-
ция f(·, t) : [a, b] → R была интегрируемой по [a, b], a функция f(x, ·) : [c, d] → R –
непрерывной по t равномерно относительно x из [a, b]. Многомерные версии теорем 1,
2 обсуждаются в п. 3.1.5.

3.1.2 Дифференцируемость по параметру
Усиливая предположения относительно функции f : A → R, можно гарантировать

дифференцируемость функции I(t) на отрезке [c, d].
Теорема 3. (Правило Лейбница). Пусть функция f : A→ R и её частная произ-

водная
∂f

∂t
определены и непрерывны на прямоугольнике A = [a, b]×[c, d]. Тогда функция

I(t) дифференцируема по параметру t и

dI

dt
(t) =

b∫
a

∂f(x, t)

∂t
dx . (2)

J При любом x из [a, b] функция t → f(x, t) непрерывно дифференцируема на от-
резке [c, d]. Если t0, t0 + ∆t (∆t 6= 0) – числа, принадлежащие отрезку [c, d], то

f(x, t0 + ∆t)− f(x, t0) =

t0+∆t∫
t0

∂f

∂t
f(x, t) dt = ∆t

1∫
0

∂f

∂t
(x, t0 + s∆t) ds .

Интегрируя это равенство по отрезку [a, b], приходим к соотношению

I(t0 + ∆t)− I(t0) = ∆t

b∫
a

 1∫
0

∂f

∂t
(x, t0 + s∆t) ds

 dx .

Разделив это соотношение на ∆t, получаем

I(t0 + ∆t)− I(t0)

∆t
=

∫∫
[a,b]×[0,1]

∂f

∂t
(x, t0 + s∆t) ds dx . (3)
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При ∆t → 0 подынтегральное выражение в (3) равномерно на [a, b] × [0, 1] стремится

к
∂f

∂t
(x, t0). Более подробно, это означает следующее: для любого ε > 0 найдётся такое

δ > 0, что если |∆t| < δ, то∣∣∣∣∂f∂t (x, t0 + s∆t)− ∂f

∂t
(x, t0)

∣∣∣∣ < ε ∀x ∈ [a, b] , s ∈ [0, 1].

Отсюда вытекает равенство

lim
∆t→0

I(t0 + ∆)− I(t0)

∆t
=

∫∫
[a,b]×[0,1]

∂f

∂t
(x, t0) dx dt =

b∫
a

∂f

∂t
(x, t0) dx ,

что и приводит к (2).I
Применим правило Лейбница к вычислению производной по параметру t интеграла

I(t) =

π

2∫
0

ln(t2 − sin2 x) dx (t > 1).

Легко проверить, что условия теоремы 3 выполнены на любом отрезке [c, d],
(1 < c < d <∞). Имеем

I ′(t) =

π

2∫
0

2t

t2 − sin2 x
dx =

π√
t2 − 1

(проверить самостоятельно).

Зная производную функции I(t), с помощью интегрирования получаем

I(t) = π ln(t+
√
t2 + 1) + C1 .

Для нахождения постоянной C1 представим функцию I(t) в виде

I(t) = π ln t+

π

2∫
0

ln

(
1− sin2 x

t2

)
dx .

Приравнивая два последних выражения для I(t), приходим к соотношению

C1 =

π
2∫

0

ln

(
1− sin2 x

t2

)
dx− π ln

t+
√

1 + t2

t
,
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верному при любом t > 1. Устремляя t к ∞, имеем C1 = −π ln 2 . Следовательно,

I(t) = π ln(t+
√

1 + t2)− π ln 2 = π ln
t+

√
t2 + 1

2
.

Итак, дифференцирование по правилу Лейбница позволило найти в явном виде
функцию I(t). Этот метод часто приводит к цели.

Упражнение 1. Вычислить интеграл

I(t) =

π∫
0

ln(1− 2t cosx+ t2) dx (|t| < 1) .

Если функция f(x, t) в условиях теоремы 3 дважды непрерывно дифференцируема
по t, то к равенству (2) можно применить правило Лейбница ещё раз. Сформулируем
общий результат такого рода.

Следствие из правила Лейбница. Пусть функция f : A→ R и её частные про-

изводные
∂f

∂t
, . . . ,

∂mf

∂tm
до порядка m включительно определены и непрерывны на прямо-

угольнике A = [a, b] × [c, d]. Тогда функция I(t) m раз непрерывно дифференцируема
на отрезке [c, d] и

dkI

dtk
(t) =

b∫
a

∂kf

∂tk
(x, t) dx (k = 1, . . . ,m). (4)

3.1.3 Интеграл по отрезку, зависящему от параметра
В этом пункте изучается интеграл

I(t) =

b(t)∫
a(t)

f(x, t) dx , (5)

в котором промежуток интегрирования [a(t), b(t)] зависит от t. Обозначим через E кри-
волинейную трапецию, определяемую соотношением

E :=
{
(x, t)T ∈ R2, c 6 t 6 d, a(t) 6 x 6 b(t)

}
.

Будем считать, что функции a(t), b(t) непрерывны на отрезке [c, d] и a(t) 6 b(t) для всех
t из [c, d], функция f : E → R непрерывна по совокупности переменных. В этой ситуа-
ции функция I(t) определена и непрерывна на отрезке [c, d]. Действительно, введём в
рассмотрение функцию трёх переменных

J(t, u, v) =

v∫
u

f(x, t) dx , (6)
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определённую при c 6 t 6 d, a(t) 6 u, v 6 b(t). Очевидно соотношение
I(t) = J(t, a(t), b(t), т.е. функция I(t) есть суперпозиция непрерывных функций, по-
этому I(t) также непрерывная в области определения функция. Из теоремы Фубини
вытекает равенство

d∫
c

I(t) dt =

∫∫
E

f(x, t) dx dt .

Предположим (простоты ради), что функция f определена и непрерывна вместе с

частной производной
∂f

∂t
на открытом множестве G = (A,B)×(C,D), содержащем мно-

жество E. В этом случае определяемая равенством (6) функция J(t, u, v) непрерывно
дифференцируема на открытом множестве G1 = (C,D)× (A,B)× (A,B) и справедливы
равенства

∂J

∂t
=

v∫
u

∂f(x, t)

∂t
dx (правило Лейбница), (7)

∂J

∂v
= f(v, t),

∂J

∂u
= −f(u, t) . (8)

Равенства (8) вытекают из правила дифференцирования интегралов с переменным
верхним (нижним) пределом. В указанных относительно функции f предположениях
справедлива

Теорема 4. Пусть функции a(t), b(t) непрерывно дифференцируемы на отрезке
[c, d]. Тогда функция I(t) непрерывно дифференцируема на отрезке [c, d] и справедливо
равенство

dI

dt
(t) =

b(t)∫
a(t)

∂f

∂t
(x, t) dx+ f(b(t), t)b′(t)− f(a(t), t)a′(t) (9)

(правило дифференцирования интеграла с переменными пределами интегрирования).
J В предположениях теоремы функция I(t) = J(t, a(t), b(t)) непрерывно дифферен-

цируема как суперпозиция непрерывно дифференцируемых функций. Верны равенства

dI

dt
(t) =

∂J

∂t
(t, a(t), b(t)) +

∂J

∂v
(t, a(t), b(t))

db(t)

dt
+
∂J

∂u
(t, a(t), b(t))

da(t)

dt
=

=

b(t)∫
a(t)

∂f

∂t
(x, t) dx + f(b(t), t)b′(t) − f(a(t), t)a′(t) ;

при доказательстве используются правило дифференцирования суперпозиции функций
и соотношения (7), (8).I

Рассмотрим следующий пример. Пусть

K(t, s) =

{
t(1− s), если s > t,

s(1− t), если s 6 t
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и пусть ϕ(t) – непрерывная на отрезке [0, 1] функция. Докажем, что функция

u(t) =

1∫
0

K(t, s)ϕ(s) ds

дважды дифференцируема на отрезке [0, 1] и u′′(t) = −ϕ(t). Действительно, введём в
рассмотрение функции

I1(t) =

t∫
0

s(1− t) ds, I2(t) =

1∫
t

t(1− s)ϕ(s) ds .

Тогда u(t) = I1(t) + I2(t),

I ′1(t) = −
t∫

0

sϕ(s) ds+ t(1− t)ϕ(t), I ′2(t) =

1∫
t

(1− s)ϕ(s) ds− t(1− t)ϕ(t),

u′(t) = −
t∫

0

sϕ(s) ds+

1∫
t

(1− s)ϕ(s) ds, u′′(t) = −tϕ(t)− (1− t)ϕ(t) = −ϕ(t) .

3.1.4 Лемма Лапласа для собственных интегралов
Две функции Φ(t), Ψ(t), определённые при t > t0, называются эквивалентными на

∞, если найдётся такая функция ρ(t), что

Φ(t) = ρ(t) Ψ(t) и lim
t→∞

ρ(t) = 1 .

В этом случае пишут Φ(t) ∼ Ψ(t) при t→∞.
Лемма 1. Пусть δ, k – положительные числа, функция Φ(t) определена равенством

Φ(t) =

δ∫
−δ

e−ktx
2

dx .

Тогда Φ(t) ∼
√
π

kt
при t→∞.

J Введём переменную z = x
√
kt. Тогда

Φ(t) =
1√
kt

δ
√
kt∫

−δ
√
kt

e−z
2

dz .
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Если t→∞, то δ
√
kt→∞. Следовательно,

δ
√
kt∫

−δ
√
kt

e−z
2

dz =

∞∫
−∞

e−z
2

dz + o(1) =
√
π + o(1) при t→∞.

Отсюда и вытекает требуемое.I
Лемма Лапласа 11 (основной результат этого пункта) позволяет найти асимптотику

на ∞ интегралов вида

I(t) =

b∫
a

e−th(x) dx . (10)

Лемма 2 (Лемма Лапласа). Пусть h : [a, b] → R – дважды дифференцируемая
на отрезке [a, b] функция, причём 1) функция h достигает абсолютного минимума на
отрезке [a, b] в единственной точке c ∈ (a, b), 2)h′′(c) > 0.

Тогда

I(t) ∼ e−th(c)

√
2π

th′′(c)
при t→∞ . (11)

J Предположим вначале, что c = h(c) = 0. В этом случае a < 0 < b, h′′(0) > 0. Так
как h(0) = h′(0) = 0, то согласно формуле Тейлора с остатком в форме Пеано имеет
место равенство

h(x) =
h′′(0)

2
x2 + o(x2) .

Фиксируем ε из интервала

(
0,
h′′(0)

4

)
и подберём δ > 0 так, чтобы при |x| 6 δ выпол-

нялось неравенство ∣∣∣∣h(x)− h′′(0)

2
x2

∣∣∣∣ < εx2 . (12)

Вне отрезка [−δ, δ] функция h(x) удовлетворяет оценке h(x) > η, где
η = η(δ) > 0. Имеем далее

I(t) =

b∫
a

e−th(x) dx =

−δ∫
a

e−th(x) dx +

b∫
δ

e−th(x) dx+

δ∫
−δ

e−th(x) dx .

Обозначим через I1(t) сумму двух первых слагаемых в правой части последнего равен-
ства. При t� 1 справедливы соотношения

I1(t) =

−δ∫
a

e−h(x)e−(t−1)h(x) dx+

b∫
δ

e−h(x)e−(t−1)h(x) dx 6

11Лаплас Пьер Симон (Laplace P ierre Simon) (1749 – 1827) – французский астроном, математик и
физик.
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6

−δ∫
a

e−h(x)e−(t−1)η dx+

b∫
δ

e−h(x)e−(t−1)η dx 6 e−(t−1)η

b∫
a

e−h(x) dx . (13)

Теперь оценим I(t)− I1(t) – интеграл от −δ до δ. Из (12) вытекают оценки

h′′(0) + 2ε

2
x2 6 h(x) 6

h′′(0) + 2ε

2
x2 (−δ 6 x 6 δ) ,

поэтому
δ∫

−δ

e−tx
2 h′′(0)+2ε

2 dx 6

δ∫
−δ

e−th(x) dx 6

δ∫
−δ

e−tx
2 h′′(0)−2ε

2 dx . (14)

В силу леммы 1 справедливо соотношение
δ∫

−δ

e−tx
2 h′′(0)±2ε

2 dx =
1√

t(h′′(0)± 2ε)
(
√

2π + ω±(t)) , (15)

в котором ω±(t) = o(1) при t → ∞. В силу (13) I1(t) = O(e−ηt) при t → ∞. Поэтому,
объединяя (13), (6), приходим к оценке√

2π

t(h′′(0) + 3ε)
6 I(t) 6

√
2π

t(h′′(0)− 3ε)
(t� 1) .

Так как в качестве ε можно взять любое положительное число, то приходим к (11) в
случае c = h(c) = 0.

Общий случай c ∈ (a, b), h – произвольная функция, удовлетворяющая условиям
(1), (2) сводится к предшествующему путём замены аргумента и функции. Достаточно
положить

x1 = x+ c, h1(x1) = h(x1 + c)− h(c) . I

В качестве примера найдём асимптотику последовательности

vn =

π

2∫
0

cosn x dx .

Фиксируем число τ из интервала

(
0,
π

2

)
. Очевидны равенства

vn =
1

2

π

2∫
−
π

2

=
1

2

∫
|x|6τ

cosn x dx+
1

2

∫
τ<|x|6 π

2

cosn x dx = zn + wn .
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Имеем далее

zn =
1

2

∫
|x|6τ

cosn x dx =
1

2

∫
|x|6τ

e−nh(x) dx ,

где h(x) = − ln cos x. Функция h(x) на отрезке [−τ, τ ] удовлетворяет условиям леммы
2. При этом c = 0, h(c) = 0, h′′(c) = 1 . Поэтому

zn =
1

2

√
2π

n
.

Поскольку

0 6 wn =
1

2

∫
τ<|x|6

π

2

cosn x dx 6
π

2
cosn τ ,

то

vn ∼ zn ∼ 1

2

√
2π

n
.

Упражнение 2. Пусть функция h : [a, b] → R удовлетворяет условиям леммы 2,
а функция g : [a, b] → R непрерывна на отрезке [a, b] и g(c) 6= 0. Доказать асимптоти-
ческую формулу

b∫
a

g(x)e−th(x) dx ∼

√
2π

th′′(c)
g(c) e−th(c) .

3.1.5 Кратные интегралы с параметром
Предшествующие результаты переносятся на случай, когда отрезок [a, b] заменён

произвольным кубируемым и компактным подмножеством E пространства Rn. Сфор-
мулируем для интегралов вида

I(t) =

∫
E

f(x, t) dx

варианты теорем 1 – 3. Положим A = E × [c, d] .
Теорема 5. Если функция f : A → R непрерывна на A , то и функция I : [c, d] → R

также непрерывна.
Теорема 6. В предположениях теоремы 4 функция I(t) интегрируема (в смысле

Римана) по отрезку [c, d] и

d∫
c

I(t) dt =

∫∫
A

f(x, t) dx dt .
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Теорема 7. (Правило Лейбница) Пусть функция f : A → R и её частная про-

изводная
∂f

∂t
определены и непрерывны на множестве A . Тогда функция I(t) диффе-

ренцируема по параметру t и

dI

dt
(t) =

∫
E

∂f(x, t)

∂t
dx .

Параметр t в теоремах 4 – 5 также может быть многомерным. Читателю предлага-
ется самостоятельно сформулировать и доказать соответствующие обобщения.

Многомерный вариант леммы Лапласа составляет
Упражнение 3. Пусть E – кубируемый компакт в Rn, h : E → R– непрерывная

функция, удовлетворяющая условиям:
1) функция h достигает абсолютного минимума на компакте E в единственной

точке c из
◦
E;

2) функция h дважды дифференцируема в точке c и h′′(c) � 0 .
Тогда ∫

E

e−th(x) dx ∼ e−th(c)

√
(2π)n

tn deth′′(c)
при t→∞ .

Указание. Применить формулу 2.6(8) для многомерного интеграла Пуассона.

3.1.6 Теорема Лиувилля
Известны аналоги правила Лейбница для кратных интегралов по переменной обла-

сти интегрирования. Остановимся лишь на одном варианте этого правила, имеющем
важное значение в теории обыкновенных дифференциальных уравнений (предполага-
ется знакомство читателя с основами этой теории [13]).

Пусть U – открытое множество в пространстве Rn, t0 ∈ R, δ0 > 0,

v(x, t) = (v1(x, t), . . . , vn(x, t))
T

– векторная функция, определённая и непрерывно дифференцируемая по совокупности
переменных на U × (t0 − δ0, t0 + δ0). Обозначим через ψ(t; ξ) решение задачи Коши

dx

dt
= v(x, t), x(t0) = ξ . (16)

Таким образом,
∂ψ(t; ξ)

∂t
= v(ψ(t; ξ), t), ψ(t0; ξ) = ξ .

Вектор-функции v(x, t) = (v1(x, t), . . . , vn(x, t))
T сопоставим скалярную функцию

n∑
i=1

∂vi
∂xi

(x, t) ,
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называемую дивергенцией v и обозначаемую символом div v. Очевидно, что функция
div v(x, t) определена и непрерывна по совокупности переменных на U ×(t0−δ0, t0+δ0).

Лемма 3. Пусть M – компактное подмножество области U . Тогда
1◦ найдётся такое δ > 0 и такая окрестность W множества M , что W ⊂ U

и при любом ξ из W задача Коши (16) имеет решение x = ψ(t; ξ), определённое на
отрезке [t0 − δ, t0 + δ];

2◦ для каждого t из [t0− δ, t0 + δ] отображение ξ → ψ(t; ξ) есть диффеоморфизм W
на ψ(t; W );

3◦ якобиан J(t, ξ) отображения ξ → ψ(t; ξ) удовлетворяет соотношениям

J(t0, ξ) = 1,
∂J

∂t
(t, ξ) = a(t, ξ)J(t, ξ) , (17)

где

a(t, ξ) = div v(ψ(t; ξ), t) =
n∑
i=1

∂vi
∂xi

(ψ(t; ξ)) ;

4◦ если E – кубируемый компакт и E ⊂M , то и множество

E(t) = ψ(t, E) (t0 6 t 6 t0 + δ)

также кубируемый компакт.
J Утверждения 1◦−3◦ вытекают из стандартных результатов теории обыкновенных

дифференциальных уравнений (см. [13]). Соотношения (17) эквивалентны равенству

J(t, ξ) = exp

 t∫
to

a(s, ξ) ds

 ,

называемому формулой Лиувилля. Четвёртое утверждение леммы следует из теоремы
2.5.1.I

Пусть f : U × [t0 − δ0, t0 + δ0] : R – скалярная функция, непрерывно дифференциру-
емая по совокупности переменных. Ниже

df

dt
(x, t):=

∂f

∂t
(x, t) +

n∑
i=1

vi(x, t)
∂f

∂xi
(x, t)− (18)

производная функции f в силу системы дифференциальных уравнений (16). Из леммы
3 вытекает, что для любого кубируемого компакта E ⊂ U найдётся такое число δ > 0,
что для всех t из [t0− δ0, t0 + δ0] множество ψ(t, E) = E(t) есть кубируемый компакт. В
частности, имеет смысл интеграл

I(t) =

∫
E(t)

f(x, t) dx . (19)

Равенство (19) определяет некоторую функцию I(t) – интеграл, зависяший от парамет-
ра t из [t0 − δ, t0 + δ]. В указанных выше относительно функций f, v предположениях
справедлива
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Теорема 8 (Теорема Лиувилля). Функция I(t) дифференцируема по t и

dI

dt
(t) =

∫
E(t)

(
df

dt
(x, t) + f(x, t) div v(x, t)

)
dx . (20)

J Замена переменных в (19) приводит к следующему равенству

I(t) =

∫
E

f [ψ(t; ξ), t]J(t, ξ) dξ . (21)

К интегралу (21) (по постоянному множеству E) применимa теорема 7. Поэтому функ-
ция I(t) дифференцируема на отрезке [t0 − δ, t0 + δ] и

dI

dt
(t) =

∫
E

∂

∂t
(f [ψ(t; ξ), t]J(t, ξ)) dξ . (22)

Вычислим теперь частную производную по t, фигурирующую в равенстве (22). Имеем
последовательно

∂

∂t
(f [ψ(t; ξ), t]J(t, ξ)) = J(t, ξ)

∂

∂t
f [ψ(t; ξ), t] + f [ψ(t; ξ), t]

∂J

∂t
(t, ξ) , (23)

∂

∂t
f [ψ(t; ξ), t] =

df

dt
(x, t) ; (24)

функция
df

dt
определена равенством (18), x = ψ(t; ξ). Объединяя (23), (24) с (17), при-

ходим к соотношению
∂

∂t
(f [ψ(t; ξ), t]J(t, ξ)) =

df

dt
(x, t) + f(x, t) div v(x, t), (25)

в котором x = ψ(t; ξ). Подставим в (22) вместо
∂

∂t
(f([ψ(t; ξ), t]J(t, ξ)) его выражение

согласно (25). Возвращаясь к старому переменному x, получаем равенство (20), пред-
ставляющее искомое правило дифференцирования интеграла (19) по параметру t.I

Следствие 1. Если скалярная функция f и векторная функция v таковы, что
df

dt
+ fdiv v ≡ 0 (26)

в U × [t0 − δ, t0 + δ], то интеграл I(t) постоянен: I(t) = I(t0).
Следствие 2. Пусть вектор-функция v не зависит от t и

div v(x) =
n∑
i=1

∂vi
∂xi

(x) ≡ 0 . (27)

Тогда отображение ξ → ψ(t, ξ) сохраняет объём: V (Et) = V (Et0).
Несложно показать, что соотношения (26), (27) не только достаточны, но и необхо-

димы для постоянства функций I(t) и V (Et) соответственно. С полезной физической
интерпретацией соотношения (26) можно познакомиться в [6] (уравнение неразрывно-
сти).
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3.2 Несобственные интегралы с параметром

3.2.1 Определение равномерной сходимости несобственных ин-
тегралов

Пусть (α, ω) – открытый (не обязательно ограниченный) промежуток на действи-
тельной прямой R (−∞ 6 α < ω 6 ∞). Функцию ϕ : (α, ω) → R назовём интегрируемой
(в несобственном смысле), если сужение функции ϕ на любой принадлежащий (α, ω)
отрезок [a, b] принадлежит R[a, b] и существует конечный предел

lim
a→α
b→ω

b∫
a

ϕ(x) dx ,

обозначаемый стандартным символом
ω∫
α

ϕ(x) dx .

Очевидно, что
ω∫
α

ϕ(x) dx = lim
n→∞

bn∫
an

ϕ(x) dx ; (1)

в равенстве (1) an, bn – произвольные последовательности из (α, ω), сходящиеся к α и
ω соответственно. Отметим, что если предел в правой части (1) существует для произ-
вольных последовательностей an, bn, сходящихся к α и ω соответственно, то функция ϕ
интегрируема по промежутку (α, ω).

Ниже Π := (α, ω)× [c, d] – полоса в R2. Пусть в этой полосе задана функция f(x, t),
интегрируемая по x на промежутке (α, ω) (хотя бы в несобственном смысле) при любом
фиксированном t из отрезка [c, d]. В этом случае на отрезке [c, d] определена функция

I(t) =

ω∫
α

f(x, t) dx , (2)

называемая несобственным интегралом, зависящим от параметра t. Интеграл (2) назы-
вают равномерно сходящимся на отрезке [c, d], если он сходится при всех t из [c, d] и для
любого ε > 0 можно указать такой отрезок [a0, b0] ⊂ (α, ω), что для каждого отрезка
[a, b], удовлетворяющего включениям

[a0, b0] ⊂ [a, b] ⊂ (α, ω)

справедливо неравенство∣∣∣∣∣∣I(t)−
b∫

a

f(x, t) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε ∀t ∈ [c, d] . (3)
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Лемма 1. Для того чтобы интеграл (2) равномерно сходился на отрезке [c, d],
необходимо и достаточно, чтобы для произвольных числовых последовательностей
an, bn, принадлежащих промежутку (α, ω) и сходящихся к α и ω соответственно,
функциональная последовательность

In(t) =

bn∫
an

f(x, t) dx (4)

равномерно сходилась на отрезке [c, d].
J Для доказательства достаточно воспользоваться эквивалентностью определений

предела функции по Коши и Гейне. I

3.2.2 Признаки равномерной сходимости несобственных инте-
гралов

Каждый признак сходимости несобственного интеграла имеет свой аналог для ин-
тегралов, зависящих от параметра. Проследим эту аналогию на примере наиболее из-
вестных признаков сходимости.

Теорема 1 (Признак Вейерштрасса). Пусть |f(x, t)| 6 g(x) для всех (x, t) из Π
и интеграл

ω∫
α

g(x) dx (5)

cходится. Тогда интеграл (2) равномерно сходится.
J Пусть α < a < b < ω. Тогда справедливы соотношения∣∣∣∣∣∣I(t)−

b∫
a

f(x, t) dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a∫

α

f(x, t) dx+

ω∫
b

f(x, t) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6

a∫
α

|f(x, t)| dx+

ω∫
b

|f(x, t)| dx 6

a∫
α

g(x) dx+

ω∫
b

g(x) dx .

Поскольку интеграл (5) сходится, то правая часть последнего неравенства стремится к
нулю при a→ α, b→ ω. Отсюда и следует требуемый результат.I

При любом ξ из (α, ω)

I(t) =

ω∫
α

f(x, t) dx =

ξ∫
α

f(x, t) dx+

ω∫
ξ

f(x, t) dx. (6)

Для равномерной сходимости интеграла I(t) достаточно, чтобы равномерно сходился
каждый из интегралов в правой части (6). Оба интеграла исследуются по одинаковой
схеме, поэтому проведём исследование равномерной сходимости второго интеграла.
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Теорема 2 (Критерий Коши). Для того чтобы интеграл
ω∫
ξ

f(x, t) dx (7)

равномерно сходился на отрезке [c, d], необходимо и достаточно, чтобы для каждого
ε > 0 существовало такое число b0 из (ξ, ω), что∣∣∣∣∣∣

b2∫
b1

f(x, t) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε (8)

для всех b1 > b0, b2 > b0, t ∈ [c, d].
J Теорема 2 следует из леммы 1 и критерия Коши равномерной сходимости функ-

циональной последовательности. I
Для оценки интеграла в левой части (8) можно использовать, например, неравенство

Абеля (см. К 1, часть 2). Приведём один из вариантов признака Абеля – Дирихле.
Теорема 3. Пусть f(x, t) = g(x, t)h(x, t), причём функция g(x, t) монотонно убы-

вает по x и равномерно относительно t стремится к 0 при x → ω, а функция h
удовлетворяет условию Абеля∣∣∣∣∣∣

b∫
ξ

h(x, t) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 L ∀b ∈ (ξ, ω), t ∈ [c, d] . (9)

Тогда интеграл (7) равномерно сходится на отрезке [c, d].
J В силу неравенства Абеля (см. К. 1, часть 2) при ξ < b1 < b2 < ω справедлива

оценка ∣∣∣∣∣∣
b2∫
b1

g(x, t)h(x, t) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 Lg(b1, t) . (10)

Так как функция g(x, t) при x → ω равномерно относительно t стремится к 0, то при
достаточно большом b0 = b0(ε) из соотношения b1 6 b0 вытекает оценка Lg(b1, t) < ε.
В соединении с (10) это влечёт неравенство (8), из которого в силу критерия Коши и
вытекает требуемое утверждение.I

Применим теорему 3 к интегралу

I1(t) =

∞∫
π

e−tx
sin x

x
dx , t ∈ [0, d],

полагая g(x, t) =
1

x
, h(x, t) = e−tx sin x. Очевидно, функция g равномерно относительно

t стремится к 0 при x→∞. Далее∣∣∣∣∣∣
b∫

π

h(x, t) dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

π

e−tx sin x dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ e−tx(t sin x+ cosx)

1 + t2

∣∣∣∣b
π

∣∣∣∣∣ < 2 ,
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т.е. функция h(x, t) удовлетворяет условию Абеля (9). Поэтому интеграл I1(t) равно-
мерно сходится на каждом отрезке [0, d].

3.2.3 Функциональные свойства несобственных
интегралов

Теорема 4. Пусть функция f : Π → R непрерывна по совокупности переменных, а
интеграл (2) равномерно сходится на отрезке [c, d]. Тогда функция I(t) непрерывна на
отрезке [c, d]

J Рассмотрим функциональную последовательность In(t), определяемую равен-
ством (4). Каждая из функций In(t) непрерывна на отрезке [c, d] (см. теорему 3.1.1).
Из равномерной сходимости интеграла (2) следует равномерная на отрезке [c, d] схо-
димость In → I. Остаётся вспомнить, что равномерный предел последовательности
непрерывных функций есть непрерывная функция.I

Теорема 5. В условиях теоремы 4
d∫
c

I(t) dt =

d∫
c

dt

ω∫
α

f(x, t) dx =

ω∫
α

dx

d∫
c

f(x, t) dt . (11)

J Справедливы соотношения (комментарий приводится ниже)
d∫
c

I(t) dt
(I)
= lim

n→∞

d∫
c

In(t) dt
(II)
= lim

n→∞

d∫
c

dt

bn∫
an

f(x, t) dx =

(III)
= lim

n→∞

bn∫
an

dx

d∫
c

f(x, t) dt
(IV )
=

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, t) dt .

Комментарий к соотношениям (I)− (IV ): равенство (I) следует из равномерной сходи-
мости на отрезке [c, d] последовательности In(t) к I(t), (II) представляет определение
последовательности In(t), (III) вытекает из теоремы Фубини, (IV ) есть следствие опре-
деления несобственного интеграла от функции

d∫
c

f(x, t) dt

по промежутку (α, ω). I

Теорема 6. Пусть функции f,
∂f

∂t
определены и непрерывны в полосе Π. Пусть

I(t0) <∞ для некоторого t0 из отрезка [c, d] и интеграл
ω∫
α

∂f

∂t
(x, t) dx равномерно схо-

дится. Тогда

I ′(t) =

ω∫
α

∂f

∂t
(x, t) dx (правило Лейбница).
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J В условиях теоремы последовательность In(t0) =
bn∫
an

f(x, t0) dx сходится к I(t0), а

последовательность

I ′n(t) =

bn∫
an

∂f

∂t
(x, t) dx

равномерно на отрезке [c, d] сходится к

ω∫
α

∂f

∂t
(x, t) dx .

В этих предположениях имеют место соотношения

I ′(t)
(I)
=
(

lim
n→∞

In(t)
)′ (II)

= lim
n→∞

I ′n(t) =

(III)
= lim

n→∞

bn∫
an

∂f

∂t
(x, t) dx

(IV )
=

ω∫
α

∂f

∂t
(x, t) dx .

Соотношение (I) очевидно, поскольку последовательность In(t) сходится к I(t). Нетри-
виален переход (II) – перестановочность операции дифференцирования и предельного
перехода. Он вытекает из результатов, изложенных в К 1, часть 2. Соотношение (III)
есть правило Лейбница для собственного интеграла

In(t) =

bn∫
an

f(x, t) dx .

Наконец, (IV ) вытекает из условия равномерной сходимости интеграла

ω∫
α

∂f

∂t
(x, t) dx . I

3.2.4 Примеры на применение правила Лейбница
Рассмотрим несколько примеров, в которых правило Лейбница позволяет вычислить

некоторые интегралы.
Пример 1. Интеграл Дирихле. Рассмотрим интеграл

I(t) =

∞∫
0

e−tx
sin x

x
dx (t > 0) .
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Положим

I1(t) =

∞∫
π

e−tx
sin x

x
dx, I2(t) =

π∫
0

e−tx
sin x

x
dx .

Интеграл I1(t) равномерно относительно t из отрезка [0, d] сходится (см. п. 2), поэтому
I1(t) непрерывная при t > 0 функция. Непрерывность функции I2(t) на луче t > 0
следует из теоремы 3.1.1. Таким образом, I(t) непрерывная функция на [0,∞).

Функция I(t) дифференцируема при t > 0. Её производную найдём по правилу
Лейбница

dI

dt
(t) = −

∞∫
0

e−tx sin x dx =
e−tx(t sin x+ cosx

1 + t2

∣∣∣∣∞
0

= − 1

1 + t2
.

Соответствующий интеграл равномерно сходится на луче [t0,∞) (t0 > 0), поскольку
|e−tx sin x| 6 e−t0x . Мы находимся в условиях применимости признака Вейерштрасса.

Так как
dI

dt
= −

1

1 + t2
(t > 0) и функция I(t) непрерывна на луче [0,∞), то

I(t) = C − arctgt . Для определения константы C найдём предел функции I(t) на ∞.

Поскольку

∣∣∣∣∣ sin xx
∣∣∣∣∣ 6 1, то

I(t) 6

∞∫
0

e−tx dx =
1

t
.

Таким образом, I(t) → 0 при t→∞. Отсюда получаем, что

lim
t→∞

(C − arctgt) = C − π

2
= 0 ,

т.е. C =
π

2
. Итак,

I(t) =

∞∫
0

e−tx
sin x

x
dx =

π

2
− arctgt .

Функция I(t) непрерывна в 0, следовательно,

∞∫
0

sin x

x
=

π

2
(интеграл Дирихле).

Отсюда легко выводится равенство

∞∫
0

sinαx

x
dx =

π

2
sgn α ; (11)
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в этом случае говорят о разрывном множителе Дирихле.
Пример 2. Вычислим интеграл

I(t) =

∞∫
0

e
−
x2

2 cos tx dx .

Формальное применение правила Лейбница приводит к равенству

I ′(t) = −
∞∫

0

xe
−
x2

2 sin tx dx .

Возникающие интегралы равномерно относительно t cходятся; это вытекает из призна-
ка Вейерштрасса и оценок∣∣∣∣∣∣∣e

−
x2

2 cos tx

∣∣∣∣∣∣∣ 6 e
−
x2

2 ,

∣∣∣∣∣∣∣xe
−
x2

2 sin tx

∣∣∣∣∣∣∣ 6 xe
−
x2

2 .

Интегрирование по частям влечёт за собой соотношения

I ′(t) = −
∞∫

0

xe
−
x2

2 sin tx dx =

∞∫
0

sin txde
−
x2

2 =

e
−
x2

2 sin tx

∣∣∣∣∣∣∣
∞

0

−
∞∫

0

t cos txe
−
x2

2 dx = −tI(t) .

Следовательно, рассматриваемая функция I(t) удовлетворяет дифференциальному
уравнению I ′(t) = −tI(t). Отсюда вытекает равенство I(t) = I(0)e−

t2

2 . Имеем далее

I(0) =

∞∫
0

e
−
x2

2 dx =

√
π

2
,

поэтому I(t) =

√
π

2
e
−
t2

2 .

Пример 3. При любом t > 0 справедливы равенства

∞∫
0

e−tx
2

dx =
1

2

√
π

t
,

∞∫
0

dx

t+ x2
=

π

2
√
t
,

1∫
0

xt−1 dx =
1

t
. (12)
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После n-кратного дифференцирования по t этих равенств приходим к соотношениям
∞∫

0

e−tx
2

x2n dx =
(2n− 1)!!

2n+1tn

√
π

t
, (13)

∞∫
0

dx

(t+ x2)n+1
=

(2n− 1)!!π

2tn(2n)!!
√
t
, (14)

1∫
0

xt−1(lnx)n dx = (−1)n
n!

tn+1
. (15)

Доказательства соотношений (13) – (15) основаны на применении правила Лейбница к
равенствам (12). Получающиеся при этом интегралы равномерно сходятся. Это следует
из признака Вейерштрасса.

3.2.5 Интегралы Фруллани
В этом пункте мы познакомимся с неожиданно простым способом вычисления ин-

тегралов вида
∞∫

0

f(bx)− f(ax)

x
dx (0 < a < b) , (16)

называемых интегралами Фруллани. По определению несобственного интеграла имеем

∞∫
o

f(bx)− f(ax)

x
dx = lim

(δ,N)→(0,∞)

N∫
δ

f(bx)− f(ax)

x
dx . (17)

Линейная замена переменных приводит к равенствам

N∫
δ

f(ax)

x
dx =

aN∫
aδ

f(z)

z
dz,

N∫
δ

f(bx)

x
dx =

bN∫
bδ

f(z)

z
dz .

Поэтому верно соотношение

N∫
δ

f(bx)− f(ax)

x
dx =

bN∫
aN

f(z)

z
dz −

bδ∫
aδ

f(z)

z
dz . (18)

Лемма 1. Пусть f : [0,∞) → R непрерывная функция и при некотором A > 0
существует интеграл

∞∫
A

f(x)

x
dx . (∗)
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Тогда интеграл Фруллани равен f(0) ln
a

b
.

J Поскольку интеграл (*) существует, то

lim
N→∞

bN∫
aN

f(z)

z
dz = 0 .

В силу теоремы о среднем найдётся такое число c, что δa 6 c 6 δb и

bδ∫
aδ

f(z)

z
dz = f(c)

bδ∫
aδ

1

z
dz = f(c) ln

b

a
.

Следовательно,

lim
δ→0

bδ∫
aδ

f(z)

z
dz = f(0) ln

b

a
.

Таким образом,

lim
(δ,N)→(0,∞)

N∫
δ

f(bx)− f(ax)

x
dx = 0− f(0) ln

b

a
= f(0) ln

a

b
. I

Лемма 2. Пусть f : [0,∞) → R непрерывная функция и существует конечный

предел f(+∞) = lim
x→∞

f(x) . Тогда интеграл Фруллани равен числу (f(0)−f(+∞)) ln
a

b
.

J Согласно теореме о среднем

bδ∫
aδ

f(z)

z
dz = f(c) ln

b

a
,

bN∫
aN

f(z)

z
dz = f(d) ln

b

a
,

где c ∈ (aδ, bδ), d ∈ (aN, bN) . Следовательно,

lim
(δ,N)→(0,∞)

N∫
δ

f(bx)− f(ax)

x
dx = lim

(c,d)→(0,∞)
[f(d)− f(c)] ln

b

a
=

= [f(+∞)− f(0)] ln
b

a
= (f(0)− f(∞)) ln

a

b
. I

В частности, верны равенства

∞∫
0

e−bx − e−ax

x
dx =

∞∫
0

cos bx− cos ax

x
dx = ln

a

b
.
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Многочисленные примеры на вычисление интегралов Фруллани приведены в [18].
Там же содержатся утверждения общего характера, дополняющие леммы 1, 2. В част-
ности, удаётся отказаться от требования непрерывности функции f при x = 0. Впрочем,

этот случай сводится к рассмотренному в лемме 2 подстановкой x =
1

t
.

3.2.6 Лемма Лапласа для несобственных интегралов
Установим аналог леммы 12.2 для несобственного интеграла вида

I(t) =

ω∫
α

e−th(x) dx . (19)

Лемма 3. ( Лемма Лапласа). Пусть h : (α, ω) → R дважды дифференцируемая
на промежутке (α, ω) функция, причём

1) функция h достигает своего абсолютного минимума на промежутке (α, ω) в
единственной точке c и

inf
x 6∈(c−δ,c+δ)

h(x) > h(c) (20)

при некотором δ > 0;

2) h′′(c) > 0;

3) интеграл (19) существует при t = 1.
Тогда интеграл (19) имеет смысл при всех t > 1 и

I(t) = e−th(c)

√
2π

th′′(c)
при t→∞. (21)

J Доказательство проводится по той же схеме, что и доказательство леммы 12.2.
Всё сводится к нахождению асимптотики для интеграла∫

(c−δ,c+δ)

e−th(x) dx ,

отличающегося от интеграла (19) слагаемым порядка O(e−ηt) при некотором η > 0. I.
В условиях леммы Лапласа интеграл I(t) имеет ту же асимптотику на ∞, что и

интеграл
ω∫
α

e−t(h(c)+
h′′(c)

2
(x−c)2) dx ,

возникающий при замене функции h(x) её приближением Тейлора второго порядка

h(c) +
h′′(c)

2
(x− c)2 .
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3.3 Эйлеровы интегралы

3.3.1 Определение и дифференцируемость Γ-функции
Гамма– функция при t > 0 определяется равенством

Γ(t) =

∞∫
0

e−xxt−1 dx . (∗)

Формальное применение правила Лейбница приводит к равенствам

Γ′(t) =

∞∫
0

e−xxt−1 lnx dx, . . . ,Γ(k)(t) =

∞∫
0

e−xxt−1(lnx)k dx (k = 1, 2, . . . ).

Для обоснования правила Лейбница потребуется
Лемма 1. Пусть 0 < c < d, k – неотрицательное целое число. Тогда суще-

ствует такая неотрицательная и интегрируемая (в несобственном смысле) функция
ϕ(x) (0 < x <∞), что для t из [c, d] выполняется неравенство

| e−xxt−1(lnx)k| 6 ϕ(x) для всех x из (0,∞) .

J Функцию ϕ(x) определим вначале на промежутке (0, 1]. Справедливы оценки

e−x 6 1, 0 < xt−1 6 xc−1, | lnx|k 6 Aεx
−ε ; (1)

здесь 0 < x 6 1, ε – любое положительное число, Aε – положительная константа, зави-
сящая от ε. Существование подобной константы Aε вытекает из того, что xε| lnx|k → 0
при x→ 0. Поэтому

|e−xxt−1(lnx)k| 6 Aεx
c−1−ε для всех x из (0, 1] . (2)

При малых ε > 0 правая часть (2) интегрируема (в несобственном смысле) по (0, 1]
Пусть x > 1. Тогда имеют место неравенства

xt−1 6 xd, | lnx|k 6 Bεx
ε ,

в которых ε – произвольное положительное число, Bε – положительная константа, за-
висящая от ε. Следовательно, справедлива оценка

| e−xxt−1(lnx)k| 6 e−xxdBεx
ε 6 Cεe

−x
2 , (3)

постоянная Cε не зависит от x из [1,∞). Правая часть (3) интегрируема в несобственном
смысле на [1,∞). Функция

ϕ(x) =

{
Aεx

c−1−ε, если 0 < x 6 1,

Cεe
−x

2 , если 1 < x <∞ ,
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является искомой. I
Следствие 1. Γ-функция имеет на (0,∞) производные всех порядков, причём

Γ(k)(t) =

∞∫
0

e−xxt−1(lnx)k dx . (4)

J Интегралы, определяющие Γ(k)(t), сходятся равномерно на каждом сегменте
[c, d] ⊂ (0,∞). Это следует из леммы 1 и признака Вейерштрасса. Теперь (4) вытекает
из правила Лейбница.I

Следствие 2. Γ-функция и все её производные чётного порядка положительны на
(0,∞):

Γ(t) > 0, Γ′′(t) > 0, . . . Γ(2m)(t) > 0 ∀t > 0 .

Через Γ-функцию выражаются интегралы вида

I =

∞∫
0

xme−bx
n

dx ,

где b > 0, n > 0, m > −1. Действительно, положим bxn = y, что влечёт за собой
равенства

x =
(y
b

) 1

n , dx =
1

n

(
1

b

) 1

n
y

1

n
−1
dy .

Следовательно,

I =
1

n
b−

m+1
n

∞∫
0

e−yy
m+1

n
−1 dy =

1

n
b−

m+1
n Γ

(
m+ 1

n

)
.

В частности,
√
π

2
=

∞∫
0

e−x
2

dx =
1

2
Γ

(
1

2

)
,

т.е.

Γ

(
1

2

)
=
√
π .

Имеются достаточно обширные таблицы, содержащие значения Γ-функции.

3.3.2 Свойства Γ-функции
а) Формула понижения. Формулой понижения называют равенство

Γ(t+ 1) = tΓ(t) .
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Оно вытекает из соотношений (комментарии приводятся ниже)

Γ(t+ 1)
(I)
=

∞∫
0

xte−x dx
(II)
= − e−xxt

∣∣∞
0

+ t

∞∫
0

xt−1e−x dx
III
= tΓ(t).

Комментарии: (I) следует из определения гамма-функции, (II) – результат применения
правила интегрирования по частям, наконец, (III) опять основано на определении Γ-
функции.

Поскольку

Γ

(
1

2

)
=
√
π, Γ(1) =

∞∫
0

e−x dx = 1 ,

то из формулы понижения следуют равенства

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)Γ(n− 1) = . . . = n! ,

Γ

(
n+

1

2

)
=

(
n− 1

2

)
Γ

(
n− 1

2

)
= . . . =

(2n− 1)!!

2n
√
π ,

в которых n – произвольное натуральное число. Формула понижения показывает, что
достаточно уметь вычислять значения Γ-функции для чисел t из отрезка [1, 2]. Если
n < t < n+ 1, то 1 < t− n+ 1 < 2 и

Γ(t) = (t− 1) . . . (t− n+ 1)Γ(t− n+ 1) . (5)

Из равенства (5) следует, что Γ-функция растёт на ∞ быстрее чем какой-либо мно-
гочлен. Более точную асимптотику Γ-функции на ∞ даёт формула Стирлинга (см. п.
3.3.3).

б) Если t → +0, то Γ(1 + t) → Γ(1) = 1, а поскольку Γ(t) =
Γ(1 + t)

t
, то

Γ(t) =
1 + α(t)

t
, где α(t) = o(1) при t→ 0. Следовательно, Γ(t) →∞ при t→ +0.

в) Как указывалось выше, Γ′′(t) > 0∀t > 0. Поэтому Γ-функция строго выпукла,
а её производная Γ′(t) строго возрастает на (0,∞). Поскольку Γ(1) = Γ(2) = 1, то, по
теореме Ролля, существует такое число c из интервала (1, 2), что Γ′(c) = 0. При 0 < t < c
производная Γ′(t) < 0 и функция Γ строго убывает на (0, c]. При t > c имеем Γ′(t) > 0
и функция Γ(t) строго возрастает на [c,∞).

Отметим без доказательства ещё два свойства Γ-функции:
г) функция t→ ln Γ(t) строго выпукла на (0,∞);
д) справедлива формула дополнения

Γ(t)Γ(1− t) =
π

sin πt
∀t ∈ (0, 1) .

Доказательства этих свойств можно найти, например, в [3], [18].
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3.3.3 Формула Стирлинга
Из определения Γ-функции следует равенство

Γ(t+ 1) =

∞∫
0

e−uut du (t > 0).

После замены u = t(1 + x) имеем

Γ(t+ 1) =

∞∫
−1

e−t(1+x)(t(1 + x))t dx = e−ttt+1

∞∫
−1

{e−x(1 + x)}t dx .

Положим h0(x) = x− ln(1 + x) (x > −1). При таком определении функции h0 приходим
к равенству

Γ(t+ 1) = e−ttt+1

∞∫
−1

e−th0(x) dx . (6).

Без труда проверяются следующие свойства функции h0:
1◦ функция h0 : (1,∞) → R бесконечно дифференцируема и

h′0(x) =
x

1 + x
, h′′0(x) =

1

(1 + x)2
;

2◦ функция h0 достигает абсолютного минимума в единственной точке c = 0, при
этом h0(0) = 0, h′0(0) = 0, h′′0(0) = 1 и если 0 < δ < 1, то

inf{h0(x), −1 < x <∞, |x| > δ} > 0 = h0(0) .

Из отмеченных свойств функции h0 : (−1,∞) → R вытекает, что интеграл

∞∫
−1

e−th0(x) dx

удовлетворяет условиям леммы Лапласа для несобственных интегралов. Следователь-
но,

I0(t) ∼ e−th0(c)

√
2π

th′′0(c)
=

√
2π

t
при t→∞ .

Объединяя последнее соотношение с равенством (6), приходим к формуле Стирлинга12

Γ(t+ 1) ∼ e−ttt
√

2πt при t→∞, (7)

12Cтирлинг Джеймс (Stirling James) ( 1692 – 1770) – шотландский математик.
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означающей, что

lim
y→∞

Γ(t+ 1)et

tt
√

2πt
= 1 . (8)

Частным случаем (8) является равенство

lim
n→∞

n!en

nn
√

2πn
= 1 , (9)

которое также называют формулой Стирлинга.

3.3.4 Бета-функция

Важную роль в ряде разделов математики играет бета-функция двух положитель-
ных переменных p, q, определяемая равенством

B(p, q) =

1∫
0

xp−1(1− x)q−1 dx . (10)

Если p > 1, q > 1, то подынтегральная функция в (10) непрерывна и интеграл (10)
существует как собственный (интеграл Римана). В общем случае интеграл (10) пони-

мается как несобственный интеграл второго рода. Если 0 < p < 1, то при x ∈

(
0,

1

2

)

справедлива оценка xp−1(1− x)q−1 6 max

1,

(
1

2

)q−1
xp−1, поэтому интеграл

1

2∫
0

xp−1(1− x)q−1 dx

существует как несобственный; особенность в 0 интегрируема. Аналогичным образом
рассматривается особенность в точке 1. Определение бета-функции корректно при всех
положительных p, q; справедливы соотношения 0 < B(p, q) = B(q, p) <∞ . Симметрич-
ность бета-функции легко выводится с помощью замены переменной x = 1− y.

Выразим через бета-функцию интеграл

J(a, b) =

π

2∫
0

cosa θ sinb θ dθ .
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Положим x = cos2 θ. Тогда 1− x = sin2 θ, dx = −2 sin θ cos θ dθ и

J(a, b) =

π

2∫
0

cosa θ sinb θ dθ = −1

2

π

2∫
0

cosa−1 θ sinb−1 θ(2 sin θ cos θ) dθ =

=
1

2

1∫
0

x

a− 1

2 (1− x)

b− 1

2 dx =
1

2
B

(
a+ 1

2
,
b+ 1

2

)
. (11)

Опираясь на (11), установим равенство

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
(p > 0, q > 0) . (12)

Воспользуемся соотношениями

Γ(p) =

∞∫
0

e−xxp−1 dx =

∞∫
0

e−ξ
2

(ξ2)p−12ξ dξ ,

Γ(q) =

∞∫
0

e−yyq−1 dy =

∞∫
0

e−η
2

(η2)q−12η dη ,

вытекающими из определения Γ-функции и замены переменных x = ξ2, y = η2. Отсюда
получаем последовательно

Γ(p)Γ(q) = 4

∞∫
0

∞∫
0

e−ξ
2−η2

(ξ2)
p−

1

2(η2)
q−

1

2 dξ dη . (13)

Перейдём в (13) к полярным координатам, полагая ξ = r cosϕ, η = r sinϕ. Имеем далее
соотношения

Γ(p)Γ(q) = 4

∞∫
0

e−r
2

(r2)p+q−1r dr

π
2∫

0

(cos2 ϕ)p−
1
2 (sin2 ϕ)q−

1
2 dϕ =

= 2Γ(p+ q)
1

2
B(p, q) = Γ(p+ q)B(p, q) . (14)

Проведённые выкладки носили формальный характер; каждый шаг нуждается в
обосновании. Например, для доказательства (13) достаточно воспользоваться теоремой
Фубини для квадрата

An:=
{
(ξ, η)T ∈ R2, 0 6 ξ 6 n, 0 6 η 6 n

}
,
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в силу которой

4

∫∫
An

e−ξ
2−η2

(ξ2)p−
1
2 (η2)q−

1
2 dξ dη =

=

n∫
0

e−ξ
2

(ξ2)p−12ξ dξ

n∫
0

e−η
2

(η2)q−12η dη .

Переходя к пределу при n→∞, получаем (13).
Аналогично, переход к полярным координатам следует производить вначале для

четверти круга

Dn:=
{
(ξ, η)T ∈ R2, ξ2 + η2 6 n2, ξ > 0, η > 0

}
,

а затем устремлять n к ∞. Это и даёт возможность обосновать замену переменных
ξ = r cosϕ, η = r sinϕ для вычисления интеграла по квадранту ξ > 0, η > 0. Так как

2

∞∫
0

e−r
2

(r2)p+q−1r dr =

∞∫
0

e−zzp+q−1 dz = Γ(p+ q)

(замена переменной z = r2), a

2

π

2∫
0

(cosϕ)2p−1(sinϕ)2q−1 dϕ = B(p, q)

(в силу формулы (11)), то (14) доказано. Очевидно, что равенства (12), (14) эквива-
лентны между собой. Тем самым равенство (12) обосновано.

Все свойства бета-функции вытекают из (12) и свойств Γ-функции. В частности,
имеют место формулы понижения

B(p+ 1, q) =
p

p+ q
B(p, q), B(p, q + 1) =

q

p+ q
B(p, q).

3.3.5 Примеры
Приведём примеры вычисления обычных и несобственных интегралов путём сведе-

ния их к эйлеровым интегралам.
1. Из (11), (12) вытекают равенства

π

2∫
0

cosa θ dθ =
1

2
B

(
a+ 1

2
,
1

2

)
=

Γ
(
a+1
2

)
Γ
(

1
2

)
2Γ
(
a
2

+ 1
) =

√
π Γ

(
a+1
2

)
2Γ
(
a
2

+ 1
) .
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Если an – объём шара |x| 6 1 в пространстве Rn, то в силу результатов 3.3.2

an
an−1

= 2

π
2∫

0

cosn ϕdϕ =
√
π

Γ
(
n+1

2

)
Γ
(
n
2

+ 1
) . (n = 2, 3, . . . )

Поскольку a1 = 2, то простое вычисление даёт

an =
π

n

2

Γ

(
n

2
+ 1

) .

Объём Wn n-мерного шара |x| 6 R находится по формуле Wn = anR
n .

2. Сделаем в интеграле (10) замену переменной, полагая x =
z

1 + z
. В результате

получим следующее равенство

∞∫
0

zq−1

(1 + z)p+q
dz =

1∫
0

xp−1(1− x)q−1 dx = B(p, q) ,

справедливое для любых положительных чисел p, q.
3. Пусть p1 > 0, p2 > 0, Ω – плоская фигура, определяемая соотношением

Ω =
{
(x1, x2)

T ∈ R2, |x1|p1 + |x2|p2 6 1
}
.

Тогда Ω – квадрируемая фигура, составленная из четырёх кусков, конгруентных кри-
волинейной трапеции

Ω1 =
{

(x1, x2)
T ∈ R2, 0 6 x1 6 1, 0 6 x2 6 (1− xp11 )

1
p2

}
.

Следовательно, площадь S(Ω) фигуры Ω равна

S(Ω) = 4S(Ω1) = 4

1∫
0

(1− xp11 )
1

p2 dx1 = 4

1∫
0

(1− z)
1

p2
1

p1

z
1

p1
−1
dz =

=
4

p1

B

(
1

p1

,
1

p2

+ 1

)
=

4

p1p2

Γ( 1
p1

) Γ( 1
p2

)

Γ( 1
p1

+ 1
p2

+ 1)
.

4. Напрашивается n-мерный вариант предшествующего примера. Пусть

p1 > 0, . . . , pn > 0,
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Ω – фигура в Rn, определяемая соотношением

Ω =

{
(x1, . . . , xn)

T ∈ Rn,

n∑
i=1

|xi|pi 6 1

}
.

Тогда объём V (Ω) фигуры Ω вычисляется по формуле

V (Ω) =
2n

p1 . . . pn

Γ( 1
p1

) . . .Γ( 1
pn

)

Γ( 1
p1

+ · · ·+ 1
pn

+ 1)
.

Этот и более общие результаты аналогичного характера установлены Дирихле (см.,
например, [18]).

5. Сделав в интеграле (∗) замену переменной x = ln
1

u
, придём к новому интеграль-

ному представлению функции Γ:

Γ(t) =

1∫
0

lnt−1

(
1

u

)
du . (∗∗)

Объединение (**) с легко доказываемым равенством

1∫
0

lnt−1

(
1

u

)
du = lim

n→∞
nt−1

1∫
0

(
1− u1/n

)t−1
du (t > 1)

влечёт за собой формулу Эйлера – Гаусса

Γ(t) = lim
n→∞

nt
(n− 1)!

t(t+ 1) . . . (t+ n− 1)
∀t > 0.

Упражнение 1. Выразить через значения Γ-функции интеграл

∞∫
0

dx

(1 + x2)α
dx, α >

1

2
.

Упражнение 2. Выразить через значения бета-функции интеграл

π∫
0

sinα x

1 + cos x
dx, α > 1 .

Упражнение 3. Пусть 0 < p < 1, q = 1− p,

B(n, k) =
n!

k!(n− k)!
pkqn−k (k = 0, 1, . . . , n), xn, k =

k − np
√
npq

,
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число k может зависеть от n, однако последовательность xn, k ограничена: |xn, k| 6 c.
Используя формулу Стирлинга, доказать соотношение

B(n, k) ∼ 1√
2πnpq

exp

{
−1

2
x2
n, k

}
при n→∞ .

Комментарий: в теории вероятностей последнее соотношение называют локальной
предельной теоремой.
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