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Ââåäåíèå

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè, ïðåäëàãàåìîì âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ, êðàòêî ðàññìàòðè-
âàþòñÿ âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê íà÷àëüíûì ðàçäåëàì àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
(ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ,
óðàâíåíèÿ ëèíèé è ïîâåðõíîñòåé, ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå, ëèíèè
è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà). Ýòîò ìàòåðèàë ñòóäåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ßðÃÓ èì. Ï. Ã. Äåìèäîâà íàïðàâëåíèÿ ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èí-
ôîðìàòèêà¿ èçó÷àþò â ðàìêàõ îñíîâíîé äèñöèïëèíû ¾Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ¿.

Â êóðñå, ÷èòàåìîì ïåðâûì àâòîðîì, ïåðåä ðàçäåëàìè, âêëþ÷¼ííûìè â êíèãó,
äà¼òñÿ îçíàêîìëåíèå ñ îñíîâàìè ìàòðè÷íîé àëãåáðû, ïðîñòðàíñòâàìè ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ âåêòîðîâ, ïîíÿòèÿìè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè, áàçèñà
è ðàçìåðíîñòè. Ýòîò êðóã âîïðîñîâ èçëîæåí â [8, ãë. 2�3] è çäåñü íå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ.

Âñå âîïðîñû, îñâåùàåìûå â ó÷åáíîì ïîñîáèè, áîëåå ïîäðîáíî èçëîæåíû
â êëàññè÷åñêîé ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè (îòìåòèì ó÷åá-
íèêè [1]�[4], [6] è çàäà÷íèêè [7], [12]). Îäíàêî àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî è íàñòîÿùèé
êðàòêèé òåêñò ìîæåò áûòü ïîëåçåí ñòóäåíòàì â èõ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå, îñî-
áåííî ïðè äèñòàíöèîííîì èçó÷åíèè äèñöèïëèíû.

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ñîïðîâîæäàåòñÿ èëëþñòðàöèÿìè, âûïîëíåííûìè ñ ïðè-
ìåíåíèåì ñèñòåìû Wolfram Matematicà (ñì., íàïðèìåð, [13], [5]). Äëÿ áîëüøåé
ïîëüçû ñòóäåíòàì ðåêîìåíäóåòñÿ ñîïðîâîæäàòü ÷òåíèå ðåøåíèåì óïðàæíåíèé
èç ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ [9, ðàçäåë 7].

5



6 Ââåäåíèå

Ðåíå Äåêàðò (1596�1650)

Ïüåð Ôåðìà (1601�1665)



Ãëàâà 1

Ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

1.1 Àôôèííàÿ è äåêàðòîâà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ìåòîä êîîðäèíàò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ãëàâíîå îðóäèå àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, áûë ââåä¼í â ìàòåìàòèêó ôðàíöóçñêèìè ó÷åíûìè XVII âåêà
Ðåíå Äåêàðòîì (Ren�e Descartes) è Ïüåðîì Ôåðìà (Pierre de Fermat). Èäåÿ ýòîãî
ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàäàâàòü òî÷êè ïðÿìîé, ïëîêîñòè èëè ïðîñòðàí-
ñòâà ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò, ò. å. íàáîðîâ ÷èñåë. Òàêîé ïåðåõîä îò òî÷êè ê íà-
áîðó ÷èñåë â ñèëó ðÿäà ïðè÷èí ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Ýòî ïîìîãà-
åò ðåøàòü ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è, îïåðèðóÿ íå íåïîñðåäñòâåííî ñ òî÷å÷íûìè,
à ñ ÷èñëîâûìè âåëè÷èíàìè. Óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò, ìîæíî èçó÷àòü
è ïðîñòðàíñòâà áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Òî, ÷òî ïîíà÷àëó îòíîñèëè ê òåîðåòè÷å-
ñêîé ìàòåìàòèêå, äàâíî ñòàëî ìîùíûì ïðèêëàäíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ.
Â íàø âåê ðàçâèòûõ (è áóðíî ðàçâèâàþùèõñÿ) öèôðîâûõ òåõíîëîãèé ãåíèàëü-
íîå èçîáðåòåíèå Ôåðìà è Äåêàðòà òðóäíî ïåðåîöåíèòü.

Ïðåæäå âñåãî îïèøåì àôôèííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïðÿìîé, íà ïëîñêî-
ñòè è â ïðîñòðàíñòâå. Ñëîâî a�nis (ëàò.) îçíà÷àåò ñìåæíûé, ñîñåäíèé.

Àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ââîäèòñÿ óêàçàíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò � òî÷-
êè O � è áàçèñà ~e1, . . . , ~en â àññîöèèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåê-
òîðîâ Vn. Äëÿ ïðÿìîé èìååì n = 1, äëÿ ïëîñêîñòè � n = 2, äëÿ ïðîñòðàíñòâà
� n = 3. Ïóñòü M � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñ÷èòàåì, ÷òî M
èìååò â äàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàòû α1, . . . , αn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå
−−→
OM = {α1, . . . , αn}, ò. e.
−−→
OM = α1~e1 + . . .+ αn~en. (1.1)

O e


1 M

α1e


1

Ðèñ. 1.1. n = 1,
−−→
OM = α1~e1

Òàê êàê áàçèñ � ëèíåéíî-íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, òî ÷èñëà αj èç (1.1) äëÿ äàí-
íîé òî÷êè M îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå
¾òî÷êà ←→ íàáîð êîîðäèíàò¿ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ êîîðäèíàò òî÷êè M òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà−−→
OM ïî áàçèñó ~e1, . . . , ~en, ñì. ðèñ. 1.1�1.3. Àôôèííûå êîîðäèíàòû òî÷åê ìîãóò
ïðèíèìàòü ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå.

Åñëè òî÷êàM èìååò êîîðäèíàòû α1, . . . , αn, áóäåì ïèñàòüM = M(α1, . . . , αn).
Èç ïðàâèë äåéñòâèé ñ âåêòîðàìè â êîîðäèíàòàõ ñëåäóåò ïðîñòàÿ ñâÿçü ìåæäó íà-
áîðàìè êîîðäèíàò âåêòîðîâ è òî÷åê. ÅñëèM = M(α1, . . . , αn),N = N(β1, . . . , βn),
òî â íàøåì áàçèñå

−−→
MN =

−−→
ON −

−−→
OM = {β1 − α1, . . . , βn − αn}.

O

M

e


1

e


2

α1e


1

α2e


1

Ðèñ. 1.2. n = 2,
−−→
OM = α1~e1 + α2~e2

Àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â ðóññêîé ëèòåðàòóðå èíîãäà íàçûâàåòñÿ êîñî-
óãîëüíîé. ×àùå âñåãî àôôèííûå êîîðäèíàòû îáîçíà÷àþò áóêâàìè x, y, z, à âñþ
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ñèñòåìó êîîðäèíàò � ÷åðåçOx,Oxy èëèOxyz ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿìîé, íà ïëîñ-
êîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ êîîðäèíàòíûå îñè
Ox, Oy, Oz è êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè Oxy, Oxz, Oyz (â òð¼õìåðíîé ñèòóà-
öèè). Íàïðèìåð, îñü Oy ñîñòîèò èç òî÷åê M(0, y, 0), y ∈ R, à ïëîñêîñòü Oyz �
èç òî÷åê N(0, y, z).

O

M

e


1

e


2

e


3

α1e


1

α2e


2

α3e


3

Ðèñ. 1.3. n = 3,
−−→
OM = α1~e1 + α2~e2 + α3~e3

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïëîñêîñòè óðàâíåíèÿ x = const è y = const çàäàþò
ïðÿìûå, à â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ x = const , y = const è z = const
çàäàþò ïëîñêîñòè. Îíè íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè è ïîâåðõíîñòÿìè.

Äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ, èëè ïðîñòî äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, îòëè-
÷àåòñÿ îò ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé ñèñòåìû äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâà-
ìè áàçèñà � áàçèñíûå âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è äëèíà êàæäîãî ðàâíà 1.
Âåêòîðû òàêîãî âèäà íàçûâàþò îðòàìè, à ñàì áàçèñ � îðòîíîðìèðîâàííûì.
×àùå âñåãî îðòû îáîçíà÷àþò áóêâàìè~i, ~j, ~k, ñì. ðèñ. 1.4a äëÿ n = 2 è ðèñ. 1.4b
äëÿ n = 3.

O x

y

i


j


(a)

O

i


j


k


x

y

z

(b)

Ðèñ. 1.4
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O

M (x,y,z)

xi


y j


zk


x

y

z

Ðèñ. 1.5.
−−→
OM = x~i+ y~j + z~k

Îäíî èç âàæíûõ äîñòîèíñòâ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîñòîèò â ïðî-
ñòûõ ôîðìóëàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè â êîîðäèíàòàõ.
Âîçüì¼ì n = 3. Åñëè ò. M = M(x, y, z), òî èç ñâîéñòâ äëèíû, áàçèñíûõ îð-
òîâ è èç òåîðåìû Ïèôàãîðà èìååì (ñì. ðèñ. 1.5):

|
−−→
OM |2 = |x~i+ y~j + z~k|2 = |x~i|2 + |y~j|2 + |z~k|2 =

= x2|~i|2 + y2|~j|2 + z2|~k|2 = x2 + y2 + z2.

Òåì ñàìûì
|
−−→
OM | =

√
x2 + y2 + z2.

Îòñþäà äëÿ òî÷åê M(x1, y1, z1) è N(x2, y2, z2)

|
−−→
MN | =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîã ýòîé ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò âûãëÿäèò ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.

Èç äðóãèõ ñèñòåì êîîðäèíàò îòìåòèì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó íà ïëîñêîñòè è å¼
îáîáùåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà � öèëèíäðè÷åñêóþ è ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìû êî-
îðäèíàò. Â ýòèõ ñèñòåìàõ íåêîòðûå êîîðäèíàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåëè÷èíû
óãëîâ.
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O x

y

r

φ

M (r,φ )

Ðèñ. 1.6. Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ââîäèòñÿ óêàçàíèåì ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè O � ïîëþñà è ïîëÿðíîé îñè � ïîëóïðÿìîé ñ íà÷àëîì â òî÷êå O
è âûáðàííûì íàïðàâëåíèåì. Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M ñóòü äâà ÷èñëà:

r � äëèíà âåêòîðà
−−→
OM è ϕ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïîëÿðíîé îñè è âåêòî-

ðîì
−−→
OM . Ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò: r ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π). Äëÿ òî-

÷åê ïîëÿðíîé îñè ñ÷èòàåì ϕ = 0. Äëÿ òî÷êè O èìååì r = 0, à çíà÷åíèå ϕ íå
îïðåäåëåíî. Ïðè òàêîì äîïîëíåíèè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì è êàæäîé ïàðå êîîðäèíàò, çàäàííûõ â óêàçàííûõ ïðå-
äåëàõ, ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Ñâÿçü ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò
è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò íà ðèñ. 1.6 îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâàìè{

x = r cosϕ,

y = r sinϕ.

Îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè r = const ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè,
à ϕ = const � ïîëóïðÿìûå (ïðè óñëîâèè ïðèíàäëåæíîñòè êîíñòàíò óêàçàííûì
èíòåðâàëàì).

Öèëèíäðè÷åñêàÿ è ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 1.7�1.8. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r, ϕ, z òî÷êè ìåíÿþòñÿ
â ïðåäåëàõ r ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π), z ∈ R. Äëÿ òî÷êè O çíà÷åíèå ϕ íå îïðåäåëå-
íî. Ñâÿçü öèëèíäðè÷åñêèõ è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò îäíîé è òîé æå òî÷êè äëÿ
ñèñòåì, ñîãëàñîâàííûõ òàê, êàê íà ðèñ. 1.7, çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z.

Êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè r = const ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öèëèíäðû, ϕ = const
� ïîëóïëîñêîñòè, à z = const � ïëîñêîñòè.
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O

z

r

φ

M (r,φ ,z)

Ðèñ. 1.7. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

O

r

φ

θ

M (r,φ ,θ )

Ðèñ. 1.8. Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
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Äâå èç òð¼õ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, à èìåííî ϕ è θ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âå-
ëè÷èíû óãëîâ. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ r ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π),
θ ∈ [0, π]. Äëÿ òî÷êè O óãëîâûå êîîðäèíàòû íå îïðåäåëåíû. Ñâÿçü ñôåðè÷åñêèõ
è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò îäíîé è òîé æå òî÷êè äëÿ ñèñòåì, ñîãëàñîâàííûõ òàê,
êàê íà ðèñ. 1.8, çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè


x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ.

Êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè r = const ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñôåðû, ϕ = const �
ïîëóïëîñêîñòè, à θ = const � îäíîïîëîñòíûå êîíóñû ñ âåðøèíîé â òî÷êå O.

1.2 Âåêòîðíàÿ è ñêàëÿðíàÿ ïðîåêöèè âåêòîðà

íà îñü

Ïóñòü ~a,~b � äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà. ×åðåç ~̂a,~b îáîçíà÷àåòñÿ óãîë ϕ ìåæ-
äó ýòèìè âåêòîðàìè, ëåæàùèé â ïðåäåëàõ 0 ≤ ϕ ≤ π. Óãîë ìåæäó íóëåâûì
è ëþáûì äðóãèì âåêòîðîì íå îïðåäåëåí, íî ðÿä äàëüíåéøèõ ôîðìóë îñòà¼òñÿ

ñïðàâåäëèâûì, åñëè ïðèíÿòü ~̂0,~b := 0. Ñ÷èòàåì ~0 ⊥ ~b è ~0 ||~b äëÿ ëþáîãî ~b.
Ïóñòü ~a,~b ∈ Vn. Âåêòîðíàÿ è ñêàëÿðíàÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ~b íà îñü âåêòîðà

~a � ýòî ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð èç Vn è äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðûå ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç −→pr ~a~b è pr ~a~b. Óêàçàííûå ïðîåêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Åñëè ~a 6= ~0, c÷èòàåì

~c = −→pr ~a~b ⇐⇒ ~c ||~a è ~b− ~c ⊥ ~a,

λ = pr ~a~b := ±|~c|.

Ïëþñ áåð¼òñÿ â ñëó÷àå, åñëè óãîë ϕ := ~̂b,~a ÿâëÿåòñÿ îñòðûì, à ìèíóñ � òóïûì
(ñì. ðèñ. 1.9�1.10). Åñëè ϕ = π

2
, âûáîð çíàêà áåçðàçëè÷åí, òàê êàê ~c = ~0.

Åñëè ~a = ~0, ïîëàãàåì −→pr ~a~b := ~0, pr ~a~b := 0.

Îòìåòèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðîåêöèé.

1) Åñëè ~b ||~a, òî −→pr ~a~b = ~b. Åñëè ~b ⊥ ~a, òî −→pr ~a~b = ~0, pr ~a~b = 0.
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a


φ

b



c


Ðèñ. 1.9. Óãîë ϕ � îñòðûé, pr~a~b = |~c|

a


φ

b



c


Ðèñ. 1.10. Óãîë ϕ � òóïîé, pr~a~b = −|~c|

2) pr ~a~b = |~b| cosϕ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèòóàöèè ðèñ. 1.9 (óãîë ϕ � îñòðûé), î÷åâèäíî, pr ~a~b =

|~c| = |~b| cosϕ. Â ñèòóàöèè æå ðèñ. 1.10 (óãîë ϕ � òóïîé) èìååì

pr ~a~b = −|~c| = −(|~b| cos(π − ϕ)) = |~b| cosϕ.

3) Ïóñòü |~e| = 1. Òîãäà −→pr ~e~b = pr ~e~b · ~e.
Ïðèìåíèì ïðåäûäóùèå îáîçíà÷åíèÿ, ñ÷èòàÿ ~a = ~e. Åñëè óãîë ϕ � îñòðûé, òî

âåêòîðû ~c = −→pr ~e~b è ~e ñîíàïðàâëåíû. Ïîñêîëüêó |~e| = 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

~c = |~c| ·~e. Òàê êàê pr ~e~b = |~c|, îíî ýêâèâàëåíòíî äîêàçûâàåìîìó. Åñëè æå óãîë ϕ
� òóïîé, òî ~c = −|~c| · ~e. Íî òåïåðü pr ~e~b = −|~c|, ÷òî îïÿòü äà¼ò −→pr ~e~b = pr ~e~b · ~e.

4) Äëÿ ëþáîãî ~a 6= ~0

−→pr ~a~b = pr ~a~b ·
1

|~a|
~a =
|~b| cosϕ

|~a|
· ~a.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèì ~e := 1
|~a|~a. Âåêòîð ~e ñîíàïðàâëåí ñ ~a è |~e| = 1,

ïîýòîìó èç ïðåäûäóùèõ ñâîéñòâ ïîëó÷àåì:

−→pr ~a~b = −→pr ~e~b = pr ~e~b · ~e = pr ~a~b ·
1

|~a|
~a =
|~b| cosϕ

|~a|
· ~a.

Ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà îòìåòèì îñîáî. Ïåðâîå èç íèõ âûðàæàåò ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.
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O

M (x,y,z)

P

Q

R

xi


y j


zk


x

y

z

Ðèñ. 1.11.
−−→
OM =

−→
OP +

−→
OQ+

−→
OR

Òåîðåìà 1. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè M ñóòü ñêàëÿðíûå ïðîåêöèè

âåêòîðà
−−→
OM íà êîîðäèíàòíûå îñè.

Óòî÷íèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû â òð¼õìåðíîé ñèòóàöèè. Ïóñòü Oxyz � äå-
êàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå, ~i,~j,~k � ñîîòâåòñòâóþùèé îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ, ò.M = M(x, y, z). Òîãäà

x = pr~i
−−→
OM, y = pr~j

−−→
OM, z = pr ~k

−−→
OM. (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P,Q,R îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷êè
M íà êîîðäèíàòíûå îñè (ñì. ðèñ. 1.11). Òîãäà

−→
OP = −→pr~i

~OM = pr~i
~OM ·~i,

−→
OQ = −→pr~j

~OM = pr~j
~OM ·~j,

−→
OR = −→pr ~k

~OM = pr ~k
~OM · ~k.

Ìû ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 3, ïîñêîëüêó |~i| = |~j| = |~k| = 1. Çíà÷èò,

−−→
OM =

−→
OP +

−→
OQ+

−→
OR = pr~i

~OM ·~i+ pr~j
~OM ·~j + pr ~k

~OM · ~k.

C äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê M = M(x, y, z), âûïîëíÿåòñÿ
−−→
OM = x~i + y~j + z~k.

Ðàâåíñòâà (1.2) ñëåäóþò èç åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà
−−→
OM ïî áàçèñó

~i,~j,~k. �
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ~a 6= 0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 � óãëû, êîòîðûå âåêòîð ~a îáðàçóåò
ñ îñÿìè êîîðäèíàò, ò. å. îðòàìè ~i,~j,~k. Òîãäà â ýòîì áàçèñå

~a = {|~a| cosϕ1, |~a| cosϕ2, |~a| cosϕ3}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 èìååì ~a = {pr~i~a, pr~j ~a, pr ~k ~a}. Îñòà¼òñÿ ïðè-
âëå÷ü ñâîéñòâî 2), ñîãëàñíî êîòîðîìó pr~i~a = |~a| cosϕ1, pr~j ~a = |~a| cosϕ2, pr ~k ~a =
|~a| cosϕ3. �

Ñëåäñòâèå 2. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ

cos2 ϕ1 + cos2 ϕ2 + cos2 ϕ3 = 1. (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äëèíû âåêòîðà â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ è ñëåäñòâèå 1:

|~a|2 = |~a|2 cos2 ϕ1 + |~a|2 cos2 ϕ2 + |~a|2 cos2 ϕ3 = |~a|2(cos2 ϕ1 + cos2 ϕ2 + cos2 ϕ1).

Òàê êàê |~a| 6= 0, òî âûïîëíÿåòñÿ (1.3). �

Âåëè÷èíû cosϕ1, cosϕ2, cosϕ3 èç ôîðìóëèðîâîê ñëåäñòâèé 1�2 íàçûâàþòñÿ
íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà ~a.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ~a ∈ Vn âåêòîðíóþ ïðîåêöèþ −→pr ~a~b è ñêàëÿðíóþ ïðîåê-
öèþ pr ~a~b ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè àðãóìåíòà ~b ∈ Vn; â ýòîì ñëó÷àå
îíè îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî −→pr ~a (·) è pr ~a (·). Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå −→pr ~a (·)
äåéñòâóåò èç Vn â Vn, à pr ~a (·) � èç Vn â R, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ïåðâîãî îòîá-
ðàæåíèÿ åñòü n-ìåðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé âåêòîð, à âòîðîãî � äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ëèíåéíûå ñâîéñòâà ýòèõ îòîá-
ðàæåíèé.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ~b,~b1,~b2 ∈ Vn, β ∈ R cïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

−→pr ~a (~b1 +~b2) = −→pr ~a~b1 +−→pr ~a~b2, (1.4)

−→pr ~a (β~b) = β−→pr ~a~b, (1.5)

pr ~a (~b1 +~b2) = pr ~a~b1 + pr ~a~b2, (1.6)

pr ~a (β~b) = β pr ~a~b. (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó â ñëó÷àå n = 3. Ïðè ~a = ~0 âåêòîðíûå
ïðîåêöèè ðàâíû ~0, ñêàëÿðíûå ïðîåêöèè ðàâíû 0, ïîýòîìó ðàâåíñòâà î÷åâèäíû.
Ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîð ~a � íåíóëåâîé. Åñëè ýòî òàê, îïðåäåë¼í âåêòîð ~i = 1

|~a|~a.

Ýòî âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, ñîíàïðàâëåííûé ñ ~a. Ââåä¼ì â ïðîñòðàíñòâå îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ, ïåðâûì îðòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ~i. Ïóñòü â ýòîì áàçèñå
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~b1 = {x1, y1, z1}, ~b2 = {x2, y2, z2}. Òîãäà ~b1 +~b2 = {x1 +x2, y1 + y2, z1 + z2}. Ïî ãåî-
ìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (òåîðåìà 1) èìååì ðàâåíñòâà:

x1 = pr ~a~b1, x2 = pr ~a~b2, x1 + x2 = pr ~a (~b1 +~b2).

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò (1.6). Äàëåå, åñëè ~b = {x, y, z}, òî β~b = {βx, βy, βz}.
Ïîñêîëüêó x = pr ~a~b, à βx = pr ~a (β~b), âûïîëíÿåòñÿ (1.7). Îñòàâøèåñÿ ðàâåíñòâà
(1.4) è (1.5) ïîëó÷àþòñÿ èç óæå äîêàçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ñâÿçè âåêòîðíîé
è ñêàëÿðíîé ïðîåêöèé. Äëÿ ïðèìåðà ïîëó÷èì (1.4):

−→pr ~a (~b1 +~b2) = −→pr~i (
~b1 +~b2) = pr~i (

~b1 +~b2) ·~i = (pr~i
~b1 + pr~i

~b2) ·~i =

= pr~i
~b1 ·~i+ pr~i

~b2 ·~i = −→pr~i
~b1 +−→pr~i

~b2 = −→pr ~a~b1 +−→pr ~a~b2.

Ñîîòíîøåíèå (1.5) óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñîîòâåòñòâóþùóþ öåïî÷êó ðà-
âåíñòâ çàïèøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî. �

1.3 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è åãî ñâîéñòâà

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ ~a,~b ∈ Vn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

(~a,~b) := |~a||~b| cosϕ, ϕ := ~̂a,~b.

Åñëè îäèí èç âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, ñ÷èòàåì çäåñü ϕ = 0. Çàïèñü ~a ⊥ ~b
îçíà÷àåò, ÷òî ϕ = π

2
èëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ åñòü ~0.

Ñíà÷àëà îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1) (~a,~b) = 0 ⇐⇒ ~a ⊥ ~b;
2) (~a,~b) > 0 ⇐⇒ óãîë ϕ � îñòðûé, (~a,~b) < 0 ⇐⇒ óãîë ϕ � òóïîé;

3) (~a,~b) = |~a| pr ~a~b = |~b| pr~b~a;

4) (~a,~b) = (~b,~a);

5) (~a+~b,~c) = (~a,~c) + (~b,~c);

6) (λ~a,~b) = λ(~a,~b), λ ∈ R;
7) (~a,~a) ≥ 0; (~a,~a) = 0 ⇐⇒ ~a = ~0.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà 1), 2) î÷åâèäíû. Ñâîéñòâî 3) ñëåäóåò èç ðàâåí-

ñòâà pr ~a~b = |~b| cosϕ. Ñâîéñòâî 4), íàçûâàåìîå êîììóòàòèâíîñòüþ ñêàëÿð-
íîãî óìíîæåíèÿ, ñâÿçàíî ñ êîììóòàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ ÷èñåë è ðàâåíñòâîì

~̂a,~b = ~̂b,~a. Óòâåðæäåíèå 7) ñëåäóåò èç ñâîéñòâ äëèíû âåêòîðà, ïîñêîëüêó
(~a,~a) = |~a|2. Áîëåå ñëîæíûìè ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà 5) è 6) (ñîîòâåòñòâåííî äèñ-
òðèáóòèâíîñòü è îäíîðîäíîñòü ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ). Óñòàíîâèì èõ ñ ïî-
ìîùüþ ðàâåíñòâ 3) è ëèíåéíûõ ñâîéñòâ ïðîåêöèé:

(~a+~b,~c) = |~c| pr ~c (~a+~b) = |~c| (pr ~c~a+ pr ~c~b) = (~a,~c) + (~b,~c);
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(λ~a,~b) = |~b| pr~b (λ~a) = λ|~b| pr~b~a = λ(~a,~b).

Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà 4)�7) âàæíû íå òîëüêî ñàìè ïî ñåáå. Ñ èõ ïîìîùüþ
ìû ïîëó÷èì ïðîñòîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ. Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ n = 3.

Òåîðåìà.Ïóñòü â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ~a = {x1, y1, z1}, ~b = {x2, y2, z2}.
Òîãäà

(~a,~b) = x1x2 + y1y2 + z1z2. (1.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü~i,~j,~k � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì çàäà-
íû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a è ~b. Òàê êàê áàçèñíûå îðòû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû
è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó, òî

(~i,~j) = (~j,~i) = (~i,~k) = (~k,~i) = (~j,~k) = (~k,~j) = 0, (~i,~i) = (~j,~j) = (~k,~k) = 1.

Îòñþäà è èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(~a,~b) = (x1~i+ y1~j + z1~k, x2~i+ y2~j + z2~k) = x1x2(~i,~i) + x1y2(~i,~j) + x1z2(~i,~k)+

+y1x2(~j,~i) + y1y2(~j,~j) + y1z2(~j,~k) + z1x2(~k,~i) + z1y2(~k,~j) + z1z2(~k,~k) =

= x1x2 + y1y2 + z1z2.

�

Èç (1.8) ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèí è óãëîâ â äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü ~a = {x, y, z}, òîãäà

|~a| =
√

(~a,~a) =
√
x2 + y2 + z2.

Åñëè ~a,~b 6= ~0, òî â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû êîñèíóñ óãëà ϕ = ~̂a,~b âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

cosϕ =
(~a,~b)

|~a||~b|
=

x1x2 + y1y2 + z1z2√
x21 + y21 + z21

√
x22 + y22 + z22

.

Ôîðìóëà (1.8) ñóùåñòâåííî óñëîæíèòñÿ, åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ çàäàòü
íå â îðòîíîðìèðîâàííîì, à â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå Vn. Ðàññóæäàÿ ïî òîé æå
ñõåìå, ïîëó÷èì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â ïðàâóþ ÷àñòü âîéäóò âñå äåâÿòü ïîïàðíûõ
ïðîèçâåäåíèé êîîðäèíàò ~a,~b, ïðè÷¼ì êàæäîå � ñî ñâîèì ìíîæèòåëåì, ðàâíûì
ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ êàêèõ-òî äâóõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. ×èòàòåëþ ðåêî-
ìåíäóåòñÿ çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷íóþ ôîðìóëó.

Èç ïðèëîæåíèé ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòìåòèì íåêîòîðûå çàäà÷è, ñâÿ-
çàííûå ñ îïðåäåëèòåëåì Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà äâóìåðíûõ
èëè òð¼õìåðíûõ âåêòîðàõ ~a è ~b. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(äîêàæèòå åãî ñàìîñòîÿòåëüíî)

S2 =

∣∣∣∣∣ (~a,~a) (~a,~b)

(~b,~a) (~b,~b)

∣∣∣∣∣ . (1.9)

Îïðåäåëèòåëü, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (1.9), íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Ãðàìà

âåêòîðîâ ~a è ~b.
Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî àíàëîã (1.9) ñïðàâåäëèâ è äëÿ òð¼õ âåêòîðîâ ~a, ~b,

~c ∈ V3. Èìåííî, ïóñòü V åñòü îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ
âåêòîðàõ êàê íà ð¼áðàõ. Òîãäà

V 2 =

∣∣∣∣∣∣∣
(~a,~a) (~a,~b) (~a,~c)

(~b,~a) (~b,~b) (~b,~c)

(~c,~a) (~c,~b) (~c,~c)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îïðåäåëèòåëü Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c. Ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî ìîæíî äîêàçàòü ñ ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(ñì. äàëåå ï. 1.6) è íåêîòîðûõ ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

1.4 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è åãî ñâîéñòâà

Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèé îðèåíòàöèè óïîðÿäî÷åííîé ïàðû íåêîëëèíåàðíûõ
âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè è óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå. Êàæäûé òàêîé íàáîð íàçûâàåòñÿ ïðàâûì èëè ëåâûì â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ~a,~b ∈ V2 íàçûâàåòñÿ ïðà-
âîé, åñëè êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ~a ê ~b îñóùåñòâëÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, è ëåâîé, åñëè óêàçàííûé ïîâîðîò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîðû îòëîæåíû îò îäíîé òî÷êè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ~a,~b � ïðàâûé áàçèñ V2, òî ~b,~a � ëåâûé áàçèñ,
è íàîáîðîò. Óìíîæåíèå îäíîãî èç âåêòîðîâ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ, à íà îòðèöàòåëüíîå � ìåíÿåò å¼ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.

Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ~a,~b,~c ∈ V3 íàçûâàåòñÿ
ïðàâîé, åñëè êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ~a ê ~b è çàòåì îò ~b ê ~c îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ âíóòðè òð¼õãðàííîãî óã-
ëà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè âåêòîðàìè. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî, åñëè ñìîòðåòü
íà ïëîñêîñòü âåêòîðîâ ~a è ~b ñî ñòîðîíû òîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå íà-
ïðàâëåí âåêòîð ~c, òî êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ~a ê ~b âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Åñëè âðàùåíèå, î êîòîðîì èä¼ò ðå÷ü, ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
òî òðîéêà ~a,~b,~c íàçûâàåòñÿ ëåâîé.
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b


a


f


g


Ðèñ. 1.12. ~a, ~b � ïðàâûé áàçèñ, ~f , ~g � ëåâûé áàçèñ V2

a


b



c


h


g


f


Ðèñ. 1.13. ~a, ~b, ~c � ïðàâûé áàçèñ, ~f , ~g, ~h � ëåâûé áàçèñ V3

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà òð¼õ âåêòîðîâ ñîõðàíÿåò èõ
îðèåíòàöèþ, à ïåðåñòàíîâêà äâóõ èç òð¼õ âåêòîðîâ ìåíÿåò å¼ íà ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ~a,~b,~c � ïðàâàÿ òðîéêà, òî òðîéêè ~b,~c,~a è ~c,~a,~b òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè, à ~b,~a,~c, êàê ~a,~c,~b è ~c,~b,~a, ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó, óìíîæåíèå îäíîãî âåêòîðà èç òð¼õ íà ïîëîæèòåëüíûé ìíîæè-
òåëü ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ òðîéêè, à íà îòðèöàòåëüíûé � ìåíÿåò íà ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ.

Ïðàâûé áàçèñ ~a,~b è ëåâûé áàçèñ ~f,~g ïðîñòðàíñòâà V2 ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 1.12. Ïðàâûé áàçèñ ~a,~b,~c è ëåâûé áàçèñ ~f,~g,~h òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.13.

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a,~b ∈ V3 íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~v ∈ V3

(çàïèñü: ~v = ~a×~b), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1◦ |~v| = |~a||~b| sinϕ, ϕ := ~̂a,~b;

2◦ ~v ⊥ ~a,~b;
3◦ òðîéêà âåêòîðîâ ~a,~b, ~v � ïðàâàÿ.

Óñëîâèå 1◦ îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà ~v ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè S ïàðàëëåëîãðàì-
ìà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a è ~b. Óñëîâèå 2◦ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âåêòîð ~v
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a


b



v

=a

×b


S=|v

|

Ðèñ. 1.14. ~v = ~a×~b

îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè âåêòîðîâ-ñîìíîæèòåëåé. Íàêîíåö, òðåòüå óñëîâèå âñòó-
ïàåò â äåéñòâèå, åñëè ~a è ~b íåêîëëèíåàðíû; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç 1◦ ñëåäóåò,
÷òî ~v = ~0. Âåêòîðû ~a,~b è ~v = ~a×~b èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.14.

Îòìåòèì ñâîéñòâà âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ.

1) ~v = ~a×~b = ~0 ⇐⇒ ~a||~b. Â ÷àñòíîñòè, âñåãäà ~a× ~a = ~0.

Äåéñòâèòåëüíî, ~v = ~0 ⇐⇒ |~v| = S = 0⇐⇒ ~a||~b.

2) ~a×~b = −~b× ~a (àíòèêîììóòàòèâíîñòü).

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî óñìîòðåòü èç ðèñóíêà. Îäíàêî ìû îòìåòèì è áîëåå
ñòðîãèé ñïîñîá. Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ðàâåíñòâå äâóõ âåêòîðîâ, äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè âåêòîðû ðàâíû ïî äëèíå, êîëëèíåàðíû è îäèíàêîâî
íàïðàâëåíû. Ñ÷èòàåì, ÷òî ~a è ~b íåêîëëèíåðàíû (èíà÷å ðàâåíñòâî î÷åâèäíî).

Äëèíû êàæäîãî èç âåêòîðîâ ~a × ~b è −~b × ~a îäèíàêîâû è ðàâíû S. Îáà âåê-
òîðà îðòîãîíàëüíû ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~a è ~b è ïîòîìó êîëëèíåàðíû. Íàêîíåö,
çàìåòèì, ÷òî ýòè âåêòîðû îäèíàêîâî íàïðàâëåíû. Äåéñòâèòåëüíî,

òðîéêà ~a, ~b, ~a×~b � ïðàâàÿ ïî îïðåäåëåíèþ,

òðîéêà ~b, ~a, ~b× ~a � òàêæå ïðàâàÿ,

òðîéêà ~a, ~b, ~b× ~a � ëåâàÿ (ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè ïåðâûå äâà âåêòîðà),

òðîéêà ~a, ~b, −~b× ~a � ñíîâà ïðàâàÿ (óìíîæèëè òðåòèé âåêòîð íà −1).

Ñðàâíèâàÿ ïåðâóþ è ÷åòâ¼ðòóþ òðîéêè, ïîëó÷àåì, ÷òî êîëëèíåàðíûå âåêòîðû
~a×~b è −~b× ~a èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå.

3) (α~a)× (β~b) = αβ~a×~b (îäíîðîäíîñòü ïî ëþáîìó ñîìíîæèòåëþ).

Äîêàæåì ñíà÷àëà ðàâåíñòâî (α~a) × ~b = α~a × ~b. Åñëè α = 0 èëè ~a||~b,
òî îíî èìååò âèä ~0 = ~0. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî íå òàê. Âåêòîðû (α~a) × ~b
è α~a×~b êîëëèíåàðíû, òàê êàê îðòîãîíàëüíû ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~a è ~b. Èõ äëè-
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íû îäèíàêîâû è ðàâíû |α|S:

|(α~a)×~b| = |α~a||~b| sin α̂~a,~b = |α||~a||~b| sin ~̂a,~b = |α|S = |α~a||~b| sin ~̂a,~b.

Çäåñü åñòü òîíêîñòü. Åñëè α > 0, òî, î÷åâèäíî, α̂~a,~b = ϕ = ~̂a,~b. Åñëè æå α < 0,

òî α̂~a,~b = π − ϕ, îäíàêî sin(π − ϕ) = sinϕ. Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû

(α~a)×~b è α~a×~b îäèíàêîâî íàïðàâëåíû. Èìååì:
òðîéêà ~a, ~b, ~a×~b � ïðàâàÿ ïî îïðåäåëåíèþ,

òðîéêà α~a, ~b, α~a×~b � òàêæå ïðàâàÿ (ìû óìíîæèëè íà α äâà âåêòîðà),

òðîéêà α~a, ~b, (α~a)×~b � ïðàâàÿ ïî îïðåäåëåíèþ.

Íóæíûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ îðèåíòàöèé âòîðîé è òðåòüåé òðîåê.
Îäíîðîäíîñòü ïî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà

è àíòèêîììóòàòèâíîñòè:

~a× (β~b) = −(β~b)× ~a = −β~b× ~a = β ~a×~b.

4) (~a+~b)×~c = ~a×~c+~b×~c, ~c× (~a+~b) = ~c×~a+~c×~b (äèñòðèáóòèâíîñòü).

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîãî è àíòèêîììóòàòèâíîñòè. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ïåðâîãî ðàâåíñòâà âûíåñåíî â ñëåäóþùèé ïóíêò.

Óêàçàííûå ñâîéñòâà 1)�4) âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ âåñüìà âàæ-
íûìè. Ñ èõ ïðèìåíåíèåì ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Òåîðåìà. Ïóñòü â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ~i,~j,~k âåêòîðû ~a è ~b èìåþò
êîîðäèíàòíûé âèä ~a = {x1, y1, z1}, ~b = {x2, y2, z2}. Òîãäà

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
~i ~j ~k

∣∣∣∣∣∣ . (1.10)

Ðàâåíñòâî (1.10) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî òðåòüåé
ñòðîêå:

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
~i ~j ~k

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ ·~i− ∣∣∣∣ x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣ ·~j +

∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ · ~k =

=

{∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣} . (1.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñâîéñòâ 1)�2)
âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ îðòîâ:

~i×~j = ~k = −~j ×~i, ~j × ~k =~i = −~k ×~j, ~k ×~i = ~j = −~i× ~k,
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~i×~i = ~j ×~j = ~k × ~k = ~0.

Ïðèìåíÿÿ åù¼ ñâîéñòâà 3)�4), çàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

~a×~b = (x1~i+ y1~j + z1~k)× (x2~i+ y2~j + z2~k) =

= x1x2~i×~i+ x1y2~i×~j + x1z2~i× ~k + +y1x2~j ×~i+

+y1y2~j ×~j + y1z2~j × ~k + z1x2 ~k ×~i+ z1y2 ~k ×~j + z1z2 ~k × ~k =

= x1y2 ~k − x1z2~j − y1x2~k + y1z2~i+ z1x2~j − z1y2~i =

= (y1z2 − z1y2)~i− (x1z2 − z1x2)~j + (x1y2 − y1x2)~k =

=

∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ ·~i− ∣∣∣∣ x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣ ·~j +

∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ · ~k =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
~i ~j ~k

∣∣∣∣∣∣ ,
è ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó (1.11). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðèìåíåíèå ðàâåíñòâà (1.10) ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé äâóì äàííûì âåêòîðàì èç V3, è íàõî-
äèòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà äàííûõ âåêòîðàõ. Â êà÷åñòâå
âåêòîðà, îðòîãîíàëüíîãî âåêòîðàì ~a = {x1, y1, z1} è ~b = {x2, y2, z2}, ìîæíî âçÿòü
èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
~i ~j ~k

∣∣∣∣∣∣ =

{∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣} .
Ïëîùàäü S ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a è ~b, âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

S = |~a×~b| =

√∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣2.
1.5 Äèñòðèáóòèâíîñòü âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ

Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ðàâåíñòâà èç ñâîéñòâà 4) ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà, êîòîðîå ìû îòëîæèëè äëÿ ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ïðîåêöèåé âåêòîðà ~a ∈ V3 íà ïëîñêîñòü H íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~a1, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè ~a1 ∈ H, ~a− ~a1 ⊥ H.

Ëåììà 1. Ïóñòü ~a1 åñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~a íà ïëîñêîñòü H, âåêòîð ~d
îðòîãîíàëåí H. Òîãäà ~a× ~d = ~a1 × ~d.

Äîêàçàòåëüñòâî èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 1.15. Âåêòîðû ~a,~a1 è ~d ëåæàò â îä-
íîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó âåêòîðû ~a×~d è ~a1×~d îðòîãîíàëüíû ýòîé ïëîñêîñòè, òî
îíè êîëëèíåàðíû. Êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ~a ê ~d è îò ~a1 ê ~d îñóùåñòâëÿåòñÿ â îä-
íîì
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a1


a


d



b



H

Ðèñ. 1.15. ~b = ~a× ~d = ~a1 × ~d

è òîì æå íàïðàâëåíèè, çíà÷èò, ~a × ~d è ~a1 × ~d îäèíàêîâî íàïðàâëåíû. Äëèíà
~a × ~d ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ~a è ~d,
à äëèíà ~a1 × ~d åñòü ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà ~a1 è ~d. Î÷åâèä-
íî, ýòè ïëîùàäè ðàâíû, ò. å. |~a × ~d| = |~a1 × ~d|. Òàêèì îáðàçîì, ~a × ~d = ~a1 × ~d.
�

Ëåììà 2. Ïóñòü |~e| = 1, ~e ⊥ H, ~a ∈ H, ~a 6= ~0. Òîãäà âåêòîð ~a×~e ïîëó÷àåòñÿ
èç âåêòîðà ~a ïîâîðîòîì â ïëîñêîñòè H íà óãîë π

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû 3 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ðèñ. 1.16). �

a


e


π /2

a

×e


Ðèñ. 1.16
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a


b



a

+b


a


1

b



1 a


1+b


1

Ðèñ. 1.17

Òåîðåìà. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(~a+~b)× ~c = ~a× ~c+~b× ~c. (1.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ~c = ~0, òî ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ñ÷èòàåì ~c 6= ~0.
Ñíà÷àëà äîêàæåì (1.12) â ñëó÷àå ~c = ~e, |~e| = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïëîñ-

êîñòü, òàêóþ ÷òî ~e ⊥ H. Ïóñòü ~a1 è ~b1 � ïðîåêöèè íà H âåêòîðîâ ~a è ~b ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ~a1 +~b1 åñòü ïðîåêöèÿ íà ýòó ïëîñêîñòü âåêòîðà ~a+~b, ïîñêîëüêó
ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè íà ïëîñêîñòü ïàðàëëåëîãðàìì ïåðåõîäèò
â ïàðàëëåëîãðàìì (ñì. ðèñ. 1.17). Ïîýòîìó ëåììà 1 äà¼ò

~a× ~e = ~a1 × ~e, ~b× ~e = ~b1 × ~e, (~a+~b)× ~e = (~a1 +~b1)× ~e.

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò ðàâåíñòâî (~a1+~b1)×~e = ~a1×~e+~b1×~e, òàê êàê ïðè ïîâîðîòå
â ñâîåé ïëîñêîñòè ïàðàëëåëîãðàìì ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëîãðàìì. Èç îòìå÷åí-
íûõ ñîîòíîøåíèé çàêëþ÷àåì, ÷òî

(~a+~b)× ~e = ~a× ~e+~b× ~e.

Ïóñòü òåïåðü ~c � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð. Ïîëîæèì ~e := 1
|~c|~c è ïðè-

ìåíèì ê åäèíè÷íîìó âåêòîðó ~e ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî:

(~a+~b)×
(

1

|~c|
~c

)
= ~a×

(
1

|~c|
~c

)
+~b×

(
1

|~c|
~c

)
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ (1.12) îñòà¼òñÿ óìíîæèòü ýòî ðàâåíñòâî íà |~c| è âîñïîëüçîâàòüñÿ
îäíîðîäíîñòüþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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1.6 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå è åãî ñâîéñòâà

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a,~b,~c ∈ V3 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

~a~b~c := (~a×~b,~c). (1.13)

Ïåðâûå äâà âåêòîðà ~a,~b (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå) ïåðåìíîæàþòñÿ âåêòîðíî,

à çàòåì ðåçóëüòàò, ò. å. âåêòîð ~a × ~b, óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð ~c ñêàëÿðíî. Çàìå-
òèì, ÷òî â çàïèñè ~a~b~c íå îòìå÷àåòñÿ, êàêàÿ ïàðà ñîñåäíèõ âåêòîðîâ ïåðåìíî-
æàåòñÿ âåêòîðíî. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, âåðíî ðàâåíñòâî (~a ×~b,~c) = (~a,~b × ~c)
(ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå ñëåäñòâèÿ 2).

Èç ñâîéñòâ âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñìåøàí-
íîå ïðîèçâåäåíèå îäíîðîäíî è àääèòèâíî ïî ëþáîìó èç òð¼õ ñîìíîæèòåëåé,
íàïðèìåð, ïî âòîðîìó:

~a (λ~b)~c = λ~a~b~c, λ ∈ R; ~a (~b1 +~b2)~c = ~a~b1 ~c+ ~a~b2 ~c.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå ýòè ðàâåíñòâà è èõ àíàëîãè äëÿ ïåð-
âîãî è òðåòüåãî ñîìíîæèòåëåé.

Îïåðàöèÿ (1.13) ÿâëÿåòñÿ âàæíîé, ïîñêîëüêó èìååò ýôôåêòèâíûå ïðèëîæå-
íèÿ â ðåøåíèè ðÿäà âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷. Ïðåæäå âñåãî ìû îòìåòèì óòâåð-
æäåíèå, îïèñûâàþùåå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V = V (~a,~b,~c) îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà Π, ïîñòðîåííîãî

íà âåêòîðàõ ~a,~b,~c êàê íà ð¼áðàõ. Îðèåíòèðîâàííûé îáú¼ì ýòîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

V ′ = V ′(~a,~b,~c) :=


V, òðîéêà ~a,~b,~c ïðàâàÿ,

−V, òðîéêà ~a,~b,~c ëåâàÿ,

0, âåêòîðû ~a,~b,~c êîìïëàíàðíû.

Òåîðåìà 1. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

~a~b~c = V ′(~a,~b,~c). (1.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà âåêòîðû ~a,~b,~c êîìïëàíàðíû. Îáîçíà÷èì
÷åðåçH èõ îáùóþ ïëîñêîñòü. Òîãäà ~a×~b ⊥ H,~c ∈ H, ïîýòîìó ~a~b~c = (~a×~b,~c) = 0.
Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå è V ′ = 0, òî ðàâåíñòâî (1.14) âåðíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîðû ~a,~b,~c íåêîìïëàíàðíû. Òîãäà ~a è ~b íåêîë-
ëèíåàðíû, ïîýòîìó ~a × ~b 6= ~0. Ïóñòü S = |~a × ~b|. Ýòî ÷èñëî ðàâíî ïëîùàäè

ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ~a è ~b. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð

~e :=
1

|~a×~b|
~a×~b =

1

S
~a×~b.
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a


b



c


h

e


a

×b


S

Ðèñ. 1.18. (~a×~b,~c) = ±Sh

Ýòî âåêòîð äëèíû 1, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðàìè ~a è~b (ñì. ðèñ. 1.18). Ïîñêîëü-

êó ~a×~b = S~e, çàïèøåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

~a~b~c = (~a×~b,~c) = (S~e,~c) = S(~e,~c) = S|~e| pr ~e ~c = S pr ~e ~c = ±Sh.

Çäåñü h åñòü âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà Π, îïóùåííàÿ íà ïëîñêîñòü âåêòîðîâ
~a è ~b. Çíàê ïëþñ áåð¼òñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð ~c íàïðàâëåí â òî æå
ïîëóïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîå íàïðàâëåí âåêòîð ~e, à çíàê ìèíóñ � â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíàê ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîé òðîéêå âåêòîðîâ
~a,~b,~c, à ìèíóñ � ëåâîé. Î÷åâèäíî, ÷òî Sh = V åñòü îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà Π,
ïîýòîìó ±Sh = V ′ åñòü åãî îðèåíòèðîâàííûé îáú¼ì.

Ðàâåíñòâî (1.14) äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 1. ~a~b~c = 0 ⇐⇒ âåêòîðû ~a,~b, ~c êîìïëàíàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ~a~b~c = 0 ⇐⇒ V ′(~a,~b,~c) = 0 ⇐⇒ ~a~b~c êîìïëàíàðíû. �

Ñëåäñòâèå 2. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íå ìåíÿåòñÿ ïðè öèêëè÷åñêîé ïå-
ðåñòàíîâêå ñîìíîæèòåëåé è ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé ïðè ïåðåñòà-
íîâêå äâóõ èç òð¼õ ñîìíîæèòåëåé:

~a~b~c = ~b~c~a = ~c~a~b = −~b~a~c = −~a~c~b = −~c~b~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò V ′(~a,~b,~c):

V ′(~a,~b,~c) = V ′(~b,~c,~a) = V ′(~c,~a,~b) = −V ′(~b,~a,~c) = −V ′(~a,~c,~b) = −V ′(~c,~b,~a).

Äåéñòâèòåëüíî, îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òð¼õ âåêòîðàõ, íå ìå-
íÿåòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ýòèõ âåêòîðîâ. Â òî æå âðåìÿ, êàê îòìå÷àëîñü
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âûøå, öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà âåêòîðîâ íå ìåíÿåò èõ îðèåíòàöèè, íî ïåðåñòà-
íîâêà äâóõ èç òð¼õ âåêòîðîâ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ òðîéêè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.
Îñòà¼òñÿ ïðèâëå÷ü òåîðåìó 1. �

Ïîýòîìó (~a,~b× ~c) = (~b× ~c,~a) = ~b~c~a = ~a~b~c = (~a×~b,~c).
Óêàæåì ïðîñòóþ, íî î÷åíü âàæíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Òåîðåìà 2.Ïóñòü â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ~a = {x1, y1, z1}, ~b = {x2, y2, z2},
~c = {x3, y3, z3}.Òîãäà

~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ . (1.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû îòìå÷àëè (ñì. ðàâåíñòâî (1.11))

~a× b =

{∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣} .
Êðîìå òîãî, ~c = {x3, y3, z3}. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì

~a~b~c = (~a×~b,~c) =

∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ · x3 − ∣∣∣∣ x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣ · y3 +

∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ · z3 =

=

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ .
Ôîðìóëà (1.15) äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 3. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1 èìååì:

V ′(~a,~b,~c) = ∆ :=

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ , V (~a,~b,~c) = |∆|,

âåêòîðû ~a,~b,~c êîìïëàíàðíû ⇐⇒ ∆ = 0,

òðîéêà ~a,~b,~c ïðàâàÿ ⇐⇒ ∆ > 0,

òðîéêà ~a,~b,~c ëåâàÿ ⇐⇒ ∆ < 0.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè S ′(~u,~v) ïàðàëëåëîãðàììà, ïî-
ñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~u,~v ∈ V2. Ïî îïðåäåëåíèþ,

S ′ = S ′(~u,~v) :=


S, ïàðà ~u,~v ïðàâàÿ,
−S, ïàðà ~u,~v ëåâàÿ,
0, âåêòîðû ~u,~v êîëëèíåàðíû.
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Çäåñü S = S(~u,~v) � îáû÷íàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-
òîðàõ ~u è ~v.

Ñëåäñòâèå 4.Ïóñòü â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå V2 âåêòîðû ~u è ~v èìåþò
âèä ~u = {x1, y1}, ~v = {x2, y2}. Òîãäà

S ′(~u,~v) =

∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ . (1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òð¼õìåðíûå âåêòîðû ~a = {x1, y1, 0},~b = {x2, y2, 0},
~c = {0, 0, 1}, êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàäàíû â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå V3.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

S ′(~u,~v) = V ′(~a,~b,~c) =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 0
x2 y2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ .
�

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôîðìóëà äëÿ ïëîñêîñòè (1.16) âûâîäèòñÿ çäåñü
èç ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìóëû (1.15).

Ñëåäñòâèå 5. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ èìååì:

S(~u,~v) = |δ|, δ :=

∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ ,
âåêòîðû ~u,~v êîëëèíåàðíû ⇐⇒ δ = 0,

ïàðà ~u,~v ïðàâàÿ ⇐⇒ δ > 0,

ïàðà ~u,~v ëåâàÿ ⇐⇒ δ < 0.

Îòìåòèì ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîå ñëåäñòâèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñëåäñòâèå 6. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî
ïîðÿäêà.

1◦. Îïðåäåëèòåëü àääèòèâåí è îäíîðîäåí ïî ëþáîé ñòðîêå.
2◦. Ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê, ò. e. óìíî-

æàåòñÿ íà −1.
3◦. Îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ⇐⇒ åãî ñòðîêè îáðàçóþò ëèíåéíî çàâèñèìóþ

ñèñòåìó â R3.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ñðàçó ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî
ñâÿçè ñ îïðåäåëèòåëÿìè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ôîð-
ìóëó äëÿ îáú¼ìà V = V (~a,~b,~c) ÷åðåç îïðåäåëèòåëü Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ
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~a,~b,~c ∈ V3, êîòîðóþ ìû óïîìèíàëè â ï. 1.3:

V 2 =

∣∣∣∣∣∣∣
(~a,~a) (~a,~b) (~a,~c)

(~b,~a) (~b,~b) (~b,~c)

(~c,~a) (~c,~b) (~c,~c)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåéòè ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ â îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå, âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî îáú¼ìà
ïàðàëëåëåïèïåäà, ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàòàõ è ñâîéñòâàìè îïðåäåëèòåëÿ |AB| = |A| · |B|, |AT | = |A|. ×è-
òàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî èññëåäîâàòü ýòó çàäà÷ó.



Ãëàâà 2

Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Óðàâíåíèÿ ëèíèé è ïîâåðõíîñòåé

2.1 Ïðåîáðàçîâàíèÿ àôôèííûõ êîîðäèíàò

íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû äâå àôôèííûå
ñèñòåìû êîîðäèíàò, óñëîâíî íàçûâàåìûå ñòàðàÿ (Ox,Oxy èëè Oxyz) è íîâàÿ
(O′x′, O′x′y′ èëè O′x′y′z′). Òîãäà êîîðäèíàòû îäíîé è òîé æå òî÷êè â ýòèõ äâóõ
ñèñòåìàõ ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

x = a+ c11x
′, (2.1)(

x
y

)
=

(
a
b

)
+

(
c11 c12
c21 c22

)(
x′

y′

)
, (2.2) x

y
z

 =

 a
b
c

+

 c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 x′

y′

z′

 (2.3)

(ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïðÿìîé, äëÿ ïëîñêîñòè è äëÿ ïðîñòðàíñòâà). Â ÷èñëîâîì
ðàâåíñòâå (2.1) c11 6= 0; â ìàòðè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ (2.2) è (2.3) C = (cij) �
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà. Íèæå ìû óñòàíîâèì ïëîñ-
êèé âàðèàíò (2.2). Ðàâåíñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé àôôèííûõ êîîðäèíàò íà ïðÿ-
ìîé è â ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷àþòñÿ èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé; èõ âûâîä ïðåäîñòàâ-
ëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ (2.1)�(2.3) îçíà÷àþò, ÷òî àôôèííûå êîîðäèíàòû îäíîé è òîé
æå òî÷êè â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè ïåðâîé ñòåïåíè.

Äàäèì ñíà÷àëà âàæíîå îïðåäåëåíèå, ïðèãîäíîå ñðàçó äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, 3.
Ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà ~e1, . . . , ~en ê áàçèñó ~f1, . . . , ~fn ïðîñòðàíñòâà Vn íà-

31
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çûâàåòñÿ ìàòðèöà C ïîðÿäêà n, k-é ñòîëáåö êîòîðîé ñîäåðæèò êîîðäèíàòû âåê-
òîðà ~fk â áàçèñå ~e1, . . . , ~en:

~fk =
n∑
i=1

cik~ei, k = 1, . . . , n. (2.4)

Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ~fk ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâè-
ñèìîñòü â Rn íàáîðîâ èõ êîîðäèíàò â áàçèñå ~e1, . . . , ~en, èíà÷å ãîâîðÿ, ñòîëáöîâC.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, ò. å. |C| 6= 0.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïëîñêîìó ñëó÷àþ (n = 2). Ïóñòü ñòàðàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò Oxy ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó â ò. O è áàçèñó ~e1, ~e2, à íîâàÿ ñèñòåìà O′x′y′ �
íà÷àëó â ò. O′ è áàçèñó ~f1, ~f2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ò. M = M(x, y), à â â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ò. M = M(x′, y′).

Òåîðåìà. Ïóñòü
−−→
OO′ = {a, b} â áàçèñå ~e1, ~e2, C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áà-

çèñà ~e1, ~e2 ê áàçèñó ~f1, ~f2. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,
−−→
OM =

−−→
OO′ +

−−→
O′M . Èìååì

−−→
OO′ = a~e1 + b~e2.

Ïî îïðåäåëåíèþ àôôèííûõ êîîðäèíàò,
−−→
OM = x~e1 + y~e2,

−−→
O′M = x′ ~f1 + y′ ~f2.

Âûðàçèì ~f1 è ~f2 ÷åðåç ~e1 è ~e2 ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà. Ðàâåíñòâà (2.4)
â ðàññìàòðèâàåìîì âàðèàíòå èìåþò âèä

~f1 = c11~e1 + c21~e2, ~f2 = c12~e1 + c22~e2.

Ïîýòîìó
−−→
OM =

−−→
OO′ +

−−→
O′M âëå÷¼ò

x~e1 + y~e2 = a~e1 + b~e2 + x′ ~f1 + y′ ~f2 =

= a~e1 + b~e2 + x′(c11~e1 + c21~e2) + y′(c12~e1 + c22~e2) =

= (a+ c11x
′ + c12y

′)~e1 + (b+ c21x
′ + c22y

′)~e2.

Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ ñðàçó äâà ñêàëÿðíûõ ðàâåíñòâà. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæå-
íèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó îçíà÷àåò, ÷òî â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì âûðàæåíèÿõ êî-
ýôôèöèåíòû ïåðåä ~e1 è ~e2 ñîâïàäàþò:

x = a+ c11x
′ + c12y

′,

y = b+ c21x
′ + c22y

′.

Ñèñòåìà ýòèõ ðàâåíñòâ ýêâèâàëåíòíà (2.2). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîñêîëüêó |C| 6= 0, ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà C−1 è èç ðàâåíñòâà(
x
y

)
=

(
a
b

)
+ C

(
x′

y′

)
ñëåäóåò (

x′

y′

)
= C−1

(
x− a
y − a

)
.
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2.2 Ïðåîáðàçîâàíèå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò

íà ïëîñêîñòè. Ñäâèã è ïîâîðîò

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà ïëîñêîñòè îáå ñèñòåìû êîîðäèíàò
� ñòàðàÿ è íîâàÿ � ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâûìè. Â ýòîé ñèòóàöèè ðàâåíñòâî (2.2)
ìîæåò áûòü óòî÷íåíî.

Ïóñòü~i,~j � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñòàðîé äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy, ~i′, ~j′ � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîîòâåòñòâóþùèé íî-
âîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò O′x′y′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ óãîë ìåæäó ïåð-
âûìè îðòàìè ~i è ~i′, èçìåðÿåìûé â íàïðàâëåíèè êðàò÷àéøåãî ïîâîðîòà îò ~i ê ~j.
Ïóñòü C = (cst) åñòü ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ýòîé ìàòðèöû (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò),

~i′ = c11~i+ c21~j, ~j′ = c12~i+ c22~j. (2.5)

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî cst ðàâíî êîñèíóñó óãëà ìåæäó s-ì âåêòîðîì ñòàðîãî
áàçèñà è t-ì âåêòîðîì íîâîãî áàçèñà, ò. e.

c11 = cos~̂i, i′, c21 = cos ~̂j, i′, c12 = cos~̂i, j′, c22 = cos ~̂j, j′. (2.6)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êàæäîãî èç ðàâåíñòâ (2.6) äîñòàòî÷íî âûáðàòü â (2.5) òî ñî-
îòíîøåíèå, â êîòîðîå âõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî cst, è ñêàëÿðíî óìíîæèòü
ýòî ñîîòíîøåíèå íà s-é âåêòîð ñòàðîãî áàçèñà (ò. å. íà âåêòîð, ïðè êîòîðîì ñòîèò
ýòîò ìíîæèòåëü).

Äëÿ ïðèìåðà ïîêàæåì, ÷òî c11 = cos~̂i, i′. ×èñëî c11 âõîäèò â ïåðâîå ñîîòíî-
øåíèå èç (2.5) è ñòîèò â í¼ì ïåðåä âåêòîðîì~i. Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî
íà ~i, çàïèñàâ ýòîò âåêòîð ïåðâûì:

(~i, ~i′) = (~i, c11~i+ c21~j) = c11(~i,~i) + c21(~i,~j) = c11,

òàê êàê ~i,~j � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Îñòà¼òñÿ ó÷åñòü, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâ

|~i| = |~i′| = 1 âåðíî (~i, ~i′) = cos~̂i, i′. Ïîëó÷àåì c11 = cos~̂i, i′.

Óãëû â (2.6) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óãîë ϕ = ~̂i, i′, íî ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ñîõðàíÿåòñÿ ëè îðèåíòàöèÿ áàçèñà èëè ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.
Ïóñòü ñòàðûé áàçèñ ~i,~j ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì. Ðàññìîòðèì äâå ñèòóàöèè, êîãäà íî-
âûé áàçèñ ~i′, ~j′ îñòà¼òñÿ ïðàâûì èëè ñòàíîâèòñÿ ëåâûì.
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i


j


i


'

j


'

φ

Ðèñ. 2.1

1◦. Ïóñòü ñíà÷àëà áàçèñ ~i′, ~j′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì (ñì. ðèñ. 2.1). Òîãäà

c11 = cos~̂i, i′ = cosϕ,

c21 = cos ~̂j, i′ = cos
(π

2
− ϕ

)
= sinϕ,

c12 = cos~̂i, j′ = cos
(π

2
+ ϕ

)
= − sinϕ,

c22 = cos ~̂j, j′ = cosϕ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà èìååò âèä

C =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
. (2.7)

Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ñîîòíîøåíèå (2.2) ýêâèâàëåíòíî(
x
y

)
=

(
a
b

)
+

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
x′

y′

)
. (2.8)

O

O'

x

y

x'

y'

φ

Ðèñ. 2.2
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Â ñëó÷àå êîãäà êàæäàÿ èç äåêàðòîâûõ ñèñòåì êîîðäèíàò Oxy è O′x′y′ ÿâëÿ-
åòñÿ ïðàâîé, íîâàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñòàðîé ïîñëå ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïîâîðîòà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë ϕ è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà

(èëè ñäâèãà) íà âåêòîð
−−→
OO′ = {a, b} (ñì. ðèñ. 2.2). Îáà ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñîäåðæàòñÿ â ðàâåíñòâå (2.8). Äëÿ ëó÷øåé èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì òàê íàçû-
âàåìûå ÷èñòûé ïîâîðîò è ÷èñòûé ïåðåíîñ.

×èñòûé ïîâîðîò ñîîòâåòñòâóåò a = b = 0, ò. å.
−−→
OO′ = ~0. Â ýòîì ñëó÷àå

íà÷àëî íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ñòàðîé. Íîâàÿ ñèñòåìà
Ox′y′ ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàðîé ñèñòåìû Oxy ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïîâîðîòà âîêðóã ò. O
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë ϕ. Ñâÿçü ñòàðûõ è íîâûõ êîîðäèíàò ïðè òàêîì
ïîâîðîòå èìååò âèä (

x
y

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
x′

y′

)
. (2.9)

×èñòûé ïåðåíîñ ñîîòâåòñòâóåò ϕ = 0. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, â ýòîì ñëó÷àå
C = E. Óìíîæåíèå íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó íå ìåíÿåò âåêòîð-ñòîëáöà, ïîýòîìó
ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå èìååò âèä(

x
y

)
=

(
a
b

)
+

(
x′

y′

)
. (2.10)

Íîâàÿ ñèñòåìà O′x′y′ ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàðîé ñèñòåìû Oxy ïîñëå òàêîãî ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïðè êîòîðîì íà÷àëî êîîðäèíàò ïåðåìåùàåòñÿ â ò. O′ =
O′(a, b) (â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ).

Ìàòðèöà (2.7) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîâîðîòà íà óãîë ϕ. Ïóñòü â îäíîé
è òîé æå äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàíû äâà ðàäèóñ-âåêòîðà ~u = {x, y}
è ~v = {x′, y′}. Ðàâåíñòâî (2.9) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ~u ïîëó÷àåòñÿ èç ~v ïîâîðî-
òîì íà óãîë ϕ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Óáåäèòåñü â ýòîì, ñðàâíèâ ðèñ. 2.3�2.4.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî |C| = cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1,

C−1 =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
= CT .

Â òîì, ÷òî CCT = E, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, îäíàêî áîëåå ýëå-
ãàíòíûì ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå îáîñíîâàíèå. Åñëè âòîðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé ïîâîðîòîì íà óãîë ϕ, òî ïåðâàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîé ïî-
âîðîòîì íà óãîë −ϕ. Òàê êàê (2.9) ýêâèâàëåíòíî(

x′

y′

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)−1(
x
y

)
,

òî C−1 ïîëó÷àåòñÿ èç C çàìåíîé ϕ íà −ϕ.
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x

y

x'
y'

φ

Ðèñ. 2.3

x'

y'

x

y

φ

Ðèñ. 2.4

2◦. Áîëåå ñæàòî ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà íîâûé áàçèñ ~i′, ~j′ ÿâëÿåòñÿ ëå-
âûì (ñì. ðèñ. 2.5). Èìååì:

c11 = cos~̂i, i′ = cosϕ,

c21 = cos ~̂j, i′ = cos
(
ϕ− π

2

)
= sinϕ,

c12 = cos~̂i, j′ = cos
(
ϕ− π

2

)
= sinϕ,

c22 = cos ~̂j, j′ = cos(π − ϕ).
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j


j


'

i


'

φ

Ðèñ. 2.5

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ïðèíèìàåò âèä

C =

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
.

Ñâÿçü êîîðäèíàò â äâóõ ñèñòåìàõ îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì(
x
y

)
=

(
a
b

)
+

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)(
x′

y′

)
.

Îäíàêî òåïåðü íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñòàðîé
ïîâîðîòîì è ïåðåíîñîì, ïîñêîëüêó Oxy � ïðàâàÿ, à O′x′y′ � ëåâàÿ.

Åñëè a = b = 0, òî(
x
y

)
=

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)(
x′

y′

)
. (2.11)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïîïûòàéòåñü îáíàðóæèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè, çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì (2.11).

2.3 Óðàâíåíèÿ ëèíèè íà ïëîñêîñòè.

Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ëèíèè

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ñ àôôèííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxy èìååòñÿ ëèíèÿ
L. Â ýòîì ðàçäåëå ìû íå äà¼ì òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ëèíèÿ, îãðàíè÷è-
âàÿñü ëèøü èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ôàêòè÷åñêè ïîä ëèíèåé ìû áóäåì
ïîíèìàòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòëè÷àòü òî÷-
êó M ñ êîîðäèíàòàìè x è y îò ôóíêöèè F ýòèõ æå ïåðåìåííûõ, áóäåì ïèñàòü
ò. M(x, y) äëÿ òî÷êè è F (x, y) äëÿ ôóíêöèè.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y) çàäàíà íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå R2 èëè åãî íåïóñòîì
ïîäìíîæåñòâå, íàïðèìåð ïðÿìîóãîëüíèêå. Â ïåðâîì ñëó÷àå x, y ∈ R, âî âòîðîì
ïðèìåðå x è y ïðèíàäëåæàò îòðåçêàì ïðÿìîé. Óðàâíåíèå

F (x, y) = 0 (2.12)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ëèíèè L â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ x, y, åñëè óñëîâèÿ
ò. M(x, y) ∈ L è F (x, y) = 0 ýêâèâàëåíòíû.

Ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êîîðäèíàòû ëþáîé
òî÷êè ëèíèè L óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2.12). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ÷èñëà
x è y òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.12), òî ò. M(x, y) ∈ L.

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ¾ëèíèÿ¿ � ¾óðàâíåíèå ëèíèè¿ íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì. Îäíà è òà æå ëèíèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ðàçëè÷íûìè óðàâíåíèÿ-
ìè. Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ

F (x, y) = 0, 2F (x, y) = 0, |F (x, y)| = 0,
[
F (x, y)

]2
= 0

çàäàþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ïðè íåêîòîðîì âûáîðå ôóíêöèè F (x, y)
çàäàâàåìîå ìíîæåñòâî ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíîé òî÷êè (ïðèìåð: F (x, y) = x2+y2)
èëè áûòü ïóñòûì (ïðèìåð: F (x, y) = x2 + y2 + 1). Â ýòèõ ñèòóàöèÿõ ãîâîðÿò
î âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ. Åñëè F (x, y) = y − f(x), ãäå f(x) � ôóíêöèÿ îäíîãî
ïåðåìåííîãî, òî óðàâíåíèå (2.12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå y = f(x).

Ôóíêöèÿ F (x, y) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííûõ
x, y c äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, åñëè ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä

F (x, y) =
∑
i,j

aijx
iyj, aij ∈ R. (2.13)

Ñóììà â (2.13) � êîíå÷íàÿ, ïî íåêîòîðûì öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì i, j. Ñòåïå-
íüþ ìíîãî÷ëåíà F (x, y) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

degF := max{i+ j : aij 6= 0}.

Àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå F (x, y) = 0, â êîòîðîì
F (x, y) � àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Ëèíèÿ L íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy, â êî-
òîðîé L çàäà¼òñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïîðÿäêîì àëãåáðàè÷åñêîé ëèíèè
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãî÷ëåíà. Ëèíèÿ L íàçûâàåòñÿ íåàë-
ãåáðàè÷åñêîé, èëè òðàíñöåíäåíòíîé, åñëè ýòà ëèíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêîé, ò. å. íå ñóùåñòâóåò àôôèííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé L çàäà¼òñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì.

Êîððåêòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà. Ïóñòü â íåêîòîðîé àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ëèíèÿ L çàäà-
¼òñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñòåïåíè n. Òîãäà è â ëþáîé äðóãîé àôôèííîé
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ñèñòåìå êîîðäèíàò ëèíèÿ L ìîæåò áûòü çàäàíà àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì
ñòåïåíè n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîðîòêîå îáîñíîâàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî àôôèííûå êîîð-
äèíàòû òî÷êè â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè ïåðâîé ñòåïåíè.

Áîëåå ïîäðîáíî. Ïóñòü â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy ëèíèÿ L çàäà-
¼òñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì F (x, y) = 0, ïðè÷¼ì degF (x, y) = n. Âîçüì¼ì
ëþáóþ äðóãóþ àôôèííóþ ñèñòåìó O′x′y′. Êîîðäèíàòû òî÷êè â ýòèõ ñèñòåìàõ
ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè (2.3). Â îáîçíà÷åíèÿõ ï. 2.1

x = a+ c11x
′ + c12y

′,

y = b+ c21x
′ + c22y

′.

Çíà÷èò, â êîîðäèíàòàõ x′, y′ ëèíèÿ L çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì Φ (x′, y′) = 0, ãäå

Φ(x′, y′) := F (x, y) = F (a+ c11x
′ + c12y

′, b+ c21x
′ + c22y

′).

Î÷åâèäíî, Φ(x′, y′) åñòü àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò x′, y′. Òàê êàê

deg(a+ c11x
′ + c12y

′)i(b+ c21x
′ + c22y

′)j ≤ i+ j,

òî êàæäûé ìîíîì xiyj, êîòîðûé âõîäèò â F (x, y) ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåí-
òîì, ïðè óêàçàííîé çàìåíå äà¼ò ìíîãî÷ëåí îò x′, y′ ñòåïåíè ≤ i + j. Çíà÷èò,
deg Φ(x′, y′) ≤ degF (x, y).Ïðè îáðàòíîé çàìåíå x′, y′ ÷åðåç x, y ìíîãî÷ëåí Φ(x′, y′)
ïåðåõîäèò â ìíîãî÷ëåí F (x, y). (Ýòîò ôàêò òðåáóåò áîëåå äåòàëüíîãî îáîñíîâà-
íèÿ, íà êîòîðîì ìû çäåñü íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.) Ïîýòîìó èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé
degF (x, y) ≤ deg Φ(x′, y′). Òåì ñàìûì deg Φ(x′, y′) = degF (x, y) = n. �

Êðîìå óðàâíåíèé âèäà (2.12), ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü çàäàíà â àô-
ôèííûõ êîîðäèíàòàõ òàê íàçûâàåìûìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Ïóñòü
f(t) è g(t) � ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî (ïàðàìåòðà t), çàäàííûå íà íåïóñòîì
ìíîæåñòâå T ⊂ R. Íàèáîëåå óïîòðåáèìûå ñèòóàöèè � T = R èëè T = [t0, t1].
Óðàâíåíèÿ {

x = f(t),

y = g(t), t ∈ T,
(2.14)

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ëèíèè L â àôôèííîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò Oxy, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî t ∈ T òî÷êà M(x, y), ãäå x, y óäîâëåòâîðÿþò (2.14), ïðèíàäëå-
æèò ëèíèè L;

2) äëÿ ëþáîé òî÷êè M(x, y) ëèíèè L ñóùåñòâóåò t ∈ T , òàêîå ÷òî âåðíû
ðàâåíñòâà (2.14).

Ðàçóìååòñÿ, ïëîñêàÿ ëèíèÿ ìîæåò çàäàâàòüñÿ è óðàâíåíèÿìè â äðóãèõ ñè-
ñòåìàõ êîîðäèíàò, íàïðèìåð ïîëÿðíîé. Ïî ýòîìó ïîâîäó ñì., íàïðèìåð, [4].
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2.4 Óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè è ëèíèè

â ïðîñòðàíñòâå. Àëãåáðàè÷åñêèå

è òðàíñöåíäåíòíûå ïîâåðõíîñòè è ëèíèè

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå èìåþòñÿ íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü H è àôôèííàÿ ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò Oxyz. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ òð¼õ ïåðåìåííûõ F (x, y, z)
çàäàíà íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå R3 èëè åãî íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå, íàïðèìåð ïà-
ðàëëåëåïèïåäå. Â ïåðâîì ñëó÷àå x, y, z ∈ R, âî âòîðîì ïðèìåðå x, y è z ïðèíàä-
ëåæàò îòðåçêàì ïðÿìîé.

Óðàâíåíèå
F (x, y, z) = 0 (2.15)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïîâåðõíîñòè H â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ x, y, z, åñëè
óñëîâèÿ ò. M(x, y, z) ∈ H è F (x, y, z) = 0 ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷-
êè ïîâåðõíîñòè H óäîâëåòâîðÿþò (2.15). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè x, y è z òàêîâû,
÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.15), òî ò. M(x, y, z) ∈ H.

Cîîòâåòñòâèå ¾ïîâåðõíîñòü¿ � ¾óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè¿ íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì. Èìåííî, îäíà è òà æå ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà ðàçëè÷íû-
ìè óðàâíåíèÿìè. Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ

F (x, y, z) = 0, 5F (x, y, z) = 0, |F (x, y, z)| = 0,
[
F (x, y, z)

]3
= 0

çàäàþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ïðè íåêîòîðîì âûáîðå ôóíêöèè çàäà-
âàåìîå ìíîæåñòâî ìîæåò ñîñòîÿòü èç åäèíñòâåííîé òî÷êè (ïðèìåð: F (x, y, z) =
x2 + y2 + z4) èëè áûòü ïóñòûì (ïðèìåð: F (x, y, z) = x2 + y2 + z4 + 1). Ýòè ñëó÷àè
îòíîñÿòñÿ ê âûðîæäåííûì. Åñëè F (x, y, z) = z − f(x, y), ãäå f(x, y) � ôóíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ, òî óðàâíåíèå (2.15) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå z = f(x, y).

Ôóíêöèÿ F (x, y, z) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííûõ
x, y, z c äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, åñëè ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä

F (x, y, z) =
∑
i,j,k

aijkx
iyjzk, aijk ∈ R. (2.16)

Ñóììà â (2.16) � êîíå÷íàÿ, ïî íåêîòîðûì öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì i, j, k. Ñòå-
ïåíüþ ìíîãî÷ëåíà F (x, y, z) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

degF := max{i+ j + k : aijk 6= 0}.

Óðàâíåíèå F (x, y, z) = 0, â êîòîðîì F (x, y, z) � àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, íàçûàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì. Ïîâåðõíîñòü H íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz, â êîòîðîé
H çàäà¼òñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïîðÿäêîì àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü ñòîÿùåãî â óðàâíåíèè ìíîãî÷ëåíà. Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ
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íåàëãåáðàè÷åñêîé, èëè òðàíñöåíäåíòíîé, åñëè ýòà ïîâåðõíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêîé, ò. å. íå ñóùåñòâóåò àôôèííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé ýòà
ïîâåðõíîñòü çàäà¼òñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì.

Òåîðåìà. Ïóñòü â íåêîòîðîé àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîâåðõíîñòü
H çàäà¼òñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñòåïåíè n. Òîãäà è â ëþáîé äðóãîé
àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîâåðõíîñòü H ìîæåò áûòü çàäàíà àëãåáðàè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì ñòåïåíè n.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (2.3), êîîðäèíàòû òî÷êè ïðîñòðàíñòâà â äâóõ àô-
ôèííûõ ñèñòåìàõ ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè ïåðâîé ñòåïåíè. Áîëåå ïîäðîáíîå ðàñ-
ñóæäåíèå ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïðåäîñòàâ-
ëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Îïèøåì åù¼ òàê íàçûâàåìûå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïóñòü f(s, t), g(s, t) è h(s, t) � ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ s è t, çàäàííûå
íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå R2 èëè åãî íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå D. Óðàâíåíèÿ

x = f(s, t),

y = g(s, t),

z = h(s, t), (s, t) ∈ D,
(2.17)

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïîâåðõíîñòè H â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò Oxyz, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) åñëè (s, t) ∈ D è x, y, z óäîâëåòâîðÿþò (2.17), òî ò. M(x, y, z) ∈ H;

2) åñëè ò. M(x, y, z) ∈ H, òî ñóùåñòâóåò ïàðà (s, t) ∈ D, äëÿ êîòîðîé âåðíû
ðàâåíñòâà (2.17).

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëèíèÿ L ÷àñòî ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ
ïîâåðõíîñòåé H1 è H2. Åñëè L = H1 ∩ H2, ïðè÷¼ì ïîâåðõíîñòü H1 çàäà¼òñÿ
â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz óðàâíåíèåì F1(x, y, z) = 0, à ïîâåðõíîñòü
H2 � óðàâíåíèåì F2(x, y, z) = 0, òî ëèíèÿ L çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé{

F1(x, y, z) = 0,

F2(x, y, z) = 0.
(2.18)

Ýòà ëèíèÿ íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè êàæäàÿ èç ïîâåðõíîñòåé H1 è H2

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèíèÿ íàçûâàåòñÿòðàíñöåíäåíò-
íîé.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ëèíèè èìåþò âèä
x = f(t),

y = g(t),

z = h(t), t ∈ T.
(2.19)

Çäåñü f(t), g(t) è h(t) �ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, T ⊂ R� ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà t. Óðàâíåíèÿ (2.19) îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ïàðàìåòðè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì ëèíèè íà ïëîñêîñòè.



Ãëàâà 3

Ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

3.1 Ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèé ïëîñêîñòè

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V3 èìåþòñÿ äâà âåêòîðà ~u = {a1, b1, c1}, ~v = {a2, b2, c2},
çàäàííûå ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â ïðîèçâîëüíîì (íå îáÿçàòåëüíî îðòîíîðìèðî-
âàííîì) áàçèñå. Ïîëîæèì

A :=

∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ , B := −
∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ , C :=

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ . (3.1)

Ëåììà. ~u ||~v ⇐⇒ A = B = C = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà áàçèñ, â êîòîðîì äàíû êîîðäèíàòû âåêòî-
ðîâ, ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. Òîãäà ïî ñâîéñòâàì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ èìååì:

~u ||~v ⇐⇒ ~u× ~v = {A,B,C} = ~0 ⇐⇒ A = B = C = 0.

Ïóñòü òåïåðü êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~u è ~v äàíû â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå V3.
Ðàññìîòðèì äðóãèå äâà âåêòîðà ~u′ è ~v′ ñ òåìè æå êîîðäèíàòàìè ñîîòâåòñòâåííî,
íî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Òàê êàê êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ
ýêâèâàëåíòíà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íàáîðîâ èõ êîîðäèíàò, òî êîëëèíåàðíîñòü ~u
è ~v ðàâíîñèëüíà êîëëèíåàðíîñòè ~u′ è ~v′. Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ê âåêòîðàì ~u′ è ~v′

ïåðâóþ ÷àñòü ðàññóæäåíèÿ. �

Íèæå âåêòîðû ~u è ~v áóäóò âûáèðàòüñÿ, íàîáîðîò, íåêîëëèíåàðíûìè. Äëÿ
òàêèõ âåêòîðîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåä¼ííîé ëåììîé õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë
A,B,C îáÿçàòåëüíî îòëè÷íî îò íóëÿ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî çàïèñè A2+B2+C2 6= 0.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê âûâîäó îñíîâíûõ óðàâíåíèé ïëîñêîñòè. Ïóñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå äàíû ïëîñêîñòü H è àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz. Çàôèêñèðó-
åì ñëåäóþùèå îáúåêòû. ÏóñòüM(x0, y0, z0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè H,
~u = {a1, b1, c1} è ~v = {a2, b2, c2} � ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, ïàðàëëåëüíûõ

42
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v


u


H

M

N

O

r0


r


r

-r0



Ðèñ. 3.1

ïëîñêîñòè H (èëè ëåæàùèõ â H). Êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ äàþòñÿ â áàçèñå,
ñîîòâåòñòâóþùåì ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz. Îáîçíà÷èì ÷åðåçN(x, y, z) òåêóùóþ
òî÷êó ïðîñòðàíñòâà. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê M è N :

~r0 :=
−−→
OM = {x0, y0, z0}, ~r :=

−−→
ON = {x, y, z}.

Òîãäà
−−→
MN = ~r − ~r0 = {x− x0, y − y0, z − z0}. Äëÿ èëëþñòðàöèè ñì. ðèñ. 3.1.

Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

ò. N ∈ H ⇐⇒ âåêòîðû ~r − ~r0, ~u, ~v êîìïëàíàðíû. (3.2)

Êîìïëàíàðíîñòü âåêòîðîâ ìîæíî çàïèñàòü ïî-ðàçíîìó, ÷òî ìû è ñäåëàåì. Âåê-
òîðû ~r−~r0, ~u è ~v êîìïëàíàðíû, ò. å. ëåæàò â îáùåé ïëîñêîñòè H, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ëþáîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

~r − ~r0 = s~u+ t~v, s, t ∈ R; (3.3)

~r = ~r0 + s~u+ t~v; (3.4)
x = x0 + a1s+ a2t,
y = y0 + b1s+ b2t,
z = z0 + c1s+ c2t;

(3.5)

∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0
a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ = 0; (3.6)

Ax+By + Cz +D = 0. (3.7)

Êîýôôèöèåíòû A,B,C îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (3.1):

A =

∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ , B = −
∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ .
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Íåêîëëèíåàðíîñòü ~u è ~v îçíà÷àåò, ÷òî A2 +B2 + C2 6= 0.

Äàäèì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Â ñèëó íàøåãî âûáîðà âåêòîðû
~u è ~v îáðàçóþò áàçèñ äëÿ ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè H. Ïî-
ýòîìó åñëè âåêòîð ~r − ~r0 êîìïëàíàðåí âåêòîðàì ~u è ~v, è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå,
òî ñóùåñòâóþò s, t ∈ R, òàêèå ÷òî âûïîëíÿþòñÿ (3.3) è (3.4). Ïðè èçìåíåíèè
s è t èç óðàâíåíèÿ (3.4) ïîëó÷àþòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðû âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè. ×èñ-
ëà s, t íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè, à óðàâíåíèå (3.4) � ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíå-
íèåì ïëîñêîñòè â âåêòîðíîé ôîðìå. Ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ïîëó÷àþòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ (3.5).

Äàëåå, òðè âåêòîðà êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ëèíåéíî
çàâèñèìû, ÷òî ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè â R3 íàáîðîâ èõ êîîðäèíàò.
Ïî ñâîéñòâàì îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà (ðàâåí íóëþ ⇐⇒ åãî ñòðîêè ëè-
íåéíî çàâèñèìû) ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïëàíàðíîñòü âåêòîðîâ ~r − ~r0, ~u è ~v ýêâè-
âàëåíòíà óñëîâèþ (3.6). Íàêîíåö, ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîé ñòðî-
êå, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (3.7). Ñðåäè ÷èñåë A,B è C èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî
íåíóëåâîå, ïîýòîìó óðàâíåíèå Ax+By+Cz +D = 0 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåð-
âîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî x, y, z. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì
ïëîñêîñòè â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ.

Èòàê, òî÷êà N(x, y, z) ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (3.5)�(3.7), à ðàäèóñ âåêòîð ~r �
óðàâíåíèþ (3.4) (ñ íåêîòîðûìè s, t ∈ R). Ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Êàæäàÿ ïëîñêîñòü H â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà
óðàâíåíèÿìè (3.3)�(3.7).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî, íàïðîòèâ, ëþáàÿ ñèñòåìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (3.5) è ëþáîå èç óðàâíåíèé (3.6) è (3.7) ñ óêàçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè
íà êîýôôèöèåíòû çàäàþò â ïðîñòðàíñòâå ñ àôôèííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò íåêî-
òîðóþ ïëîñêîñòü.

Ïðèâåä¼ì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êè M1(x1, y1, z1),
M2(x2, y2, z2) è M3(x3, y3, z3), íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Çàôèêñèðóåì òî÷êó

M1, à â êà÷åñòâå ~u è ~v âîçüì¼ì ïàðó íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
−−−−→
M1M2 è

−−−−→
M1M3.

Ïðèìåíÿÿ (3.6), çàïèøåì íóæíîå óðàâíåíèå â âèäå∣∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.8)

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz ÿâëÿåòñÿ äå-
êàðòîâîé, ò. å. cîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. Ïóñòü ïëîñ-
êîñòü H çàäà¼òñÿ êàêèì-ëèáî óðàâíåíèåì îáùåãî âèäà:

H : Ax+By + Cz +D = 0, A2 +B2 + C2 6= 0.
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Çäåñü A,B,C,D íå íåñóò ïðåäûäóùåé ñìûñëîâîé íàãðóçêè, à ëèøü óäîâëåòâî-
ðÿþò óêàçàííîìó îãðàíè÷åíèþ � õîòÿ áû îäíî èç ïåðâûõ òð¼õ ÷èñåë 6= 0.

Òåîðåìà 2. Âåêòîð ~n := {A,B,C} ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêî-
ñòè H, ò. å. ~n ⊥ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ò. M(x0, y0, z0) ∈ H è âîçüì¼ì åù¼ ïðîèç-
âîëüíóþ ò. N(x, y, z) ∈ H. Òîãäà{

Ax+By + Cz +D = 0,
Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0.

Îòñþäà A(x−x0)+B(y−y0)+C(z−z0) = 0. Ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà (~n,
−−→
MN). Çíà÷èò,

äëÿ ëþáîé ò. N ∈ H âûïîëíÿåòñÿ (~n,
−−→
MN) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ~n ⊥ H. �

Óðàâíåíèå

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0, A2 +B2 + C2 6= 0,

çàäà¼ò â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïëîñêîñòü H, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷-
êó M(x0, y0, z0) è èìåþùóþ íîðìàëüíûé âåêòîð ~n = {A,B,C}. Ýòî óðàâíåíèå
òàêæå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî åñëè ïëîñ-
êîñòü H ñîäåðæèò äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà ~u = {a1, b1, c1} è ~v = {a2, b2, c2},
òî â êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî ê íåé ìîæíî âçÿòü âåêòîð ~n := ~u × ~v = {A,B,C},
ãäå A,B,C óæå îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì (3.1). Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
è ñâîéñòâ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà ïðèâåä¼ì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå âîçìîæ-
íîñòè ïåðåõîäà îò îäíèõ óðàâíåíèé ïëîñêîñòè ê äðóãèì.

Ïóñòü â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàíî îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

2x+ y − z + 7 = 0.

×òîáû çàïèñàòü ñèñòåìó å¼ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âûðàçèì êàêóþ-ëèáî
îäíó êîîðäèíàòó ÷åðåç äâå îñòàëüíûõ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ñðåäè ïåðâûõ
òð¼õ êîýôôèöèåíòîâ èìååòñÿ íåíóëåâîé. Íàïðèìåð, z = 2x + y + 7. Ïîëàãàÿ x
è y ïàðàìåòðàìè, çàïèøåì 

x = s,
y = t,
z = 7 + 2s+ t

� ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ò.M(0, 0, 7) ïàðàë-
ëåëüíî íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì ~u = {1, 0, 2} è ~v = {0, 1, 1}.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ çàäàíû ïàðàìåòðè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ
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x = 1 + 2s+ t,
y = −1 + s− t,
z = 2 + s+ t.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû ~u = {2, 1, 1} è ~v = {1,−1, 1} íåêîëëèíåàðíû, ýòà ñèñòå-
ìà çàäà¼ò ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ò. M(1,−1, 2) ïàðàëëåëüíî ~u è ~v. Êàê
çàïèñàòü îáùåå óðàâíåíèå? Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ (3.6):∣∣∣∣∣∣

x− 1 y + 1 z − 2
2 1 1
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì îáùåå óðàâíåíèå 2x−y−3z−3 = 0.
Çàìåòèì, ÷òî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â êà÷åñòâå íîðìàëè ê ïëîñêîñòè
ìîæíî âçÿòü âåêòîð ~n = ~u× ~v = {2,−1,−3}.

3.2 Íåïîëíûå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè.

Óðàâíåíèå â îòðåçêàõ

Ïî îáùåìó óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î å¼ ðàñïî-
ëîæåíèè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïóñòü ïëîñêîñòü çàäàíà â àôôèí-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz îáùèì óðàâíåíèåì

Ax+By + Cz +D = 0, A2 +B2 + C2 6= 0. (3.9)

Óðàâíåíèå (3.9) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè A,B,C,D 6= 0. Åñëè æå íåêîòîðûå
èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíû íóëþ, óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì.

Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì ñõåìó àíàëèçà íåïîëíûõ óðàâíåíèé. Ìû îñòàíîâèìñÿ
ëèøü íà ÷àñòè ñëó÷àåâ, îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè.

1◦. D = 0 ⇐⇒ ò. O ïðèíàäëåæèò H.

2◦. A = 0, D 6= 0 ⇐⇒ H ïàðàëëåëüíà îñè Ox.

=⇒. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò âèä By + Cz + D = 0, D 6= 0. Òîãäà
ò.M(t, 0, 0) 6∈ H ïðè ëþáîì t ∈ R. Çíà÷èò, H ||Ox.
⇐=. Ïóñòü H ||Ox. Òîãäà D 6= 0 (ñâîéñòâî 1◦). Äîïóñòèì, ÷òî A 6= 0. Óðàâ-

íåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x = −B
A
y − C

A
z − D

A
.

Ìû âèäèì, ÷òî ò.N
(
−D
A
, 0, 0

)
∈ H, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, A = 0.

3◦. A = D = 0 ⇐⇒ H ñîäåðæèò îñü Ox.
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=⇒. Óðàâíåíèå èìååò âèä By + Cz = 0, ïîýòîìó ïðè ëþáîì t èìååì
ò.M(t, 0, 0) ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, H ñîäåðæèò îñü Ox.

⇐=. Ïóñòü H ñîäåðæèò îñü Ox. Ïî ñâîéñòâó 1◦ D = 0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî A 6= 0. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

x = −B
A
y − C

A
z.

Åñëè y = z = 0, òî îáÿçàòåëüíî x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëèøü îäíà òî÷êà îñè Ox,
à èìåííî ò.O(0, 0, 0), ïðèíàäëåæèò H. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî A = 0.

4◦. A = B = 0, C,D 6= 0 ⇐⇒ H ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè Oxy.

Ñëåäóåò èç 2◦: A = B = 0, C,D 6= 0 ⇐⇒ H ||Ox,Oy ⇐⇒ H ||Oxy.

5◦. A = B = D = 0, C 6= 0 ⇐⇒ H ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ Oxy.

Ñëåäóåò èç 3◦: A = B = D = 0 ⇐⇒ H ñîäåðæèò îñè Ox è Oy ⇐⇒
H cîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ Oxy.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå Ax+By+Cz+D = 0 ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì � âñå åãî êîýôôèöèåíòû A,B,C,D îòëè÷íû îò íóëÿ. Èç ïðåäûäóùåãî
ñëåäóåò, ÷òî ïëîñêîñòü H ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç îñåé êîîðäèíàò è íå ïðîõî-
äèò ÷åðåç ò.O. Èíà÷å ãîâîðÿ, íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ ýòà ïëîñêîñòü îòñåêàåò
íåâûðîæäåííûå îòðåçêè. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü âåëè÷èíû ýòèõ îòðåçêîâ,
çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíî

Ax+By + Cz = −D,

−A
D
x− B

D
y − C

D
z = 1,

x

−D
A

+
y

−D
B

+
z

−D
C

= 1.

Ïîëàãàÿ

a := −D
A
, b := −D

B
, c := −D

C
,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ:

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1. (3.10)

Óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âîçìîæíû, ïîñêîëüêó A,B,C,D 6= 0.
Èç (3.10) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè P (a, 0, 0), Q(0, b, 0) è R(0, 0, c) ïðèíàäëåæàò

ïëîñêîñòèH, ïîýòîìó a, b, c ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåëè÷èíû îòðåçêîâ (ñî çíàêîì),
êîòîðûå ïëîñêîñòü îòñåêàåò íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ. Ñî÷åòàíèå çíàêîâ a, b, c äà¼ò
èíôîðìàöèþ î òîì îêòàíòå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ðàñïîëàãàåòñÿ âûñåêàåìûé
ïëîñêîñòüþ êîîðäèíàòíûé òåòðàýäð. Íà ðèñ. 3.2 èçîáðàæåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà
Oxyz � äåêàðòîâà è a, b, c > 0.
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x
y

z

a b

c

O

Ðèñ. 3.2

3.3 Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè.

Îòêëîíåíèå è ðàññòîÿíèå

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâîé.
Äëÿ ïëîñêîñòè H ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå íîðìàëü ~n � âåêòîð åäèíè÷íîé äëè-
íû, íàïðàâëåííûé èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ñòîðîíó ïëîñêîñòè. Åñëè H ïðîõîäèò
÷åðåç ò.O, òî íàïðàâëåíèå ~n ïðîèçâîëüíî. Ïîñêîëüêó |~n| = 1, òî â êîîðäèíàò-
íîì âèäå ~n = {cosα, cos β, cos γ}, ãäå α.β, γ � óãëû, êîòîðûå âåêòîð ~n îáðàçóåò
ñ îñÿìè êîîðäèíàò (ñì. ï. 1.2, ñëåäñòâèå 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P îðòîãîíàëüíóþ

ïðîåêöèþ ò. O íà ïëîñêîñòü H. Ïóñòü p := |
−→
OP | åñòü ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà

êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòè. Ñì. ðèñ. 3.3.

Òàê êàê âåêòîð ~n ñîíàïðàâëåí ñ
−→
OP , òî ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

ò. N(x, y, z) ∈ H ⇐⇒ pr ~n
−−→
ON = p.

Çàìåòèì, ÷òî pr ~n
−−→
ON = |~n| ·pr ~n

−−→
ON = (

−−→
ON,~n) = x cosα+y cos β+z cos γ. Òàêèì

îáðàçîì, òî÷êà N(x, y, z) ïðèíàäëåæèò H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x cosα + y cos β + z cos γ − p = 0. (3.11)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâààåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî
îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûé âèä îáùåãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè.

Óðàâíåíèå (3.11) ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòêëîíåíèé òî-
÷åê îò ïëîñêîñòè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç d(M ;H) å¼ ðàññòîÿíèå äî ïëîñêîñòè H. Îòêëîíåíèåì δ(M ;H) òî÷êè M
îò ïëîñêîñòè H íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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x

y

z

P
N

n


H

O

Ðèñ. 3.3

Åñëè ò.O 6∈ H, òî

δ(M ;H) :=


d(M ;H), ò.M è ò. O ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò H,

−d(M ;H), ò.M è ò. O ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò H,

0, ò.M ∈ H.

Ïóñòü ò.O ∈ H, òîãäà δ(M ;H) ðàâíî d(M ;H), åñëè òî÷êà M ïðèíàäëåæèò
òîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå íàïðàâëåí âåêòîð ~n, è ðàâíî −d(M ;H) â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà.Ïóñòü (3.11) � íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè H. Òîãäà äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè M(x0, y0, z0)

δ(M ;H) = x0 cosα + y0 cos β + z0 cos γ − p. (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ò.O 6∈ H. Áîëåå ïðîñòîé ñëó-
÷àé, êîãäà ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòà-
òåëþ. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì d = d(M ;H), δ = δ(M ;H).

Ïîñêîëüêó |~n| = 1, èìååì pr ~n
−−→
OM = (

−−→
OM,~n) = x0 cosα + y0 cos β + z0 cos γ,

ïîýòîìó ðàâåíñòâî (3.12) ýêâèâàëåíòíî δ = pr ~n
−−→
OM − p. Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîñëåä-

íåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè òî÷êèM îòíîñèòåëüíî

ïëîñêîñòè è íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîëîæèì
−→
OQ = −→pr ~n

−−→
OM .
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Åñëè ò.M è ò.O ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò H, òî
−→
OQ ñîíàïðàâëåí ñ ~n,

ïîýòîìó

δ = d = |
−→
OQ| − p = pr ~n

−−→
OM − p.

Åñëè ò.M ∈ H, òî îäíîâðåìåííî δ = 0 è pr ~n
−−→
OM = p.

Åñëè ò.M è ò.O ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò H è
−→
OQ ñîíàïðàâëåí ñ ~n, òî

δ = −d = −[p− |
−→
OQ|] = |

−→
OQ| − p = pr ~n

−−→
OM − p.

Íàêîíåö, eñëè ò.M è ò.O ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò H, íî
−→
OQ íàïðàâëåí

ïðîòèâîïîëîæíî ~n, òî

δ = −d = −[p+ |
−→
OQ|] = −|

−→
OQ| − p = pr ~n

−−→
OM − p.

Èòàê, âñåãäà δ = pr ~n
−−→
OM − p. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 1. d(M ;H) = |x0 cosα + y0 cos β + z0 cos γ − p|.
Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî d(M ;H) = |δ(M ;H)|.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèâåñòè îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Ax+By+Cz+D = 0

ê íîðìàëüíîé ôîðìå x cosα + y cos β + z cos γ − p = 0, åãî íóæíî óìíîæèòü
íà íåêîòîðûé íåíóëåâîé ìíîæèòåëü t. Òîãäà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

tA = cosα, tB = cos β, tC = cos γ, tD = −p ≤ 0,

ïîýòîìó
t2(A2 +B2 + C2) = cos2 α + cos2 β + cos2 γ = |~n|2 = 1,

t = ± 1√
A2 +B2 + C2

.

Çíàê t âûáèðàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêó D. Ïðè D = 0 çíàê t ìîæåò áûòü
ëþáûì. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñ-
êîñòè ñðàçó ïî å¼ îáùåìó óðàâíåíèþ, ìèíóÿ ïðèâåäåíèå ê íîðìàëüíîé ôîðìå.

Ñëåäñòâèå 2. Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ

d(M ;H) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
. (3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ââåä¼ííîãî âûøå ìíîæèòåëÿ t

d(M ;H) = |δ(M ;H)| = |(tA)x0 + (tB)y0 + (tC)z0 + tD| =

= |t| · |Ax0 +By0 + Cz0 +D| = |Ax0 +By0 + Cz0 +D|√
A2 +B2 + C2

.

�
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O

M Nl



r


0
r


L

Ðèñ. 3.4

3.4 Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ñ àôôèííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò èìååòñÿ ïðÿìàÿ L.
Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé L ïîëó÷àþòñÿ, åñëè çàôèêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êóM(x0, y0, z0) è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ~l = {a, b, c} ýòîé ïðÿìîé. Íàïîìíèì,
÷òî íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð, ïàðàëëåëü-
íûé ýòîé ïðÿìîé (èëè ëåæàùèé íà ýòîé ïðÿìîé). Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ äàþòñÿ
â áàçèñå, ñîîòâåòñòâóþùåì ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz. ×åðåç N(x, y, z) îáîçíà÷èì
òåêóùóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà. Ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê M è N èìåþò âèä

~r0 :=
−−→
OM = {x0, y0, z0}, ~r :=

−−→
ON = {x, y, z}.

Òîãäà
−−→
MN = ~r − ~r0 = {x− x0, y − y0, z − z0}. Äëÿ èëëþñòðàöèè ñì. ðèñ. 3.4.

Ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

ò. N ∈ L ⇐⇒ ~r − ~r0 || ~l. (3.14)

Êîëëèíåàðíîñòü ~r − ~r0 è ~l ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ðàçëè÷íûõ âèäàõ. Âåêòîðû
~r − ~r0 è ~l êîëëèíåàðíû, ò. å. ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé L, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ëþáîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

~r − ~r0 = t~l, t ∈ R; (3.15)

~r = ~r0 + t~l; (3.16)
x = x0 + at,
y = y0 + bt,
z = z0 + ct;

(3.17)

x− x0
a

=
y − y0
b

=
z − z0
c

. (3.18)

Ïîÿñíèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ. Òàê êàê ~l 6= ~0 , òî âåêòîðû ~r − ~r0 è ~l êîëëèíåàð-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò t ∈ R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ
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(3.15) è (3.16). Ïðè èçìåíåíèè t èç óðàâíåíèÿ (3.16) ïîëó÷àþòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðû
âñåõ òî÷åê ïðÿìîé. ×èñëî t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì, à óðàâíåíèå (3.16) � ïà-
ðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé â âåêòîðíîé ôîðìå. Èç íåãî ïîëó÷àþòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ (3.17).

Êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ ~r−~r0 è ~l ðàâíîñèëüíà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èõ êî-
îðäèíàò. Ýòî çàïèñàíî â âèäå ñîîòíîøåíèÿ (3.18), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàíîíè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.

Õîòÿ ~l 6= ~0, íåêîòîðûå èç êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà ìîãóò îáðàùàòüñÿ â 0.
Ïîýòîìó ïðîïîðöèÿ (3.18) ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì îáîáù¼ííîì ñìûñëå: åñëè
ðàâåí íóëþ çíàìåíàòåëü, òî ðàâåí íóëþ è ÷èñëèòåëü. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äâîéíàÿ
ïðîïîðöèÿ ðàçðûâàåòñÿ è ïðÿìàÿ çàäà¼òñÿ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé
(ýòîò ñïîñîá çàäàíèÿ ïðÿìîé îïèñàí íèæå). Íàïðèìåð,

x− 1

0
=
y + 2

3
=
z − 1

2
⇐⇒

{
x− 1 = 0,

y+2
3

= z−1
2
,

x− 1

0
=
y + 2

0
=
z − 1

2
⇐⇒

{
x− 1 = 0,

y + 2 = 0.

Èòàê, òî÷êà N(x, y, z) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (3.17) è (3.18), à ðàäèóñ âåêòîð ~r �
ñîîòíîøåíèþ (3.16) (ñ íåêîòîðûì t ∈ R). Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ L ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèÿìè (3.15)�
(3.18).

Íàïðîòèâ, ëþáàÿ ñèñòåìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.17) è ëþáîå ñîîò-
íîøåíèå (3.18) ñ óêàçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû çàäàþò â ïðî-
ñòðàíñòâå ñ àôôèííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò íåêîòîðóþ ïðÿìóþ.

Îòìåòèì åùå îäèí âàæíûé ñïîñîá çàäàíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå � â âèäå
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé. Ïðåäâàðèòåëüíî îïèøåì ñîîòíîøåíèÿ íà êîýô-
ôèöèåíòû óðàâíåíèé ïëîñêîñòåé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì âàðèàí-
òàì èõ ðàñïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü â àôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè H1 è H2 çàäàíû ñâîèìè îá-
ùèìè óðàâíåíèÿìè:

H1 : A1x+B1y + C1z +D1 = 0, A2
1 +B2

1 + C2
1 6= 0,

H2 : A2x+B2y + C2z +D2 = 0, A2
2 +B2

2 + C2
2 6= 0.

Èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå (ñîâïàäàþò, ïàðàëëåëüíû èëè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿ-
ìîé) ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà èõ îáùèõ òî÷åê. Ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó {

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.
(3.19)
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Ïëîñêîñòè H1 è H2 ñîâïàäàþò ⇐⇒ ìíîæåñòâî òî÷åê (3.19) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïëîñêîñòü, ò. å. ÿâëÿåòñÿ äâóïàðàìåðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì. Ïðè ðåøåíèè
ñèñòåìû ïî ìåòîäó Ãàóññà ïîëó÷àåòñÿ ñòðîêà (0 0 0 | 0). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé ïðîïîðöèîíàëüíû:

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

=
D1

D2

(çäåñü è äàëåå ïðîïîðöèè ïîíèìàþòñÿ â îáîáù¼ííîì ñìûñëå).
Ïëîñêîñòè H1 è H2 ïàðàëëåëüíû ⇐⇒ ìíîæåñòâî èõ îáùèõ òî÷åê ÿâëÿåò-

ñÿ ïóñòûì. Ñèñòåìà (3.19) ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé, ïðè å¼ ðåøåíèè ïîëó÷àåòñÿ
ñòðîêà (0 0 0 | 1). Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñèòóàöèè

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

6= D1

D2

.

Íàêîíåö, H1 è H2 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé ⇐⇒ ìíîæåñòâî èõ îáùèõ òî÷åê
(3.19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåé-
ñòâîì. Ýòîò ñëó÷àé ëîãè÷åñêè äîïîëíÿåò äâà ïðåäûäóùèõ. Ïîýòîìó â äàííîé
ñèòóàöèè ïåðâûå òðè êîýôôèöèåíòà íåïðîïîðöèîíàëüíû, èíà÷å ãîâîðÿ, ñîîò-
íîøåíèå

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

íå èìååò ìåñòà. Ìîæíî ñêàçàòü è òàê: âåêòîðû ~n1 = {A1, B1, C1}
è ~n2 = {A2, B2, C2} íåêîëëèíåàðíû. Cèòóàöèÿ çàìåòíî ïðîÿñíÿåòñÿ, åñëè ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò Oxyz � äåêàðòîâà. Â ýòîì ñëó÷àå ~n1 è ~n2 ñóòü íîðìàëè ê ïëîñ-
êîñòÿì. ßñíî, ÷òî H1 è H2 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èõ íîðìàëè íåêîëëèíåàðíû.

Èòàê, â ñëó÷àå êîãäà ïåðâûå òðè êîýôôèöèåíòà îáùèõ óðàâíåíèé H1 è H2

íåïðîïîðöèîíàëüíû, ñèñòåìà (3.19) çàäà¼ò ïðÿìóþ L = H1 ∩ H2. Â ñëó÷àå,
êîãäà Oxyz � äåêàðòîâà, â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé ìîæíî
âçÿòü ~l := ~n1 × ~n2, òàê êàê ~l ⊥ ~n1, ~n2.

×òîáû ïåðåéòè îò (3.19) ê ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì (3.17), äîñòàòî÷íî
çàïèñàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (3.19) â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå � ýòî è áóäóò ïàðà-
ìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðÿìóþ{

2x+ y − z + 1 = 0,

x− y + 3z − 2 = 0.

Ðåøèì ñèñòåìó ïî ìåòîäó Ãàóññà:(
2 1 −1 −1
1 −1 3 2

)
−→ . . . −→

(
1 0 2

3
1
3

0 1 −7
3

−5
3

)
,

{
x = 1

3
− 2

3
z,

y = −5
3

+ 7
3
z,

èëè


x = 1

3
− 2

3
t,

y = −5
3

+ 7
3
t,

z = t.
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Ïîëó÷èëèñü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
M
(
1
3
,−5

3
, 0
)
è èìååò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ~l =

{
−2

3
, 7
3
, 1
}
.

3.5 Ïðèìåðû çàäà÷

Â ýòîì ïóíêòå ìû îïèøåì ðåøåíèÿ çàäà÷ ñëåäóþùåé òåìàòèêè:

� âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ,

� ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòü,

� ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ïðÿìóþ,

� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé,

� ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè,

� îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê äâóì ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz â ïðèìåðå 1 ÿâëÿåòñÿ àô-
ôèííîé, à â îñòàëüíûõ ïðèìåðàõ � äåêàðòîâîé.

Ïðèìåð 1. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü ïðÿìûå L1 è L2 çàäàíû â àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñâîèìè êàíîíè-
÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

L1 :
x− x1
a1

=
y − y1
b1

=
z − z1
c1

, L2 :
x− x2
a2

=
y − y2
b2

=
z − z2
c2

.

Èç íèõ âèäíî, ÷òî L1 ïðîõîäèò ÷åðåç ò.M1(x1, y1, z1) è èìååò íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð ~l1 = {a1, b1, c1}, à L2 ïðîõîäèò ÷åðåç ò.M2(x2, y2, z2) è èìååò íàïðàâ-

ëÿþùèé âåêòîð ~l2 = {a2, b2, c2}. Äâå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå ìîãóò ëåæàòü
â îäíîé ïëîñêîñòè èëè ñêðåùèâàòüñÿ, ò. å. íå ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïðÿ-
ìûå, ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè, ìîãóò áûòü ïàðàëëåëüíûìè, ïåðåñåêàòüñÿ
èëè ñîâïàäàòü. ×òîáû ðàñïîçíàòü ýòè ñèòóàöèè ïî êîýôôèöèåíòàì óðàâíåíèé,

äîñòàòî÷íî ïðîàíàëèçèðîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ ~l1,~l2 è
−−−−→
M1M2 =

{x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1}. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü

∆ :=

∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ .
Ñïðàâåäëèâû ýêâèâàëåíòíîñòè:

ïðÿìûå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè ⇐⇒ ~l1,~l2,
−−−−→
M1M2 êîìïëàíàðíû ⇐⇒ ∆ = 0;

ïðÿìûå ñêðåùèâàþòñÿ ⇐⇒ ~l1,~l2,
−−−−→
M1M2 íåêîìïëàíàðíû ⇐⇒ ∆ 6= 0;

ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû ⇐⇒ ~l1 ||~l2, íî
−−−−→
M1M2 íåêîëëèíåàðåí ~l1,~l2;

ïðÿìûå ñîâïàäàþò ⇐⇒ ~l1, ~l2,
−−−−→
M1M2 êîëëèíåàðíû;

ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå ⇐⇒ ∆ = 0, ~l1, ~l2 íåêîëëèíåàðíû.
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M

N

n

={A,B,C}

L

H

Ðèñ. 3.5. Ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòü

Êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ ðàâíîñèëüíà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èõ êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 2. Ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòü. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè îð-
òîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ò.M(x0, y0, z0) íà ïëîñêîñòü H, çàäàííóþ îáùèì óðàâ-
íåíèåì Ax+By+Cz+D = 0. Ýòó ïðîåêöèþ � îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç N � ïðîùå
âñåãî èñêàòü êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè H è ïðÿìîé L, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ò.M ïåðïåíäèêóëÿðíî H. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Oxyz � äåêàðòîâà, ïîýòîìó
~n = {A,B,C} ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè. Çíà÷èò, ~n åñòü íà-
ïðàâëÿþùèé âåêòîð óêàçàííîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 3.5). Íà ýòîì ïóòè ò.N(x, y, z)
íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ax+By + Cz +D = 0,
x = x0 + At,
y = y0 +Bt,
z = z0 + Ct,

èç êîòîðûõ òðè ïîñëåäíèå � ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé L.

Ïðèìåð 3. Ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü òðåáó-
åòñÿ íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ò.M(x0, y0, z0) íà ïðÿìóþ L ñ ïàðàìåòðè-
÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè 

x = x1 + at,
y = y1 + bt,
z = z1 + ct.

Èñêîìàÿ ïðîåêöèÿ N èùåòñÿ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé L è ïëîñêîñòè
H, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ò.M è ïåðïåäèêóëÿðíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 3.6). Â êà÷åñòâå
íîðìàëüíîãî âåêòîðà ïëîñêîñòè H ìîæíî âçÿòü íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé
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
={A,B,C}

H

N

M

L

Ðèñ. 3.6. Ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ïðÿìóþ

~l = {a, b, c}. Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïåðâîå èç êîòîðûõ åñòü
óðàâíåíèå ïëîñêîñòè H:

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0,
x = x1 + at,
y = y1 + bt,
z = z1 + ct.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì èñêîìóþ ïðîåêöèþ N(x, y, z).

M1

M

l



d

Ðèñ. 3.7. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé

Ïðèìåð 4. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ òîãî
÷òîáû íàéòè ðàññòîÿíèå d îò ò.M(x0, y0, z0) äî ïðÿìîé L ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè 

x = x1 + at,
y = y1 + bt,
z = z1 + ct
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ìîæíî, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ N òî÷êè

M íà L; òîãäà d = |
−−→
MN |. Îäíàêî åñòü è äðóãîé ïóòü. Ïðÿìàÿ L ïðîõîäèò ÷åðåç

ò.M1(x1, y1, z1) è èìååò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð~l = {a, b, c}. Èñêîìîå ðàññòîÿíèå d
ðàâíî âûñîòå ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

−−−→
M1M è ~l, îïóùåííîé

èç âåðøèíû M íà ïðÿìóþ L (ñì. ðèñ. 3.7). Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà

äëèíå âåêòîðà
−−−→
M1M ×~l, à îñíîâàíèå � äëèíå âåêòîðà ~l. Çíà÷èò,

d =
|
−−−→
M1M ×~l|
|~l|

.

×èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèâåñòè ýòó ôîðìóëó ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó.

M1

M2

H2

L2

L1

Ðèñ. 3.8. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

Ïðèìåð 5. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè. Ïóñòü
â ïðîñòðàíñòâå äàíû äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå L1 è L2:

L1 :
x− x1
a1

=
y − y1
b1

=
z − z1
c1

, L2 :
x− x2
a2

=
y − y2
b2

=
z − z2
c2

. (3.20)

Ïî ïîâîäó ðàñïîçíàâàíèÿ ýòîãî òèïà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ ñì. ïðè-
ìåð 1. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç ïðÿìóþ L2 ïëîñêîñòü H2, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé L1.

Ìû èìååì â ñâî¼ì ðàñïîðÿæåíèè ò.M2(x2, y2, z2) ∈ H2 è ïàðó íåêîëëèíåàð-

íûõ âåòîðîâ ~l1 = {a1, b1, c1} è ~l2 = {a2, b2, c2}, ïàðàëëåëüíûõ H2. Ñîãëàñíî (3.6),
óðàâíåíèå H2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∣∣∣∣∣∣

x− x2 y − y2 z − z2
a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.21)
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Î÷åâèäíî, ðàññòîÿíèå d ìåæäó ïðÿìûìè L1 è L2 ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷-
êîéM1(x1, y1, z1), ïðèíàäëåæàùåé L1, è ïëîñêîñòüþ H2 (ñì. ðèñ. 3.8). Ïîñëåäíåå
ðàññòîÿíèå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå (3.13) ïîñëå ïðèâåäåíèÿ (3.21) ê îáùåìó
âèäó.

Óêàæåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàññòîÿíèÿ d. Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä, ïî-

ñòðîåííûé íà âåêòîðàõ ~l1,~l2 è
−−−−→
M1M2 êàê íà ð¼áðàõ. Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà

ðàâåí ìîäóëþ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ; ïëîùàäü ïàðàëëåëî-
ãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ~l1 è ~l2, åñòü |~l1 ×~l2|. Ïîýòîìó

d =
|~l1 ~l2
−−−−→
M1M2|

|~l1 ×~l2|
.

Îñòà¼òñÿ ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

L1

L2

L

l1



l2


l


=l1


×l2



Ðèñ. 3.9. Îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì

Ïðèìåð 6. Îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê äâóì ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿ-

ìûì. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Íàïðàâëÿþ-
ùèé âåêòîð îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì L1 è L2, çàäàí-
íûìè óðàâíåíèÿìè (3.20), ìîæíî âçÿòü â âèäå ~l = ~l1×~l2. Ïóñòü ~l = {a, b, c}. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç H1 ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ ïðÿìóþ L1 è ïàðàëëåëüíóþ ~l, à ÷åðåç
H2 � ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ ïðÿìóþ L1 è òàêæå ïàðàëëåëüíóþ ~l. Óðàâíåíèÿ
ïëîñêîñòåé èìåþò âèä

H1 :

∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
a1 b1 c1
a b c

∣∣∣∣∣∣ = 0, H2 :

∣∣∣∣∣∣
x− x2 y − y2 z − z2
a2 b2 c2
a b c

∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.22)

Èñêîìûé îáùèé ïåðïåäèêóëÿð L åñòü ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïëîñêîñòåé: L = H1∩H2,
ïîýòîìó L çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (3.22) (ñì. ðèñ. 3.9).



Ãëàâà 4

Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà

4.1 Îáùåå óðàâíåíèå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ëèíèåé âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè, óðàâíåíèå êîòîðîé
â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0. (4.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a11, a12, a22 6= 0. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî òàê íàçûâàåìàÿ ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû óðàâíåíèÿ

A :=

(
a11 a12
a12 a22

)
ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Àíàëèç òèïîâ ëèíèé, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (4.1), ñâÿçàí ñ ïðåîáðàçîâà-
íèåì èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxy ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùèõ
ïîâîðîòà è ïåðåíîñà. Ïðè ïîâîðîòå ïåðåõîäÿò ê íîâûì îñÿì êîîðäèíàò, íàïðàâ-
ëåíèÿ êîòîðûõ çàäàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A. Ýòîò ïðîöåññ
íàçûâàþò ïðèâåäåíèåì ê ãëàâíûì îñÿì, ïîòîìó ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîé ëèíèè
íîâûå îñè (îáå èëè õîòÿ áû îäíà) ÿâëÿþòñÿ îñÿìè å¼ ñèììåòðèè. Çàòåì ïðîèçâî-
äèòñÿ íåêîòîðûé ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè âîçìîæíî � â öåíòð ñèììåò-
ðèè ëèíèè. Òàê ïîëó÷àåòñÿ íàèáîëåå óäîáíàÿ äëÿ ýòîé ëèíèè ñèñòåìà êîîðäèíàò
O′uv. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (4.1) âìåñòî x, y êîíå÷íûõ êîîðäèíàò u, v óðàâíåíèå
ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ è ïðèîáðåòàåò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
èëëþñòðàöèÿ íóæíûõ ïîâîðîòà è ïåðåíîñà äëÿ ýëëèïñà äàíà íà ðèñ. 4.1.

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [4], [6]), ÷òî îáùåå óðàâíåíèå (4.1) ìîæåò çà-
äàâàòü âìåñòå ñ âûðîæäåííûìè âàðèàíòàìè îäíó èç ñëåäóþùèõ ëèíèé: ýëëèïñ,
òî÷êó, ìíèìûé ýëëèïñ (ëèíèè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà), ãèïåðáîëó, ïàðó ïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïðÿìûõ (ëèíèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà), ïàðàáîëó, ïàðó ïàðàëëåëüíûõ,
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O

O'

x

y

v

w

Ðèñ. 4.1

ñëèâàþùèõñÿ â îäíó èëè ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (ëèíèè ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî òèïà). Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèÿ (4.1),
à ðàññìîòðèì ëèøü îñíîâíûå ñâîéñòâà íåâûðîæäåííûõ ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
� ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû. Ïîñëå ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îòìå-
÷àåòñÿ, êàê ñâÿçàíà ñ ëèíèåé òà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé å¼ óðàâíåíèå
âûãëÿäèò íàèáîëåå ïðîñòî. Ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé,
à ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå � êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïîñëå âûâîäà êàíî-
íè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷èì èç íåãî îñíîâíûå ñâîéñòâà ëèíèè.

4.2 Îïðåäåëåíèå è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

ýëëèïñà

Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòî-
ðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê F1, F2 ýòîé ïëîñêîñòè
(ôîêóñîâ) åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.

Ñëîâî ýëëèïñ â ïåðåâîäå ñ ãðå÷åñêîãî îçíà÷àåò íåäîñòàòîê. Ïðîèñõîæäåíèå
ýòîãî íàçâàíèÿ ïîÿñíÿåòñÿ â ï. 4.8. Ñëîâî ôîêóñ (ëàò.) îçíà÷àåò î÷àã. Äàëåå
d(A;B) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A, B.

×òîáû çàäàòü ýëëèïñ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåä¼ííûì îïðåäåëåíèåì, òðåáóåò-
ñÿ çàôèêñèðîâàòü åãî ôîêóñû F1 è F2 è êîíñòàíòó a ≥ 0. Ïóñòü d(F1;F2) = 2c.
×èñëî c ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîëóôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì ýëëèïñà. Òî÷êà M ïëîñêî-
ñòè ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d(M ;F1) + d(M ;F2) = 2a. (4.2)
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O x

y

F2(c,0)F1(-c,0)

Ðèñ. 4.2

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî a ≥ c. Åñëè a = c, òî ýëëèïñ
âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê F1F2. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì a > c ≥ 0, òîãäà ýëëèïñ
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé c = 0 (ò. å. F1 = F2) íå èñêëþ-
÷àåòñÿ � òîãäà ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà a.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç b ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî b2 = a2− c2. Î÷åâèä-
íî, a ≥ b > 0. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ áîëüøîé ïîëóîñüþ ýëëèïñà, à b � åãî ìàëîé
ïîëóîñüþ. Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì e := c

a
. Òàê êàê

a > c ≥ 0, òî 0 ≤ e < 1. Ñëó÷àé e = 0 ýêâèâàëåíòåí c = 0, êîãäà ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ
îêðóæíîñòüþ. Åñëè æå c > 0, òî 0 < e < 1. Ïîñêîëüêó äëÿ ýëëèïñà c2 = a2− b2,

e =
c

a
=

√
a2 − b2
a

=

√
1− b2

a2
.

Êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy æ¼ñòêî ñâÿçàíà ñ ýëëèïñîì. Îíà
âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôîêóñû èìåëè âèä F1(−c, 0)
è F2(c, 0). Èíà÷å ãîâîðÿ, îñü Ox ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñû â íàïðàâëåíèè îò F1

ê F2, à íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îòðåçêà F1F2. Êàê îáû÷íî, Oxy
ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé (ñì. ðèñ. 4.2). Ôîêóñ F1 êîðîòêî íàçûâàåì ëåâûì, à F2 � ïðà-
âûì. Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî îñè êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿ-
þòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ýëëèïñà, à íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò �
öåíòðîì ñèììåòðèè. Ýòî ñëåäóåò è èç óðàâíåíèÿ ýëëèïñà (ñì. ï. 4.3).

Òåîðåìà. Â óêàçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå ýëëèïñà èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (4.3)

Óðàâíåíèå (4.3) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýëëèïñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ýëëèïñ ïî èñõîäíîìó îïðåäåëåíèþ. Òðåáóåòñÿ
óñòàíîâèòü, ÷òî ò.M(x, y) ∈ L ⇐⇒ ÷èñëà x, y óäîâëåòâîðÿþò (4.3).
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=⇒ . Ïóñòü òî÷êà M(x, y) ∈ L, ò. å. äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ (4.2). Èìååì:

d(M ;F1) =
√

(x+ c)2 + y2, d(M ;F2) =
√

(x− c)2 + y2,√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a. (4.4)

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà ðàçíîñòü ðàäèêàëîâ, ïîëó÷èì√
(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2 = 2

c

a
x. (4.5)

Ñëîæåíèå (4.4) è (4.5) äà¼ò√
(x+ c)2 + y2 = a+

c

a
x,

îòêóäà

a2 +
c2

a2
x2 + 2cx = x2 + 2cx+ c2 + y2, (4.6)

a2 − c2 =

(
1− c2

a2

)
x2 + y2, 1 =

x2

a2
+

y2

a2 − c2
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî (4.3), òàê êàê a2 − c2 = b2.

⇐= . Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà x, y òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (4.3). Ïîêàæåì, ÷òî
ò.M(x, y) ∈ L, ò. å. d(M ;F1)+d(M ;F2) = 2a. Ðàâåíñòâî (4.3) ýêâèâàëåíòíî (4.6),
çíà÷èò,

y2 = a2 +
c2

a2
x2 − x2 − c2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d(M ;F1) =
√

(x+ c)2 + y2 =

√
a2 + 2cx+

c2

a2
x2 =

√(
a+

c

a
x
)2

=
∣∣∣a+

c

a
x
∣∣∣ ,

d(M ;F2) =
√

(x− c)2 + y2 =

√
a2 − 2cx+

c2

a2
x2 =

√(
a− c

a
x
)2

=
∣∣∣a− c

a
x
∣∣∣ .

Èç (4.3) ñëåäóåò, ÷òî |x| ≤ a. Êðîìå òîãî, c < a. Ïîýòîìó∣∣∣ c
a
x
∣∣∣ ≤ a.

Òàêèì îáðàçîì,

d(M ;F1) =
∣∣∣a+

c

a
x
∣∣∣ = a+

c

a
x, d(M ;F2) =

∣∣∣a− c

a
x
∣∣∣ = a− c

a
x,

d(M ;F1) + d(M ;F2) = 2a.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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4.3 Ñâîéñòâà ýëëèïñà

Èññëåäóåì ýëëèïñ L ïî åãî êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (4.7)

Çäåñü a ≥ b > 0. Ôîêóñû ýëëèïñà èìåþò âèä F1(−c, 0), F2(c, 0), ãäå c2 = a2 − b2.

1◦. Îãðàíè÷åííîñòü. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî G òî÷åê ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðÿìîóãîëüíèê R, òàêîé ÷òî G ⊂ R.
Èç (4.7) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ò.M(x, y) ∈ L, òî |x| ≤ a, |y| ≤ b. Ïîýòîìó L öåëèêîì
ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå

R := {(x, y) : |x| ≤ a, |y| ≤ b}.

Òåì ñàìûì L � îãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ýëëèïñ � åäèíñòâåííàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

2◦. Ñèììåòðèÿ. Êîîðäèíàòû x, y âõîäÿò â óðàâíåíèå (4.7) â ÷¼òíûõ ñòå-
ïåíÿõ. Çíà÷èò, åñëè (x, y) ∈ L, òî ñ ëþáûì ñî÷åòàíèåì çíàêîâ (±x,±y) ∈ L.
Ïîýòîìó ýëëèïñ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé è íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Çàïèøåì ýòî áîëåå ïîäðîáíî:

ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox : (x, y) ∈ L =⇒ (x,−y) ∈ L,

ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Oy : (x, y) ∈ L =⇒ (−x, y) ∈ L,

ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ò. O : (x, y) ∈ L =⇒ (−x,−y) ∈ L.

Îñè ñèììåòðèè ýëëèïñà, ò. e. îñè êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, íàçûâà-
þòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè ýëëèïñà, à öåíòð ñèììåòðèè, ò. e. íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, � öåíòðîì ýëëèïñà.

3◦. Âåðøèíû. Âåðøèíàìè ëèíèè íàçûâàþòñÿ òî÷êè å¼ ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè
êîîðäèíàò. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ó ýëëèïñà ÷åòûðå âåðøèíû, ïî äâå íà êàæäîé
êîîðäèíàòíîé îñè � ýòî òî÷êè (±a, 0), (0,±b).

4◦. Ýñêèç. Íà ÷àñòè ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé íåðàâåíñòâàìè x, y ≥ 0, ýëëèïñ
ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè

y = f(x) =
b

a

√
a2 − x2.

Î÷åâèäíî, f : [0, a] → R+, íåïðåðûâíà, óáûâàåò, f(0) = b, f(a) = 0. Åñëè
0 ≤ x < a, òî ñóùåñòâóåò íåïîëîæèòåëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x) = − b
a
· x√

a2 − x2
.
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O x

y

F2(c,0)F1(-c,0)-a a

-b

b

Ðèñ. 4.3. Ýëëèïñ x2

a2
+ y2

b2
= 1

Çíà÷èò, â êàæäîé òî÷êå x ∈ [0, a) ê ãðàôèêó f ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êàñà-
òåëüíàÿ. Çàìåòèì, ÷òî

f ′(0) = 0, lim
x→a−0

f ′(x) = −∞.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèê f â òî÷êå x = 0 êàñàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé,
à â òî÷êå x = a � âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Íàêîíåö, ïðè 0 ≤ x < a

f ′′(x) = − b
a
·

√
a2 − x2 + x2√

a2−x2

a2 − x2
= − ab

(a2 − x2) 3
2

< 0.

Èç íåðàâåíñòâà f ′′(x) < 0 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé èëè, èíà÷å,
âûïóêëîé ââåðõ.

Óêàçàííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò íàðèñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x). Ïîëü-
çóÿñü ñèììåòðèåé ëèíèè, ýòîò ãðàôèê ìîæíî îòðàçèòü îòíîñèòåëüíî êîîðäè-
íàòíûõ îñåé. Òàê ïîëó÷àåòñÿ ýñêèç ýëëèïñà (ñì. ðèñ. 4.3). Ïðîùå âñåãî ñíà÷àëà
íàðèñîâàòü ïðÿìîóãîëüíèê |x| ≤ a, |y| ≤ b, à çàòåì ¾âïèñàòü¿ â íåãî ýëëèïñ.

5◦. Äðóãèå ñâîéñòâà. Ýëëèïñ è îêðóæíîñòü. Â ñëó÷àå b = a ýëëèïñ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ñ óðàâíåíèåì x2 + y2 = a2. Â îáùåì ñëó÷àå ýëëèïñ
åñòü ðåçóëüòàò ñæàòèÿ îêðóæíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì â ñèñòåìå êî-
îðäèíàò Ox′y′ óðàâíåíèå

x′2

a2
+
y′2

a2
= 1. (4.8)
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F2F1

Ðèñ. 4.4

Çàìåíèì êîîðäèíàòû â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè x = x′, y = b
a
y′, òîãäà

îêðóæíîñòü (4.8) ïåðåéä¼ò â ýëëèïñ (4.7). Ïîñêîëüêó b ≤ a, óêàçàííîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox′y′ åñòü ñæàòèå ñ êîýôôèöèåíòîì k = b

a
≤ 1

âäîëü îñè Oy′ â íàïðàâëåíèè íà÷àëà êîîðäèíàò.
Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëó÷ ñâåòà, èñïóùåííûé

èç îäíîãî ôîêóñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ýëëèïñà ïî ïðàâèëó ¾óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí
óãëó îòðàæåíèÿ¿ ïðîéä¼ò ÷åðåç äðóãîé ôîêóñ (ñì. ðèñ. 4.4). Äîêàçàòåëüñòâî
ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â [4, ãë. 6, � 4].

Óðàâíåíèå ýëëèïñà â êîìïëåêñíîì âèäå. Äëÿ z1, z2 ∈ C âåëè÷èíà |z1 − z2|
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíó îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè z1, z2 êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Ïóñòü 2c = |z1 − z2| < 2a. Òîãäà óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ ôîêóñàìè
â òî÷êàõ z1, z2 è áîëüøîé ïîëóîñüþ a ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

|z − z1|+ |z − z2| = 2a.

Î÷åâèäíî, ýòî óðàâíåíèå åñòü êîìïëåêñíàÿ ôîðìà ðàâåíñòâà (4.2).
Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà L èìåþò âèä{

x = a cos t,

y = b sin t, 0 ≤ t ≤ 2π.
(4.9)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè ëþáîì t ∈ [0, 2π] òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâî-
ðÿþò (4.9), ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó (4.7). C äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ò. M(x, y) ∈ L,
òî ò.N

(
x
a
, y
b

)
ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò âåêòîð
−−→
ON ñ îñüþ àáñöèññ. Î÷åâèä-

íî, ÷òî ñ òàêèì t äëÿ x è y âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (4.22). Ïîñêîëüêó ðàäèóñ
îêðóæíîñòè ðàâåí 1, îäíîâðåìåííî èìååì t = 2S, ãäå S � ïëîùàäü êðóãîâîãî
ñåêòîðà ñ öåíòðàëüíûì óãëîì t (ñì. ðèñ. 4.5).

Ïëîùàäü è äëèíà ýëëèïñà. Ïëîùàäü âíóòðåííåé ÷àñòè ýëëèïñà (4.7) ðàâíà
πab. Îäíàêî åãî äëèíà l â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ íå òàê ïðîñòî, êàê äëèíà
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t
S

N(x/a,y/b)

Ðèñ. 4.5

îêðóæíîñòè. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

l = 4a

π
2∫

0

√
1− e2 sin2 t dt, (4.10)

ãäå e =
√
a2−b2
a

� ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà. Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè
(4.10), íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì (ñì. [11, ãë. 10]). Åñëè
ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà a, òî e = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê èçâåñòíîé
ôîðìóëå l = 2πa.

4.4 Îïðåäåëåíèå è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

ãèïåðáîëû

Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòî-
ðûõ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê
F1, F2 ýòîé ïëîñêîñòè (ôîêóñîâ) åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.

Ñëîâî ãèïåðáîëà (ãð.) îçíà÷àåò èçáûòîê, ïðåóâåëè÷åíèå. Ïðîèñõîæäåíèå ýòî-
ãî íàçâàíèÿ ïîÿñíÿåòñÿ â ï. 4.8.

×òîáû çàäàòü ãèïåðáîëó â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì, òðåáóåòñÿ çà-
ôèêñèðîâàòü ôîêóñû F1, F2 è êîíñòàíòó a ≥ 0. Ïóñòü d(F1;F2) = 2c. ×èñëî
c ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ïîëóôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì ãèïåðáîëû. Òî÷êà M ïëîñêîñòè
ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|d(M ;F1)− d(M ;F2)| = 2a. (4.11)
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Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî c ≥ a. Ñíà÷àëà îïèøåì âûðîæ-
äåííûå ñëó÷àè. Åñëè c = a = 0, òî óêàçàííîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âñþ ïëîñêîñòü. Åñëè c = a > 0, òî ãèïåðáîëà âûðîæäàåòñÿ â äâå ïîëóïðÿìûõ,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ èç ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç F1 è F2, îò-
ðåçêà F1F2. Íàêîíåö, ïðè c > a = 0 ãèïåðáîëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ �
ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó F1F2.

Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì c > a > 0, òîãäà ãèïåðáîëà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç b ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî b2 = c2 − a2. ×èñëà a è
b íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ïîëóîñÿìè ãèïåðáîëû ñîîòâåòñòâåííî.
Ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì e := c

a
. Òàê êàê c > a,

âñåãäà e > 1. Ïîñêîëüêó äëÿ ãèïåðáîëû c2 = a2 + b2, èìååì

e =
c

a
=

√
a2 + b2

a
=

√
1 +

b2

a2
.

Êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy ñòðîèòñÿ äëÿ ãèïåðáîëû òàê æå, êàê
äëÿ ýëëèïñà � â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôîêóñû èìåþò âèä F1(−c, 0) è F2(c, 0).
Èíà÷å ãîâîðÿ, îñü Ox ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñû â íàïðàâëåíèè îò F1 ê F2, à íà÷àëî
êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îòðåçêà F1F2 (ñì. ðèñ. 4.2). Èç îïðåäåëåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî îñè êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè
ãèïåðáîëû, à íà÷àëî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò � öåíòðîì ñèììåòðèè.
Ýòî ñëåäóåò è èç óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû (ñì. ï. 4.5).

Òåîðåìà. Â óêàçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä

x2

a2
− y2

b2
= 1. (4.12)

Óðàâíåíèå (4.12)íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåðáîëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ãèïåðáîëà ïî èñõîäíîìó îïðåäåëåíèþ. Òðåáó-
åòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî ò.M(x, y) ∈ L ⇐⇒ ÷èñëà x, y óäîâëåòâîðÿþò (4.12).

=⇒ . Ïóñòü òî÷êà M(x, y) ∈ L, ò. å. äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ (4.11). Èìååì:

d(M ;F1) =
√

(x+ c)2 + y2, d(M ;F2) =
√

(x− c)2 + y2,∣∣∣√(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2
∣∣∣ = 2a,√

(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2 = ±2a. (4.13)

Çäåñü ± îçíà÷àåò ¾+ èëè −¿. Óìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà ñóììó ðàäèêà-
ëîâ, ïîìåíÿåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ìåñòàìè è ðàçäåëèì íà 2a:√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = ±2
c

a
x. (4.14)
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Ñëîæåíèå (4.13) è (4.14) äà¼ò√
(x+ c)2 + y2 = ±

(
a+

c

a
x
)
.

Âîçâåä¼ì ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò è ïîìåíÿåì åãî ÷àñòè ìåñòàìè:

a2 +
c2

a2
x2 + 2cx = x2 + 2cx+ c2 + y2, (4.15)

îòêóäà (
c2

a2
− 1

)
x2 − y2 = c2 − a2, x2

a2
− y2

c2 − a2
= 1.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî (4.12), òàê êàê c2 − a2 = b2.

⇐= . Ïóñòü òåïåðü x, y òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (4.12). Ïîêàæåì, ÷òî
ò.M(x, y) ∈ L, ò. å. |d(M ;F1) − d(M ;F2)| = 2a. Ðàâåíñòâî (4.12) ýêâèâàëåíòíî
(4.15), çíà÷èò,

y2 = a2 +
c2

a2
x2 − x2 − c2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d(M ;F1) =
√

(x+ c)2 + y2 =

√
a2 + 2cx+

c2

a2
x2 =

√(
a+

c

a
x
)2

=
∣∣∣a+

c

a
x
∣∣∣ ,

d(M ;F2) =
√

(x− c)2 + y2 =

√
a2 − 2cx+

c2

a2
x2 =

√(
a− c

a
x
)2

=
∣∣∣a− c

a
x
∣∣∣ .

Èç (4.12) âûòåêàåò, ÷òî |x| ≥ a. Êðîìå òîãî, c > a. Ïîýòîìó
∣∣ c
a
x
∣∣ ≥ a. Òàêèì

îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

d(M ;F1) =
∣∣∣a+

c

a
x
∣∣∣ =

{
a+ c

a
x, x ≥ a,

−a− c
a
x, x ≤ −a,

d(M ;F2) =
∣∣∣a− c

a
x
∣∣∣ =

{
−a+ c

a
x, x ≥ a,

a− c
a
x, x ≤ −a.

Îòñþäà

d(M ;F1)− d(M ;F2) =

{
2a, x ≥ a,

−2a, x ≤ −a,

è íåçàâèñèìî îò çíàêà x èìååì |d(M ;F1)− d(M ;F2)| = 2a.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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4.5 Ñâîéñòâà ãèïåðáîëû

Èññëåäóåì ãèïåðáîëó L ïî å¼ êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

x2

a2
− y2

b2
= 1. (4.16)

Ïîëóîñè a è b ïîëîæèòåëüíû, íî ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè ìîæåò áûòü ëþáûì.
Ôîêóñû ãèïåðáîëû èìåþò âèä F1(−c, 0), F2(c, 0), ãäå c2 = a2 + b2.

1◦. Íåîãðàíè÷åííîñòü. Äëÿ ëþáîãî C > 0 ñóùåñòâóþò x, y > C, óäî-
âëåòâîðÿþùèå (4.16). Ïîýòîìó L íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ïðÿìîóãîëüíèêå.
Òåì ñàìûì ãèïåðáîëà � íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

2◦. Ñèììåòðèÿ. Êîîðäèíàòû x, y âõîäÿò â óðàâíåíèå (4.16) â ÷¼òíûõ ñòåïå-
íÿõ. Åñëè (x, y) ∈ L, òî ñ ëþáûì ñî÷åòàíèåì çíàêîâ (±x,±y) ∈ L. Ïîýòîìó ãè-
ïåðáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñåé è îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îñè ñèììåòðèè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè ãèïåðáîëû,
à öåíòð ñèììåòðèè � öåíòðîì ãèïåðáîëû.

3◦. Âåðøèíû è âåòâè ãèïåðáîëû. Ãèïåðáîëà èìååò äâå âåðøèíû (±a, 0),
ðàñïîëîæåííûå íà îñèOx. Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþOy íåò. Áîëåå òîãî, èç (4.16)
ñëåäóåò, ÷òî åñëè (x, y) ∈ L, òî

x2

a2
= 1 +

y2

b2
≥ 1, |x| ≥ a.

Ýòî ñâîéñòâî ìû óæå îòìå÷àëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïðåäûäóùåãî ïóíê-
òà. Çíà÷èò, îòêðûòàÿ ïîëîñà G = {(x, y) : |x| < a} íå ñîäåðæèò òî÷åê L. Ãè-
ïåðáîëà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îñè Oy: îäíà
÷àñòü ðàñïîëàãàåòñÿ ëåâåå G (â ïîëóïëîñêîñòè x ≤ −a), à äðóãàÿ � ïðàâåå G
(â ïîëóïëîñêîñòè x ≥ a). Ýòè ÷àñòè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé
âåòâÿìè ãèïåðáîëû.

4◦. Ýñêèç. Íà ÷àñòè ïëîñêîñòè x, y ≥ 0 ãèïåðáîëà ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì
ôóíêöèè

y = f(x) =
b

a

√
x2 − a2.

Î÷åâèäíî, f : [a,+∞) → R+, íåïðåðûâíà, âîçðàñòàåò, f(a) = 0. Åñëè x > a, òî
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x) =
b

a
· x√

x2 − a2
.

Çíà÷èò, â êàæäîé òî÷êå x > a ê ãðàôèêó f ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êàñàòåëü-
íàÿ. Çàìåòèì, ÷òî

lim
x→a+0

f ′(x) = +∞.
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x

y

c-c -a a

-b

b

y=(b/a)x

y=-(b/a)x

Ðèñ. 4.6. Ãèïåðáîëà x2

a2
− y2

b2
= 1

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå x = a ãðàôèê f êàñàåòñÿ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé.
Ïðè x > a

f ′′(x) = − b
a
·

√
x2 − a2 − x2√

x2−a2

x2 − a2
= − ab

(x2 − a2) 3
2

< 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé (âûïóêëîé ââåðõ).
Íàðÿäó ñ f ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f1(x) := b

a
x, ãðàôèêîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó (a, b). Ïðè ëþáîì x ≥ a
âåðíî íåðàâåíñòâî f(x) < f1(x). Â òî æå âðåìÿ

f1(x)− f(x) =
b

a

(
x−
√
x2 − a2

)
=

ab

x+
√
x2 − a2

→ 0, x→ +∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y = b
a
x ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé äëÿ ãðàôèêà f .

Íàðèñóåì ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) è îòðàçèì åãî îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò-
íûõ îñåé. Òàê ïîëó÷àåòñÿ ýñêèç ãèïåðáîëû (ñì. ðèñ. 4.6). Ïðÿìûå

y = ± b
a
x (4.17)

íàçûâàþòñÿ àñèìïò�îòàìè ãèïåðáîëû. Ýòè äâå ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðîòè-
âîïîëîæíûå âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà |x| ≤ a, |y| ≤ b. Äëÿ èçîáðàæåíèÿ ãè-
ïåðáîëû ïðîùå âñåãî ñíà÷àëà íàðèñîâàòü àñèìïòîòû (4.17) è çàòåì ¾âïèñàòü¿
ìåæäó íèìè ôðàãìåíòû ëåâîé è ïðàâîé âåòâåé.

5◦. Äðóãèå ñâîéñòâà. Ðàâíîáî÷íàÿ ãèïåðáîëà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ b = a.
Å¼ óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x2 − y2 = a2. (4.16) Àñèìïòîòàìè òàêîé
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x

y

c

-c

-a a

-b

b

y=(b/a)x

y=-(b/a)x

Ðèñ. 4.7. Ãèïåðáîëà x2

a2
− y2

b2
= −1

ãèïåðáîëû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå y = ±x. Ïîñêîëüêó c2 = 2a2, òî äëÿ ðàâíîáî÷íîé
ãèïåðáîëû c =

√
2a è ýêñöåíòðèñèòåò e = c

a
=
√

2.
Ñîïðÿæ¼ííàÿ ãèïåðáîëà. Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëû L ðàññìîòðèì

óðàâíåíèå
x2

a2
− y2

b2
= −1, (4.18)

îòëè÷àþùååñÿ îò (4.16) çíàêîì ïðàâîé ÷àñòè. Åãî òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y2

b2
− x2

a2
= 1.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ (4.16) ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè x è y, à òàêæå a è b. Ýòî óðàâíåíèå
çàäà¼ò ãèïåðáîëó L′, ôîêóñû êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ íà îñè Oy è âåòâè êîòîðîé
îðèåíòèðîâàíû âäîëü ýòîé îñè. Îäíàêî L′ èìååò òå æå àñèìïòîòû, ÷òî è èñ-
õîäíàÿ ãèïåðáîëà L. Äåéñòâèòåëüíî, àñèìïòîòû L′ èìåþò óðàâíåíèÿ x = ±a

b
y,

ðàâíîñèëüíûå óðàâíåíèÿì y = ± b
a
x (ñì. ðèñ. 4.7). Ãèïåðáîëà (4.18) íàçûâàåòñÿ

ñîïðÿæ¼ííîé ê èñõîäíîé ãèïåðáîëå (4.16).
Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëó÷ ñâåòà, èñïóùåííûé

èç îäíîãî ôîêóñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ãèïåðáîëû ïðîéä¼ò ïî ïðÿìîé, ñîåäèíÿþ-
ùåé òî÷êó îòðàæåíèÿ ñ äðóãèì ôîêóñîì (ñì. ðèñ. 4.8). Ýòî ñâîéñòâî ïðèâîäèòñÿ,
íàïðèìåð, â [4, ãë. 6, � 4].

Óðàâíåíèå ãèïåðáîëû â êîìïëåêñíîì âèäå. Ïóñòü z1, z2 ∈ C òàêîâû, ÷òî
2c = |z1 − z2| > 2a > 0. Óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ z1, z2
è äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ a ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∣∣|z − z1| − |z − z2|∣∣ = 2a.

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíóþ ôîðìó ðàâåíñòâà (4.11).
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x

y

F2F1

Ðèñ. 4.8. Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû L èìåþò âèä{
x = ±a ch t,

y = b sh t, t ∈ R.
(4.19)

Çäåñü ch t, sh t � ãèïåðáîëè÷åñêèå êîñèíóñ è ñèíóñ, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

ch t :=
et + e−t

2
, sh t :=

et − e−t

2
.

Çíàê ïëþñ â ïåðâîì ðàâåíñòâå ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîé âåòâè, à ìèíóñ � ëåâîé.
Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4.19) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè
óðàâíåíèÿìè ãèïåðáîëû (4.16).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ch2 t−sh2 t = 1, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé àíàëîã îñíîâ-
íîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ R òî÷-
êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò (4.19), ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå (4.16).

Íàïðîòèâ, ïóñòü ò.M(x, y) ∈ L, òîãäà ò.N
(
x
a
, y
b

)
ëåæèò íà åäèíè÷íîé ðàâíî-

áî÷íîé ãèïåðáîëå x′2− y′2 = 1. Ïóñòü t = ±2S, ãäå S åñòü ïëîùàäü êðèâîëèíåé-
íîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåêòîðà OAN , çàêëþ÷¼ííîãî ìåæäó îñüþ Ox è îòðåçêîì
ON (ñì. ðèñ. 4.9). Çíàê ïëþñ èëè ìèíóñ âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì y.
Èìåííî ïðè òàêîì âûáîðå t áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà (4.19).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñíà÷àëà x ≥ a, y ≥ 0, ò. å. òî÷êà M ïðèíàäëåæèò âåðõ-
íåé ïîëîâèíå ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû. Êàê ïîêàçàíî â [11, ï. 339; c. 196], ïëî-
ùàäü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåêòîðà ëèíèè x′2 − y′2 = 1 ñ âåðøèíîé (x′, y′) ïðè
óñëîâèè x′ ≥ 1, y′ > 0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå S = 1

2
ln(x′+y′). Â íàøåì ñëó÷àå

x′ =
x

a
, y′ =

y

b
, S =

1

2
ln
(x
a

+
y

b

)
.
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x'

y'

0 A

N(x/a,y/b)

S

Ðèñ. 4.9

Åñëè ïîëîæèòü t = 2S, òî ïîëó÷èì

t = ln
(x
a

+
y

b

)
,

x

a
+
y

b
= et.

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî (4.16), áóäåò âåðíî è ðàâåíñòâî

x

a
− y

b
= e−t.

Äîñòàòî÷íî çàïèñàòü (4.16) â âèäå(x
a

+
y

b

)(x
a
− y

b

)
= 1.

Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé èìååì:

x

a
=
et + e−t

2
= ch(t),

y

b
=
et − e−t

2
= sh(t).

Ïîýòîìó ñ óêàçàííûì t âåðíû ðàâåíñòâà x = a ch t, y = b sh t.
Èòàê, âåðõíÿÿ ÷àñòü ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè{

x = a ch t,

y = b sh t, t ≥ 0.

Âåðøèíå (a, 0) ñîîòâåòñòâóåò t = 0. Â ñèëó ñèììåòðèè ãèïåðáîëû, ÷¼òíîñòè ch t
è íå÷¼òíîñòè sh t íèæíÿÿ ÷àñòü ïðàâîé âåòâè çàäà¼òñÿ òîé æå ñèñòåìîé, íî ïðè
t < 0. Ïðàâàÿ æå âåòâü ìîæåò áûòü çàäàíà ñèñòåìîé (4.19) ñî çíàêîì ìèíóñ
â ïåðâîì óðàâíåíèè.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðà t äëÿ ãèïåðáîëû
àíàëîãè÷åí ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó ïàðàìåòðà t äëÿ ýëëèïñà.

Ïîñëåäíèé ôðàãìåíò ïðîëèâàåò ñâåò íà íàçâàíèå ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.
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4.6 Îïðåäåëåíèå, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

è ñâîéñòâà ïàðàáîëû

Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíîóäà-
ë¼ííûõ îò äàííîé òî÷êè F è äàííîé ïðÿìîé D ýòîé ïëîñêîñòè. Òî÷êà F íà-
çûâàåòñÿ ôîêóñîì ïàðàáîëû, à ïðÿìàÿ D � å¼ äèðåêòðèñîé.

Ñëîâî ïàðàáîëà â ïåðåâîäå ñ ãðå÷åñêîãî îçíà÷àåò ïðèëîæåíèå.
×òîáû çàäàòü ïàðàáîëó â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, òðåáóåòñÿ çàôèêñè-

ðîâàòü ôîêóñ è äèðåêòðèñó. Ïóñòü p := d(F ;D). Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïàðà-
áîëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d(M ;F ) = d(M ;D). (4.20)

Êàê è ðàíåå, d(M ;F ) åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M è F , à â ïðàâîé ÷àñòè
ñòîèò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïðÿìîé D.

ßñíî, ÷òî p ≥ 0. Ðàâåíñòâî p = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ò.F ∈ D. Â ýòîì âûðîæäåí-
íîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî (4.20) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
ò.F ïåðïåíäèêóëÿðíî D. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì p > 0, ò. å. ò.F 6∈ D. Ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî p íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ïàðàáîëû. Ïàðàáîëó áóäåì îáîçíà÷àòü
áóêâîé L.

Ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy, ñâÿçàíyþ ñ ïàðàáîëîé.
Îíà âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ôîêóñ èìåë âèä F (p

2
, 0), à äèðåêòðèñà çàäàâàëàñü

óðàâíåíèåì x = −p
2
. Èíà÷å ãîâîðÿ, îñü Ox ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñ ïåðïåíäè-

êóëÿðíî äèðåêòðèñå â íàïðàâëåíèè îò D ê F , à íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò
c cåðåäèíîé ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç ôîêóñà íà äèðåêòðèñó. Èç îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàáîëû âèäíî, ÷òî îñü Ox êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ
îñüþ ñèììåòðèè ïàðàáîëû. Ýòî ñëåäóåò è èç âûâîäèìîãî íèæå óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà. Â óêàçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå ïàðàáîëû èìååò âèä

y2 = 2px. (4.21)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáîëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ò.M(x, y) ∈ L ⇐⇒ x, y ñâÿçàíû ðàâåí-
ñòâîì (4.21).

=⇒ . Ïóñòü òî÷êà M(x, y) ∈ L, ò. å. äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ (4.20). Î÷åâèäíî,

d(M ;F ) =

√(
x− p

2

)2
+ y2, d(M ;D) =

∣∣∣x+
p

2

∣∣∣ .
Ýòè âåëè÷èíû ñîâïàäàþò:√(

x− p

2

)2
+ y2 =

∣∣∣x+
p

2

∣∣∣ .
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Âîçâåä¼ì ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò:

x2 − px+
p2

4
+ y2 = x2 + px+

p2

4
.

Ïîëó÷èëîñü ñîîòíîøåíèå, ýêâèâàëåíòíîå (4.21).

⇐= . Ïóñòü òåïåðü x, y òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (4.21). Òîãäà

d(M ;F ) =

√(
x− p

2

)2
+ y2 =

√(
x− p

2

)2
+ 2px =

=

√(
x+

p

2

)2
=
∣∣∣x+

p

2

∣∣∣ = d(M ;D).

Ðàâåíñòâî d(M ;F ) = d(M ;D) îçíà÷àåò, ÷òî ò.M(x, y) ∈ L. �

Èññëåäóåì ïàðàáîëó L ïî å¼ êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (4.21).

1◦. Íåîãðàíè÷åííîñòü. Äëÿ ëþáîãî C > 0 ñóùåñòâóþò x, y > C, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå (4.21). Ïîýòîìó L íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Çíà÷èò,
ïàðàáîëà� íåîãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿ.

2◦. Îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ è ñèììåòðèÿ. Îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ ïàðà-
áîëû � ïîëóïëîñêîñòü x ≥ 0. Êîîðäèíàòà y âõîäèò â óðàâíåíèå (4.21) â ÷¼òíîé
ñòåïåíè. Çíà÷èò, åñëè (x, y) ∈ L, òî (x,−y) ∈ L. Ïîýòîìó ïàðàáîëà ñèììåòðè÷íà
îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Îñü ñèììåòðèè íàçûâàåòñÿ îñüþ ïàðàáîëû.

3◦. Âåðøèíû. Èç (4.21) ñëåäóåò, ÷òî åñëè x = 0, òî y = 0, è íàîáîðîò. Ïîýòî-
ìó ïàðàáîëà èìååò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó, ñîâïàäàþùóþ ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.

4◦. Ýñêèç. Â ïîëîæèòåëüíîì êâàäðàíòå x, y ≥ 0 ïàðàáîëà ñîâïàäàåò ñ ãðà-
ôèêîì ôóíêöèè

y = f(x) =
√

2px.

Î÷åâèäíî, f : R+ → R+, íåïðåðûâíà, âîçðàñòàåò, f(0) = 0. Åñëè x > 0, òî ñó-
ùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x) =

√
p

2
· x−

1
2 .

Çíà÷èò, â êàæäîé òî÷êå x > 0 ê ãðàôèêó f ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êàñàòåëü-
íàÿ. Çàìåòèì, ÷òî

lim
x→+0

f ′(x) = +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå x = 0 ãðàôèê f êàñàåòñÿ îñè Oy. Ïðè x > 0 ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ:

f ′′(x) = −
√
p

2
√

2
· x−

3
2 .
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O x

y

F(p/2,0)-p/2

D

Ðèñ. 4.10. Ïàðàáîëà y2 = 2px

Òàê êàê f ′′(x) < 0, òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé (âûïóêëîé ââåðõ).

Óêàçàííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò íàðèñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè. Ïîëüçóÿñü ñèì-
ìåòðèåé ïàðàáîëû, åãî ñëåäóåò îòðàçèòü îòíîñèòåëüíî îñè Ox (ñì. ðèñ. 4.10).

5◦. Äðóãèå ñâîéñòâà. Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ëó÷ ñâåòà, èñïóùåííûé èç ôîêóñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïàðàáîëû ïðîõîäèò ïà-
ðàëëåëüíî å¼ îñè (ñì. ðèñ. 4.11). Ýòî ñâîéñòâî ïàðàáîëû âåñüìà ýôôåêòèâíî
ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå.

F

Ðèñ. 4.11. Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå{
x = 1

2p
t2,

y = t, t ∈ R.
(4.22)

4.7 Äèðåêòðèñû ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü îòëè÷íûé îò îêðóæíîñòè ýëëèïñ è ãèïåðáîëà çàäàíû â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy ñâîèìè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

x2

a2
+
y2

b2
= 1, c2 = a2 − b2 > 0, (4.23)

x2

a2
− y2

b2
= 1, c2 = a2 + b2. (4.24)

Ôîêóñû ýòèõ ëèíèé èìåþò âèä F1(−c, 0) (ëåâûé ôîêóñ) è F2(c, 0) (ïðàâûé ôî-
êóñ). Äëÿ ýëëèïñà, îòëè÷íîãî îò îêðóæíîñòè, c 6= 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî F1 6= F2.

Äèðåêòðèñàìè êàæäîé èç ëèíèé (4.23)�(4.24) íàçûâàþòñÿ äâå ïðÿìûå D1

è D2, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä

D1 : x = −a
e
, D2 : x =

a

e
.

Çäåñü e = c
a
åñòü ýêñöåíòðèñèòåò ëèíèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèðåêòðèñà D1

ñîîòâåòñòâóåò ôîêóñó F1, à äèðåêòðèñà D2 � ôîêóñó F1.
Äëÿ ýëëèïñà, îòëè÷íîãî îò îêðóæíîñòè, âåðíî 0 < e < 1, ïîýòîìó a

e
> a.

Äëÿ ãèïåðáîëû èìååì e > 1, ïîýòîìó a
e
< a. Äèðåêòðèñû ýëëèïñà è ãèïåðáîëû

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.12�4.13.
Ïðèâåä¼ì ñâîéñòâî ôîêóñà è ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû äëÿ ýëëèïñà

è ãèïåðáîëû. Ïóñòü L � ëþáàÿ èç ëèíèé (4.23)�(4.24).

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè M ëèíèè L âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

d(M ;F1)

d(M ;D1)
=

d(M ;F2)

d(M ;D2)
= e. (4.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, äëÿ ò. M(x, y) ∈ L

d(M ;F1) =
∣∣∣a+

c

a
x
∣∣∣ = |a+ ex|, d(M ;F2) =

∣∣∣a− c

a
x
∣∣∣ = |a− ex|

(ñì. äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì èç ïóíêòîâ 4.2, 4.4). Òàê êàê óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ
èìåþò âèä x± a

e
= 0, òî

d(M ;D1) =
∣∣∣x+

a

e

∣∣∣ , d(M ;D2) =
∣∣∣x− a

e

∣∣∣ .
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O x

y

F2F1
-a a

-b

b

x=a/ex=-a/e

Ðèñ. 4.12. Äèðåêòðèñû ýëëèïñà

x

y

F2F1

-a a

-b

b

x=a/ex=-a/e

Ðèñ. 4.13. Äèðåêòðèñû ãèïåðáîëû



Äèðåêòðèñû ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà 79

Ñëåäîâàòåëüíî,
d(M ;F1)

d(M ;D1)
=
|a+ ex|∣∣x+ a

e

∣∣ =
e
∣∣a
e

+ x
∣∣∣∣x+ a

e

∣∣ = e,

d(M ;F2)

d(M ;D2)
=
|a− ex|∣∣x− a

e

∣∣ =
e
∣∣a
e
− x
∣∣∣∣x− a

e

∣∣ = e,

Ðàâåíñòâà (4.25) óñòàíîâëåíû. �

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ íåâûðîæäåííûõ ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñâîéñòâî ôîêóñà
è äèðåêòðèñû ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü íà ïëîêîñòè çàäàíû òî÷êà F , íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó
òî÷êó ïðÿìàÿ D, à òàêæå äàíî ÷èñëî e > 0. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M ,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

d(M ;F )

d(M ;D)
= e, (4.26)

ÿâëÿåòñÿ ïðè e < 1 ýëëèïñîì, ïðè e = 1 � ïàðàáîëîé è ïðè e > 1 � ãèïåðáîëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, p := d(F ;D) > 0. Ââåä¼ì íà ïëîñêîñòè äåêàð-
òîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy, â êîòîðîé ïðÿìàÿ D çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì x = 0,
à òî÷êà èìååò âèä F (p, 0). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïëîñêîñòè M(x, y)

d(M ;D) = |x|, d(M ;F ) =
√

(x− p)2 + y2.

Åñëè ò.M(x, y) óäîâëåòâîðÿåò (4.26), òî äëÿ íå¼√
(x− p)2 + y2

|x|
= e.

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

(1− e2)x2 − 2px+ y2 + p2 = 0. (4.27)

Ïóñòü ñíà÷àëà e = 1. Ðàâåíñòâî (4.27) ýêâèâàëåíòíî

y2 = 2p
(
x− p

2

)
.

Ïîëîæèì x′ := x− p
2
, y′ := y. Íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò O′x′y′ ïîëó÷àåòñÿ ïåðå-

íîñîì ñèñòåìû Oxy òàê, ÷òî íà÷àëî ñìåùàåòñÿ â ò.O′
(
p
2
, 0
)
(â ñòàðûõ êîîðäè-

íàòàõ). Ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå y′2 = 2px′, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé óðàâíåíèå
ïàðàáîëû. Â êîîðäèíàòàõ x′, y′ òî÷êà F è ïðÿìàÿ D ïðèîáðåòàþò âèä

F = F
(p

2
, 0
)
, D : x′ = −p

2
.

Ýòî îáû÷íûå ôîêóñ è äèðåêòðèñà ïàðàáîëû y′2 = 2px′.
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Ïóñòü òåïåðü e 6= 1. Äîïîëíèì â (4.27) ÷ëåíû ñ x äî ïîëíîãî êâàäðàòà:

(1− e2)
[
x2 − 2p

1− e2
x+

p2

(1− e2)2

]
− p2

1− e2
+ y2 + p2 = 0,

(1− e2)
(
x− p

1− e2

)2

+ y2 =
p2e2

1− e2
,

x′2

p2e2

(1−e2)2
+

y′2

p2e2

1−e2
= 1. (4.28)

Ìû ââåëè íîâûå êîîðäèíàòû

x′ := x− p

1− e2
, y′ := y.

Èññëåäóåì ñîîòíîøåíèå (4.28) îòäåëüíî äëÿ e < 1 è äëÿ e > 1.
Â ñëó÷àå e < 1 âûïîëíÿåòñÿ 0 < 1− e2 < 1. Ïîëîæèì

a2 =
p2e2

(1− e2)2
, b2 =

p2e2

1− e2
,

òîãäà a2 > b2. Ïîýòîìó (4.28) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýë-
ëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a è b:

x′2

a2
+
y′2

b2
= 1.

Äëÿ ýòîãî ýëëèïñà F åñòü ëåâûé ôîêóñ, à D � ëåâàÿ äèðåêòðèñà. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïåðâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè F â ñèñòåìå O′x′y′ ðàâíà

p− p

1− e2
= − pe2

1− e2
= − pe

1− e2
· e = −ae = −c,

ãäå c � ïîëóôîêóñíîå ðàññòîÿíèå. Äèðåêòðèñà D èìååò óðàâíåíèå

x′ = − p

1− e2
, ò. å. x′ = −a

e
.

Â ñëó÷àå e > 1 èìååì e2 − 1 > 0. Ïîëîæèì

a2 =
p2e2

(e2 − 1)2
, b2 =

p2e2

e2 − 1
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ (4.28) åñòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ñ äåéñòâè-
òåëüíîé ïîëóîñüþ a è ìíèìîé ïîëóîñüþ b:

x′2

a2
− y′2

b2
= 1.
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F

Ðèñ. 4.14

Äëÿ ýòîé ãèïåðáîëû F åñòü ïðàâûé ôîêóñ, ïîñêîëüêó ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ýòîé
òî÷êè ðàâíà

p− p

1− e2
= p+

p

e2 − 1
=

pe2

e2 − 1
=

pe

e2 − 1
· e = ae = c,

c � ïîëóôîêóñíîå ðàññòîÿíèå. Ïðÿìàÿ D ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé äèðåêòðèñîé, òàê êàê
èìååò óðàâíåíèå

x′ = − p

1− e2
, ò. å. x′ =

p

e2 − 1
, èëè x′ =

a

e
.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî òî÷êà ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (4.26), â ñëó÷àå
e = 1 ëåæèò íà ïàðàáîëå, â ñëó÷àå e < 1 � íà ýëëèïñå è â ñëó÷àå e > 1
� íà ãèïåðáîëå. Äðóãèõ æå òî÷åê, ò. å. íå óäîâëåòâîðÿþùèõ (4.26), íà ýòèõ
ëèíèÿõ íåò. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà F è ïðÿìàÿ D äëÿ êàæäîé èç ëèíèé ÿëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ôîêóñîì è äèðåêòðèñîé. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 1 ëþáàÿ
òî÷êà êàæäîé ëèíèè îáëàäàåò ñâîéñòâîì (4.26).

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �
Ëèíèè èç óñëîâèÿ òåîðåìû 2 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.14.
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4.8 Êàñàòåëüíûå ê ëèíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ â òî÷êå (x0, y0) ê ýëëèïñó, ãèïåðáîëå è ïàðàáîëå
èìåþò âèä:

äëÿ ýëëèïñà
x2

a2
+
y2

b2
= 1 :

xx0
a2

+
yy0
b2

= 1, (4.29)

äëÿ ãèïåðáîëû
x2

a2
− y2

b2
= 1 :

xx0
a2
− yy0

b2
= 1, (4.30)

äëÿ ïàðàáîëû y2 = 2px : yy0 = p(x+ x0). (4.31)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó y = f(x) â òî÷êå
(x0, y0) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå y = f ′(x0)(x− x0) + y0. Äëÿ ýëëèïñà çàïèøåì:

2xdx

a2
+

2ydy

b2
= 0,

dy

dx
= − b

2

a2
x

y
,

dy

dx

∣∣∣∣
x=x0,y=y0

= − b
2

a2
x0
y0
.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó â òî÷êå (x0, y0) åñòü

y = − b
2

a2
x0
y0

(x− x0) + y0, a2yy0 + b2xx0 = b2x20 + a2y20,

îòêóäà
xx0
a2

+
yy0
b2

=
x20
a2

+
y20
b2

= 1,

è ìû ïðèõîäèì ê (4.29).
Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ (4.30). Äëÿ ãèïåðáîëû

2xdx

a2
− 2ydy

b2
= 0,

dy

dx
=
b2

a2
x

y
,

dy

dx

∣∣∣∣
x=x0,y=y0

=
b2

a2
x0
y0
,

è óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé

y =
b2

a2
x0
y0

(x− x0) + y0, b2xx0 − a2yy0 = b2x20 − a2y20,

îòêóäà
xx0
a2
− yy0

b2
=
x20
a2
− y20
b2

= 1.

Íàêîíåö, èç óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû ïîëó÷àåì

2ydy = 2pdx,
dy

dx
=
p

y
,

dy

dx

∣∣∣∣
x=x0,y=y0

=
p

y0
.
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Êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå èìååò óðàâíåíèå

y =
p

y0
(x− x0) + y0, yy0 = px− px0 + y20,

÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà y20 = 2px0 ðàâíîñèëüíî (4.31).
Óêàçàííûé ìåòîä ñâÿçàí ñ ïåðåõîäîì îò óðàâíåíèé ëèíèé ê ðàâåíñòâàì

äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ. Òå æå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü íåñêîëüêî èíà÷å, ñ÷è-
òàÿ â óðàâíåíèÿõ ëèíèé y ôóíêöèÿìè x. Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå
ýëëèïñà, èìååì:

2x

a2
+

2y(x)y′(x)

b2
= 0,

2x0
a2

+
2y(x0)y

′(x0)

b2
= 0,

2x0
a2

+
2y0y

′(x0)

b2
= 0.

Îòñþäà

y′(x0) = − b
2

a2
x0
y0
,

÷òî òàêæå âåä¼ò ê (4.29).

4.9 Íåêîòîðûå èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà â ëàòèíñêîé òåðìèíîëîãèè íàçûâàþòñÿ êðàñèâûì
ñëîâîì êâàäðèêè, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè óðàâíå-
íèé âòîðîé ñòåïåíè:

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0, a211 + a212 + a222 6= 0.

Îäíàêî ÷àùå îíè èìåíóþòñÿ ñëîâîì êîíèêè, èìåþùèì ãðå÷åñêîå ïðîèñõîæäå-
íèå. Ïîä êîíèêàìè ïîíèìàþòñÿ êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ, èëè, áîëåå ïîëíî, êîíè÷å-
ñêèå ñå÷åíèÿ Àïîëëîíèÿ.

Àïîëëîíèé Ïåðãñêèé (262 äî í. ý. � 190 äî í. ý.) � äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòå-
ìàòèê, îäèí èç òð¼õ (íàðÿäó ñ Åâêëèäîì è Àðõèìåäîì) âåëèêèõ ãåîìåòðîâ
àíòè÷íîñòè, æèâøèõ â III âåêå äî í. ý. Àïîëëîíèé íàïèñàë î êîíè÷åñêèõ ñå-
÷åíèÿõ òðàêòàò èç âîñüìè êíèã (¾O êîíèêàõ¿). Ñåìü êíèã ñîõðàíèëèñü, íî òðè
èç íèõ � òîëüêî â àðàáñêîì ïåðåâîäå (ñì., íàïðèìåð, [10, c. 73]). Ýòî òðàê-
òàò îá ýëëèïñå, ïàðàáîëå è ãèïåðáîëå, îïðåäåëÿåìûõ êàê ñå÷åíèÿ êðóãîâîãî
êîíóñà. Åñëè ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò îáðàçóþùèå îäíîé ïîëîñòè êîíóñà,
òî â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïñ. Åñëè ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà êàêîé-òî
îáðàçóþùåé êîíóñà, òî ñå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëó. Íàêîíåö, ïðè ïå-
ðåñå÷åíèè îáåèõ ïîëîñòåé êîíóñà â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ëèíèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ
÷àñòåé � ãèïåðáîëà (ñì. ðèñ. 4.15�4.16). Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ëèøü íåâûðîæäåí-
íûìè ñëó÷àÿìè.
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Ðèñ. 4.15. Êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ: ýëëèïñ è ïàðàáîëà

Ðèñ. 4.16. Êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ: ãèïåðáîëà
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Ìû è íàçûâàåì ýòè êðèâûå, ñëåäóÿ Àïîëëîíèþ. Íàçâàíèÿ âûðàæàþò îäíî
èç èõ ñâîéñòâ, ñâÿçàííîå ñ ïëîùàäÿìè, è âûðàæàåìîå â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ
óðàâíåíèÿìè

y2 = px, y2 = px± p

d
x2.

Ó Àïîëëîíèÿ p è d � îòðåçêè, çíàê ¾+¿ äà¼ò ãèïåðáîëó, çíàê ¾−¿ äà¼ò ýëëèïñ.
Ïàðàáîëà çäåñü îçíà÷àåò ïðèëîæåíèå, ýëëèïñ � ïðèëîæåíèå ñ íåäîñòàòêîì,
ãèïåðáîëà � ïðèëîæåíèå ñ èçáûòêîì. Òåðìèíû ýëëèïñ (íåäîñòàòîê) è ãèïåð-
áîëà (èçáûòîê, ïðåóâåëè÷åíèå) èñïîëüçóþòñÿ è ñîâñåì â äðóãèõ îáëàñòÿõ. Íà-
ïðèìåð, ýëëèïòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè â ÿçûêå � òàêèå, â êîòîðûõ âûïóñêàþòñÿ
íåêîòîðûå ÷ëåíû ïðåäëîæåíèÿ (íàïðèìåð: ¾Òû äîìîé?¿ èëè ¾Cäàë íà ïÿòü¿).
Äðóãîé ïðèìåð � ãèïåðáîëà (ïðåóâåëè÷åíèå) êàê õóäîæåñòâåííûé ïðè¼ì, ÷àñòî
ïðèìåíÿåìûé â ëèòåðàòóðå è èñêóññòâå.

Äàëüíåéøàÿ ñóäüáà òåîðèè Àïîëëîíèÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î åäèíñòâå ¾÷èñòîé¿
è ¾ïðèêëàäíîé¿ ìàòåìàòèêè. Ýòà èñòîðèÿ � îäèí èç ñþæåòîâ ëåêöèè âûäàþ-
ùåãîñÿ ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà Â.È. Àðíîëüäà ¾Äëÿ ÷åãî ìû èçó÷àåì ìàòåìà-
òèêó?¿, îïóáëèêîâàííîé â âèäå ñòàòüè â æóðíàëå ¾Êâàíò¿ [2].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïèøåò Àðíîëüä, íå âñåãäà äà¼ò íåìåäëåííóþ ïðàê-
òè÷åñêóþ îòäà÷ó. Áûâàåò, ÷òî îíà îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé òîëüêî ÷åðåç äâå òû-
ñÿ÷è ëåò. Òåîðèÿ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé Àïîëëîíèÿ ïîíàäîáèëàñü Èîãàííó Êåïëå-
ðó (Johannes Kepler, 1571�1630) ëèøü â XVII âåêå. Îáðàáàòûâàÿ î÷åíü òî÷-
íûå èçìåðåíèÿ ïîëîæåíèé ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ñäåëàííûå åãî ó÷èòåëåì
è äðóãîì Òèõî Áðàãå ( Tycho Brahe, 1546�1601), Êåïëåð ïðèø¼ë ê âûâîäó, ÷òî
òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ Ìàðñà � íå îêðóæíîñòü, à ýëëèïñ, â îäíîì èç ôîêóñîâ
êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå. Ñâî¼ îòêðûòèå ýëëèïòè÷íîñòè îðáèò Êåïëåð èçëî-
æèë â 1609 ã. â êíèãå ¾Íîâàÿ àñòðîíîìèÿ¿. Ñåãîäíÿ ýòî ïîëîæåíèå èçâåñòíî
êàê ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà. Àíàëèç ïðèâ¼ë è êî âòîðîìó çàêîíó: ðàäèóñ-âåêòîð,
ñîåäèíÿþùèé ïëàíåòó è Ñîëíöå, â ðàâíîå âðåìÿ îïèñûâàåò ðàâíûå ïëîùàäè.
Ýòî îçíà÷àëî, ÷òî ÷åì äàëüøå ïëàíåòà îò Ñîëíöà, òåì ìåäëåííåå îíà äâèæåòñÿ.
Îñòîðîæíîñòè ðàäè, Êåïëåð îòíîñèë ýòè çàêîíû òîëüêî ê Ìàðñó.

Ñíà÷àëà Êåïëåð äóìàë, ÷òî îðáèòà Ìàðñà � îêðóæíîñòü. Íî Ñîëíöå îêàçà-
ëîñü íå â öåíòðå, à ñäâèíóòûì ïðèìåðíî íà îäíó äåñÿòóþ ðàäèóñà îò öåíòðà.
Êåïëåð çíàë òåîðèþ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé è ïîíèìàë, ÷òî ýëëèïñ ñ ìàëûì ýêñ-
öåíòðèñèòåòîì î÷åíü ïîõîæ íà îêðóæíîñòü. Ïîëüçóÿñü èñêëþ÷èòåëüíî òî÷íû-
ìè ðåçóëüòàòàìè èçìåðåíèé, ñäåëàííûõ Áðàãå, Êåïëåð ïðîâåðèë êàê âåä¼ò ñåáÿ
íåáîëüøîå îòêëîíåíèå îðáèòû îò îêðóæíîñòè. Îðáèòà Ìàðñà îêàçàëàñü ñëåã-
êà ñïëþñíóòîé â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì äèàìåòðó, íà êîòîðîì ëåæèò
Ñîëíöå � ïðèìåðíî íà ïîëïðîöåíòà (!). Òàê Êåïëåð ïðèø¼ë ê ìûñëè îá ýëëèï-
òè÷åñêèõ îðáèòàõ ïëàíåò.

Ïðèâåä¼ì êîììåíòàðèè, ñäåëàííûå â óïîìèíàâøåéñÿ ñòàòüå. Äëÿ îðáèòû
Ìàðñà ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí ïðèáëèçèòåëüíî 1

10
. Äëÿ ýëëèïñà ñ ýêñöåíòðèñèòå-
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x

y

c a

a

b

b

Ðèñ. 4.17. Ýëëèïñ ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e = 0.1

òîì e = 1
10
, áîëüøîé ïîëóîñüþ a è ìàëîé ïîëóîñüþ b

b

a
=
√

1− e2 =
√

0.99 = 0.994987 . . .

Õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ïðè ìàëûõ e äà¼ò ôîðìóëà

√
1− e2 ≈ 1− e2

2
.

Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

b

a
≈ 1− e2

2
= 0.995.

Ñêàæåì, åñëè a = 1, òî b ≈ 0.995, à ïîëóôîêóñíîå ðàññòîÿíèå c = ae = 1
10
.

Âèäíî, ÷òî ïîëóîñè ýëëèïñà ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìû, íî åãî ïîëóôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå çàìåòíî ïðåâûøàåò 0 (ñì. ðèñ. 4.17).

Äëÿ ýëëèïñà âûïîëíÿåòñÿ a2 = b2 + c2, ïîýòîìó b è c ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âåëè÷èíû êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ãèïîòåíóçà êîòðîãî ðàâíà a.
Óêàçàííûé ýôôåêò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ìàëûõ óãëîâ áîëüøèé êàòåò
ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èì îò ãèïîòåíóçû, õîòÿ ìàëûé êàòåò ìîæåò áûòü è çíà-
÷èòåëüíûì. Â.È. Àðíîëüä èëëþñòðèðóåò ýòîò ôàêò ñëåäóþùèì øóòî÷íûì âî-
ïðîñîì (ëåêöèÿ áûëà ïðî÷èòàíà â Èíñòèòóòå ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ðàáîò-
íèêîâ îáðàçîâàíèÿ è ïðåäíàçíà÷àëàñü âçðîñëûì ñëóøàòåëÿì):
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π 2π

-1

1

Ðèñ. 4.18. Íàñêîëüêî ñèíóñîèäà äëèííåå ïðÿìîé?

¾Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû âîçâðàùàåòåñü äîìîé ïî ñèíóñîèäå. Íàñêîëüêî âàø
ïóòü äëèííåå, ÷åì åñëè áû âû øëè ïðÿìî? Ïåðâîå âïå÷àòëåíèå (÷òî âäâîå),
êîíå÷íî ïðåóâåëè÷èâàåò äëèíó. Âñ¼ æå êàæåòñÿ, ÷òî ïóòü ïî ñèíóñîèäå äëèí-
íåå ðàçà â ïîëòîðà. Íà ñàìîì äåëå âñåãî ïðèìåðíî íà 20%. Ïðè÷èíà â òîì,
÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü ñèíóñîèäû ñëàáî íàêëîíåíà ê îñè, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ãèïîòåíóçû ïðàêòè÷åñêè íå äëèííåå êàòåòîâ¿ [2].

Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî íå ñîîòâåòñòâóåò ¾îáûäåííîìó¿ ïðåäñòàâëåíèþ
î ñèíóñîèäå. Äëÿ èëëþñòðàöèè ìû ïîìåùàåì çäåñü ðèñ. 4.18. Íà í¼ì âåðõíèé
ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê (çåë¼íûé) èìååò äëèíó 2π, à äëèíà íèæíåãî îòðåçêà
(êðàñíîãî) ñîâïàäàåò ñ äëèíîé d ñèíóñîèäû íà ïåðèîäå (ýòà ëèíèÿ èçîáðàæåíà
ñèíèì öâåòîì). Çàìåòèì, ÷òî

d =

2π∫
0

√
1 + cos2 x dx = 7.640395...

è òî÷íîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ d
2π

ðàâíî 1.216006... Â.È. Àðíîëüä ñîâåðøåííî
ïðàâ � ñèíóñîèäà äëèííåå ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà ëèøü íà 21.6%.

Êåïëåð îòêðûë çàêîí äâèæåíèÿ ïëàíåò, íî òîò ôàêò, ÷òî îíè äâèæóòñÿ ïî ýë-
ëèïñàì, ñòðîãî äîêàçàë Èñààê Íüþòîí (Isaac Newton, 1642�1727 ) â ñâîåé êíèãå
¾Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè¿ (1687). Îí ïîëó÷èë ýëëèï-
òè÷íîñòü ïëàíåòàðíûõ îðáèò êàê ñëåäñòâèå çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Õî-
ðîøî çíàâøèé äðåâíþþ òåîðèþ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, Íüþòîí ñïðàâèëñÿ ñ ýòîé
çàäà÷åé ïðè ïîìîùè õèòðîóìíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé.

Åñëè áû òåîðèÿ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé íå áûëà ðàçðàáîòàíà çàðàíåå, òî ôóí-
äàìåíòàëüíûå çàêîíû ïðèðîäû íå áûëè áû ñâîåâðåìåííî îòêðûòû è ïóòè ðàç-
âèòèÿ öèâèëèçàöèè áûëè áû èíûìè.



Ãëàâà 5

Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

5.1 Îáùåå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè

âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå, óðàâ-
íåíèå êîòîðîé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä

a11x
2+a22y

2+a33z
2+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2a14x+2a24y+2a34z+a44 = 0. (5.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a11, a22, a33, a12, a13, a23 îòëè÷íî îò íó-
ëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû óðàâíåíèÿ

A :=

 a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33


ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé.

Àíàëèç òèïîâ ëèíèé, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (5.1), ñâÿçàí ñ ïîäõîäÿùèì
ïðåîáðàçîâàíèåì èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz. Íàïðàâëåíèÿ
íîâûõ îñåé êîîðäèíàò çàäàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöûA. Ýòîò ïðî-
öåññ íàçûâàþò ïðèâåäåíèåì ê ãëàâíûì îñÿì, ïîòîìó ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîé
ïîâåðõíîñòè íåêîòîðûå íîâûå îñè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè å¼ ñèììåòðèè. Çàòåì ïðîèç-
âîäèòñÿ íåêîòîðûé ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè âîçìîæíî � â öåíòð ñèì-
ìåòðèè ïîâåðõíîñòè. Òàê ïîëó÷àåòñÿ íàèáîëåå óäîáíàÿ äëÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè
ñèñòåìà êîîðäèíàò O′uvw. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (5.1) âìåñòî x, y, z êîíå÷íûõ
êîîðäèíàò u, v, w óðàâíåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ è ïðèîáðåòàåò íàèáîëåå
ïðîñòîé âèä.

Îêàçûâàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [6]), ÷òî îáùåå óðàâíåíèå (5.1) ìîæåò çàäà-
âàòü âìåñòå ñ âûðîæäåííûìè âàðèàíòàìè îäíó èç ïîâåðõíîñòåé 17 ïðîñòåé-
øèõ âèäîâ. Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèÿ (5.1),
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à ðàññìîòðèì ëèøü îñíîâíûå ñâîéñòâà íåâûðîæäåííûõ ïîâåðõíîñòåé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà � ýëëèïñîèäà, îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, äâóïîëîñòíîãî ãèïåð-
áîëîèäà, ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, êîíóñà
è öèëèíäðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòè ïîâåðõíîñòè ìû îïðåäåëèì ÷åðåç èõ êàíîíè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïîñëå ÷åãî è ðàññìîòðèì èõ ñâîéñòâà. Âñþäó äàëåå ñèñòåìà
êîîðäèíàò Oxyz ïðåäïîëàãàåòñÿ äåêàðòîâîé.

Íåêîòîðûå èç êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìåþò âèä

Ax2 +By2 + Cz2 +D = 0. (5.2)

Åñëè ïîâåðõíîñòü H çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì (5.2), òî èç óñëîâèÿ (x, y, z) ∈ H ñëå-
äóåò (±x,±y,±z) ∈ H ñ ëþáûì ñî÷åòàíèåì çíàêîâ. Çíà÷èò, H ñèììåòðè÷íà
îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, êîîðäèíàòíûõ îñåé è íà÷àëà êîîðäè-
íàò. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû:

ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox : (x, y, z) ∈ H =⇒ (x,−y,−z) ∈ H,

ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïë. Oxy : (x, y, z) ∈ H =⇒ (x, y,−z) ∈ H,

ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ò. O : (x, y, z) ∈ H =⇒ (−x,−y,−z) ∈ H.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî A,B,C 6= 0, òî öåíòð ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì. Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé.

5.2 Ýëëèïñîèä

Ýëëèïñîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà, êàíîíè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå êîòîðîé èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, a ≥ b ≥ c > 0. (5.3)

×èñëà a, b, c íàçûâàþòñÿ ïîëóîñÿìè ýëëèïñîèäà.
Ñëîâî ýëëèïñîèä (ãð.) îçíà÷àåò òàêîé, êàê ýëëèïñ, èìåþùèé âèä ýëëèïñà.

Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìåþò è òåðìèíû ãèïåðáîëîèä, ïàðàáîëîèä.
Èññëåäóåì ýëëèïñîèä H ïî åãî êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (5.3).

1◦. Îãðàíè÷åííîñòü. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî G òî÷åê ïðîñòðàíñòâà íàçûâà-
åòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïàðàëëåëåïèïåä P , òàêîé ÷òî
G ⊂ P . Èç (5.3) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ò.M(x, y, z) ∈ H, òî |x| ≤ a, |y| ≤ b, |z| ≤ c.
Ïîýòîìó H öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå

P := {(x, y, z) : |x| ≤ a, |y| ≤ b, |z| ≤ c}.

Òåì ñàìûì H � îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü. Çàìåòèì, ÷òî ýëëèïñîèä � åäèí-
ñòâåííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà.
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2◦. Ñèììåòðèÿ. Êîîðäèíàòû x, y, z âõîäÿò â óðàâíåíèå (5.3) â ÷¼òíûõ ñòå-
ïåíÿõ. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü H ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñ-
êîñòåé, êîîðäèíàòíûõ îñåé è íà÷àëà êîîðäèíàò. Áîëåå òîãî, ýëëèïñîèä � öåí-
òðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò). Îñè ñèììåòðèè, ò. å. îñè Ox, Oy
è Oz, íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè, à öåíòð ñèììåòðèè, ò. å. íà÷àëî êîîðäèíàò,
íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ýëëèïñîèäà.

3◦. Âåðøèíû. Âåðøèíàìè ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ òî÷êè å¼ ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ýëëèïñîèä èìååò øåñòü âåðøèí, ïî äâå íà êàæäîé êîîðäè-
íàòíîé îñè, � ýòî òî÷êè (±a, 0, 0), (0,±b, 0), (0, 0,±c).

4◦. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x, y, z = h. Äëÿ àíàëèçà òð¼õìåðíîé ïîâåðõíî-
ñòè ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ñå÷åíèé, êîòîðûé ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè äèíà-
ìèêè ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñ-
êîñòÿì. Äëÿ ýëëèïñîèäà òàêèå ñå÷åíèÿ âåäóò ñåáÿ îäíîòèïíî, ïîýòîìó îñòàíî-
âèìñÿ ëèøü íà ñå÷åíèÿõ ïëîñêîñòÿìè z = h ïðè h ∈ R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lh ïðîñòðàíñòâåííóþ ëèíèþ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ñå÷å-
íèè ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòüþ z = h, à ÷åðåç L∗h � å¼ ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü Oxy
îñòàâøèõñÿ êîîðäèíàò:

Lh :


x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

z = h,
(5.4)

L∗h :
x2

a2
+
y2

b2
= 1− h2

c2
. (5.5)

Êàê îòìå÷àëîñü, äëÿ òî÷åê ýëëèïñîèäà |z| ≤ c, ïîýòîìó ïëîñêîñòü z = h ïðè
|h| > c íå èìååò ñ ýëëèïñîèäîì îáùèõ òî÷åê. Ïðè òàêèõ h êàæäîå èç ìíîæåñòâ
(5.4)�(5.5) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Êðîìå òîãî, ñå÷åíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòè z = 0, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ èíòåðâàëîì 0 ≤ h ≤ c.
Èçîáðàæàÿ â ïëîñêîñòè Oxy ëèíèþ L∗h ïðè ðàçëè÷íûõ h, ìû ïîëó÷èì êàðòó
ñå÷åíèé ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòÿìè z = h (ñì. ðèñ. 5.1).

h=c

0<h<c

h=0

x

y

Ðèñ. 5.1
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Ðèñ. 5.2. Ýëëèïñîèä

Ïðè h = c ëèíèÿ L∗h âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè x = y = 0. Åñëè
0 ≤ h < c, òî L∗h ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè

ah = a

√
1− h2

c2
, bh = b

√
1− h2

c2

(äîñòàòî÷íî ðàçäåëèòü (5.5) íà ïðàâóþ ÷àñòü). Õîòÿ ïîëóîñè ah è bh óìåíüøà-
þòñÿ ñ ðîñòîì h, èõ îòíîøåíèå îñòà¼òñÿ îäèíàêîâûì. Ïîýòîìó ïîëó÷àþùèåñÿ
ýëëèïñû èìåþò îäèíàêîâûé ýêñöåíòðèñèòåò.

Ïîäîáíûì îáðàçîì âåäóò ñåáÿ è ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè y = h, z = h. Ýòè
íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò èçîáðàçèòü ýëëèïñîèä íà ðèñ. 5.2.

5◦. Äðóãèå ñâîéñòâà. Ýëëèïñîèä è ñôåðà. Â ñëó÷àå b = c = a ýëëèïñîèä
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðó ñ óðàâíåíèåì x2 + y2 + z2 = a2. Â îáùåì ñëó÷àå ýë-
ëèïñîèä åñòü ðåçóëüòàò ñæàòèÿ ñôåðû â äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ÷òî
òàêæå äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå î åãî ôîðìå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì â ñèñòåìå
êîîðäèíàò Ox′y′z′ óðàâíåíèå

x′2

a2
+
y′2

a2
+
z′2

a2
= 1. (5.6)

Çàìåíèì êîîðäèíàòû â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè x = x′, y = b
a
y′, z = c

a
z′,

òîãäà ñôåðà (5.6) ïåðåéä¼ò â ýëëèïñîèä (5.3). Ïîñêîëüêó b, c ≤ a, óêàçàííîå
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ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox′y′z′ åñòü ðåçóëüòàò äâóõ ñæàòèé âäîëü
îñåé Oy′ è Oz′ â íàïðàâëåíèè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ëþáîå íåâûðîæäåííîå ñå÷åíèå ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòüþ åñòü ýëëèïñ. Ïðèâå-
ä¼ì îáîñíîâàíèå ýòîãî ôàêòà, èñïîëüçóþùåå ëèøü îãðàíè÷åííîñòü ýëëèïñîèäà
è ýëëèïñà. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå íîâóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox′y′z′,
â êîòîðîé óðàâíåíèå ñåêóùåé ïëîñêîñòè áóäåò èìåòü âèä z′ = 0. Â íîâûõ êîîð-
äèíàòàõ ýëëèïñîèä áóäåò çàäàâàòüñÿ ïî-ïðåæíåìó óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè.
Ïîäñòàíîâêà â ýòî óðàâíåíèå z′ = 0 ïðèâåä¼ò ê âûâîäó, ÷òî â ñå÷åíèè ïîëó÷èòñÿ
ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó ýëëèïñîèä � ïîâåðõíîñòü îãðàíè÷åííàÿ, òî
è ýòà ëèíèÿ áóäåò îãðàíè÷åííîé. À åäèíñòâåííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà åñòü ýëëèïñ.

Ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ. Ïóñòü â ïëîñêîñòè Oxy çàäàí ýëëèïñ

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a ≥ b > 0.

Ðàññìîòðèì òð¼õìåðíóþ ïîâåðõíîñòü H, îáðàçîâàííóþ âðàùåíèåì ýòîãî ýëëèï-
ñà âîêðóã îñè Ox. Åñëè íàïðàâèòü îñü Oz îðòîãîíàëüíî îñÿì Ox è Oy, òî â ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ïîâåðõíîñòü H áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

b2
= 1.

Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ. Ñå÷åíèÿ H ïëîñêîñòÿìè
x = h ïðè |h| < a ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü c2 = a2− b2. Ðàññìîò-
ðèì òî÷êè F1(−c, 0, 0), F2(c, 0, 0). Åñëè â îäíó èç íèõ ïîìåñòèòü èñòî÷íèê ñâåòà,
òî ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè êàæäûé ëó÷ ñâåòà ïðîéä¼ò ÷åðåç âòîðóþ
òî÷êó. Ýòî êðàñèâîå ñâîéñòâî èìååò ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ.

5.3 Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà,
êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1, a, b, c > 0. (5.7)

Èññëåäóåì îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä H ïî åãî êàíîíè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ (5.7).

1◦. Íåîãðàíè÷åííîñòü. Äëÿ ëþáîãî C > 0 ñóùåñòâóþò x, y, z > C, óäî-
âëåòâîðÿþùèå (5.7). Ïîýòîìó H íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ïàðàëëåëåïèïåäå.
Òåì ñàìûì îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä � íåîãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü. Äðó-
ãîé ñïîñîá îáîñíîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîòîðûå ñå÷åíèÿ H ïëîñêîñòÿìè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîãðàíè÷åííûå ëèíèè � ãèïåðáîëû.
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h=0

h=h1>0

h=h2>h1

x

y

Ðèñ. 5.3

2◦. Ñèììåòðèÿ. Êîîðäèíàòû x, y, z âõîäÿò â óðàâíåíèå (5.7) â ÷¼òíûõ ñòå-
ïåíÿõ. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü H ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñ-
êîñòåé, êîîðäèíàòíûõ îñåé è íà÷àëà êîîðäèíàò. Áîëåå òîãî, H � öåíòðàëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü. Îñè ñèììåòðèè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè, à öåíòð ñèììåòðèè
� öåíòðîì îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

3◦. Âåðøèíû. Âåðøèíàìè H ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå òî÷êè (±a, 0, 0), (0,±b, 0).
Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oz îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä íå èìååò.

4◦. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x, y, z = h. Ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ z = h ïðè ëþ-
áîì h ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ýëëèïñ. Ïðîåêöèÿ L∗h ýòîé ëèíèè íà ïëîñêîñòü Oxy
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

L∗h :
x2

a2
+
y2

b2
= 1 +

h2

c2
. (5.8)

Ïîëóîñè ýëëèïñà (5.8) ðàâíû

ah = a

√
1 +

h2

c2
, bh = b

√
1 +

h2

c2
.

Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ah è bh äîñòèãàþòñÿ ïðè h = 0. Ýëëèïñ, ïîëó÷àþùèéñÿ
â ñå÷åíèè H ïëîñêîñòüþ z = 0, íàçûâàåòñÿ ãîðëîâûì. Êàðòà ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿ-
ìè z = h ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5.3.

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè y = h. Íà ýòîò ðàç ÷åðåç L∗h îáîçíà÷èì
ïðîåêöèþ ñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü Oxz:

L∗h :
x2

a2
− z2

c2
= 1− h2

b2
. (5.9)

Äèíàìèêà ïëîñêèõ ëèíèé L∗h âåñüìà èíòåðåñíà. Îãðàíè÷èìñÿ â ñèëó ñèììåòðèè
ñëó÷àåì h ≥ 0 (ñì. ðèñ. 5.4).
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h>b

h>b

h=b

h=b

h=0h=0

0<h<b0<h<b
x

z

-a a

-c

c

Ðèñ. 5.4. Ëèíèè L∗h äëÿ ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿìè y = h

Ïðè 0 ≤ h < b ïðàâàÿ ÷àñòü (5.9) ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó L∗h ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ãèïåðáîëó, âåòâè êîòîðîé îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñè Ox, à àñèìïòîòàìè
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå

z = ± c
a
x. (5.10)

Åñëè h→ b− 0, òî ïîëóîñè ýòèõ ãèïåðáîë ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
Ïðè h = b ïðàâàÿ ÷àñòü (5.9) îáðàùàåòñÿ â 0. Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå(x

a
− z

c

)(x
a

+
z

c

)
= 0.

Â äàííîì ñëó÷àå L∗h ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïðÿìûõ (5.10).
Íàêîíåö, åñëè h > b, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (5.9) îòðèöàòåëüíà. Çíà÷èò, L∗h ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëó, âåòâè êîòîðîé îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñè Oz. Îäíàêî
àñèìïòîòû ãèïåðáîëû îñòàþòñÿ òåìè æå � ýòî ïðÿìûå (5.10). Ïðè h → +∞
ïîëóîñè ãèïåðáîë íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò.

Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = h âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Îäíîïîëîñò-
íûé ãèïåðáîëîèä èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 5.5.

5◦. Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå. Êàê ìû óæå âèäåëè, íà îäíîïîëîñò-
íîì ãèïåðáîëîèäå öåëèêîì ðàñïîëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ïðÿìûå. Ýòè ïðÿìûå íà-
çûâàþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè ïîâåðõíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó H ïðîõîäÿò äâå òàêèå ïðÿìûå. ×òîáû çàïèñàòü èõ óðàâíåíèÿ,
ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå H â âèäå(x

a
− z

c

)(x
a

+
z

c

)
=
(

1− y

b

)(
1 +

y

b

)
. (5.11)
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Ðèñ. 5.5. Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

Γαβ :


α
(x
a
− z

c

)
= β

(
1− y

b

)
,

β
(x
a

+
z

c

)
= α

(
1 +

y

b

)
,

(5.12)

Γ′αβ :


α
(x
a
− z

c

)
= β

(
1 +

y

b

)
,

β
(x
a

+
z

c

)
= α

(
1− y

b

)
.

(5.13)

Åñëè α2 + β2 6= 0, òî Γαβ è Γ′αβ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìûå, ëåæàùèå íà H.
Óáåäèìñÿ, íàïðèìåð, ÷òî Γαβ ⊂ H. Ïóñòü ñíà÷àëà αβ 6= 0. Èç (5.12) ñëåäóåò

ðàâåíñòâî

αβ
(x
a
− z

c

)(x
a

+
z

c

)
= αβ

(
1− y

b

)(
1 +

y

b

)
,

êîòîðîå ïîñëå äåëåíèÿ íà αβ äà¼ò (5.11). Ïîýòîìó êàæäàÿ òî÷êà ïðÿìîé Γαβ
ïðèíàäëåæèò H. Åñëè æå, íàïðèìåð, α = 0, β 6= 0, òî (5.12) ïðèíèìàåò âèä

1− y

b
= 0,

x

a
+
z

c
= 0,

è îïÿòü èìååì Γαβ ⊂ H.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ Γαβ è Γ′αβ íå ïåðåñåêàþòñÿ.
×åðåç êàæäóþ òî÷êó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿ-
ìàÿ èç ïåðâîãî ñåìåéñòâà è ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ èç âòîðîãî. Ïóñòü (x0, y0, z0) ∈ H.
Âûáåðåì α è β òàê, ÷òîáû ïðè x = x0, y = y0, z = z0 âûïîëíÿëîñü ïåðâîå ðà-
âåíñòâî â (5.12); òîãäà áóäåò âûïîëíåíî è âòîðîå � èíà÷å ñ òàêèìè x, y, z íà-
ðóøèòñÿ è ðàâåíñòâî â (5.11). Òàêèì ñïîñîáîì äëÿ äàííîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè
áóäóò íàéäåíû α, β, äëÿ êîòîðûõ Γαβ ⊂ H.

5.4 Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà,
êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1, a, b, c > 0. (5.14)

Îáîçíà÷èì ýòó ïîâåðõíîñòü ÷åðåç H è èññëåäóåì å¼ ïî êàíîíè÷åñêîìó óðàâ-
íåíèþ (5.14).

1◦. Íåîãðàíè÷åííîñòü. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä � íåîãðàíè÷åííàÿ ïî-
âåðõíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, íåêîòîðûå ñå÷åíèÿ H ïëîñêîñòÿìè ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé íåîãðàíè÷åííûå ëèíèè � ãèïåðáîëû.

2◦. Ñèììåòðèÿ. Ïîâåðõíîñòü H ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé, êîîðäèíàòíûõ îñåé è íà÷àëà êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî, H � öåíòðàëü-
íàÿ ïîâåðõíîñòü, ò. å. èìååò åäèíñòâåííûé öåíòð ñèììåòðèè. Îñè ñèììåòðèè
íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè, à öåíòð ñèììåòðèè � öåíòðîì äâóïîëîñòíîãî
ãèïåðáîëîèäà.

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà 1◦, 2◦ â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâàìè îäíîïî-
ëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

3◦. Âåðøèíû è ïîëîñòè. Ïîâåðõíîñòü èìååò äâå âåðøèíû (0, 0,±c), ïðè-
íàäëåæàùèå îñè Oz. Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè Ox è Oy äâóïîëîñòíûé ãèïåð-
áîëîèä íå èìååò.

Ðàññìîòðèì òð¼õìåðíóþ ïîëîñó èëè, èíà÷å, òð¼õìåðíûé ñëîé

S := {(x, y, z) : |z| < c}.

Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî ìåæäó
ïëîñêîñòÿìè z = −c è z = c. Ïîëîñà S íå ñîäåðæèò òî÷åê ïîâåðõíîñòè H.
Äåéñòâèòåëüíî, èç (5.14) ñëåäóåò, ÷òî åñëè (x, y, z) ∈ H, òî

z2

c2
=
x2

a2
+
y2

b2
+ 1 ≥ 1,
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Ðèñ. 5.6. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

îòêóäà |z| ≥ c. Ïîýòîìó H ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ñèììåòðè÷íûå ÷àñòè, îäíà èç êî-
òîðûõ ðàñïîëàãàåòñÿ âûøå, à âòîðàÿ � íèæå S. Ýòè ÷àñòè è íàçûâàþòñÿ ïîëî-
ñòÿìè ïîâåðõíîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò å¼ íàçâàíèþ äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

4◦. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x, y, z = h. Â ñèëó ñèììåòðèè îãðàíè÷èìñÿ ñëó-
÷àåì h ≥ 0. Ïëîñêîñòü z = h ïåðåñåêàåò H ëèøü ïðè h ≥ c. Óðàâíåíèå ïðîåêöèè
ñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü Oxy èìååò âèä

L∗h :
x2

a2
+
y2

b2
=
h2

c2
− 1. (5.15)

Ïðè h = c èìååì x = y = 0, ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå H ñ ïëîñêîñòüþ z = c
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè (0, 0, c). Åñëè h > c, òî ëèíèÿ (5.15) åñòü ýëëèïñ
ñ ïîëóîñÿìè

a

√
h2

c2
− 1, b

√
h2

c2
− 1.

Ïðè h → +∞ ïîëóîñè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò, íî èõ îòíîøåíèå îñòà¼òñÿ
ðàâíûì a

b
. Ïîýòîìó ýëëèïñû (5.15) èìåþò îäèí è òîò æå ýêñöåíòðèñèòåò.

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ H ïëîñêîñòÿìè y = h. ×åðåç L∗h òåïåðü îáîçíà÷èì ïðî-
åêöèþ ñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü Oxz:

L∗h :
z2

c2
− x2

a2
=
h2

b2
+ 1. (5.16)
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Ïðè ëþáîì h > 0 ëèíèÿ (5.16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëó ñ ïîëóîñÿìè

c

√
h2

b2
+ 1, a

√
h2

b2
+ 1,

âåòâè êîòîðîé îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñè Oz.
Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = h âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Äâóïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 5.6.

5◦. Ãèïåðáîëîèäû âðàùåíèÿ. Ïóñòü â ïëîñêîñòè Oxy çàäàíà ãèïåðáîëà

x2

a2
− y2

b2
= 1, a, b > 0.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòè H1 è H2, îáðàçîâàííûå âðàùåíèåì ýòîé ãèïåðáîëû
âîêðóã îñåé Oy è Ox ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðàâèì îñü Oz îðòîãîíàëüíî îñÿì Ox
è Oy. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ïîâåðõíîñòü H1 áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
− y2

b2
+
z2

a2
= 1.

Îíà íàçûâàåòñÿ îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì âðàùåíèÿ. Ñå÷åíèÿ H1 ïëîñêî-
ñòÿìè y = h ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè. Ïîâåðõíîñòü H2 áóäåò çàäàâàòüñÿ
óðàâíåíèåì

−x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

b2
= −1.

Ýòà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì âðàùåíèÿ. Îêðóæ-
íîñòè ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè H2 ñ ïëîñêîñòÿìè x = h ïðè |h| > a. Îáîñ-
íîâàíèå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

5.5 Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Åñòü çàìå÷àòåëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ôîðìå ïàðàáî-
ëîèäîâ. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ïàðàáîëû P1 è P2. Ðàñïîëîæèì èõ â ïðîïîñòðàí-
ñòâå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðøèíû è îñè ýòèõ ïàðàáîë ñîâïàäàëè, à ïëîñêî-
ñòè, â êîòðûõ ëåæàò ïàðàáîëû, áûëè ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ïðè ýòîì âåòâè ïàðà-
áîë ìîãóò áûòü îðèåíòèðîâàíû â îäíó èëè ðàçíûå ñòîðîíû îò îáùåé âåðøèíû
(ñì. ðèñ. 5.7a�5.7b). Ïàðàáîëó P1 çàôèêñèðóåì, à ïàðàáîëó P2 áóäåì ïåðåìåùàòü
ïàðàëëåëüíî ñåáå, òàê ÷òîáû å¼ âåðøèíà ïðèíàäëåæàëà P1. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ïàðàáîëû, êîíãðóýíòíûå P2, áóäóò îáðàçîâûâàòü ýëëèïòè÷åñêèé ãèïåðáîëîèä,
à âî âòîðîì � ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä. Èíòåðåñíî, ÷òî åñëè, íàîáîðîò,
çàôèêñèðîâàòü P2, à ïåðåìåùàòü P1, òî â êàæäîì ñëó÷àå ïîëó÷èòñÿ òà æå ïî-
âåðõíîñòü.
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(a) (b)

Ðèñ. 5.7

Ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà,
êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
= z, a, b > 0. (5.17)

Èññëåäóåì ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä H ïî óðàâíåíèþ (5.17).

1◦. Íåîãðàíè÷åííîñòü. Äëÿ ëþáîãî C > 0 ñóùåñòâóþò x, y, z > C, óäî-
âëåòâîðÿþùèå (5.17). Ïîýòîìó H íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ïàðàëëåëåïèïåäå.
Òåì ñàìûì ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä � íåîãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü. Äðóãîé
ñïîñîá îáîñíîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîòîðûå ñå÷åíèÿ H ïëîñêîñòÿìè ÿâ-
ëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè ëèíèÿìè � ïàðàáîëàìè.

2◦. Ñèììåòðèÿ. Êîîðäèíàòû x, y âõîäÿò â óðàâíåíèå (5.17) â ÷¼òíûõ ñòå-
ïåíÿõ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè (x, y, z) ∈ H, òî (±x,±y, z) ∈ H ñ ëþáûì ñî÷åòàíè-
åì çíàêîâ. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü H ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé Oxz, Oyz è èõ ïåðåñå÷åíèÿ � îñè Oz. Îñü ñèììåòðèè, ò. å. îñü Oz,
íàçûâàåòñÿ îñüþ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

3◦. Âåðøèíà è îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ. Èç (5.17) ñëåäóåò, ÷òî ýëëèïòè÷å-
ñêèé ïàðàáîëîèä èìååò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó � ò.O(0, 0, 0) è ýòà ïîâåðõíîñòü
öåëèêîì ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå z ≥ 0.

4◦. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x, y, z = h. Ïëîñêîñòü z = h èìååò îáùèå òî÷êè
ñ H ïðè h ≥ 0. Ïðîåêöèÿ L∗h ñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü Oxy îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

L∗h :
x2

a2
+
y2

b2
= h. (5.18)
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Ïðè h = 0 èìååì x = y = 0, ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå H ñ ïëîñêîñòüþ z = 0
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè O(0, 0, 0). Åñëè h > 0, òî ëèíèÿ (5.18) åñòü ýëëèïñ
ñ ïîëóîñÿìè a

√
h, b
√
h. Ïðè h→ +∞ ïîëóîñè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò, íî èõ

îòíîøåíèå îñòà¼òñÿ ðàâíûì a
b
. Ïîýòîìó ýëëèïñû (5.18) èìåþò îäèí è òîò æå

ýêñöåíòðèñèòåò.

Ðèñ. 5.8. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = h è y = h ïðè ëþáîì h ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðà-
áîëû. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïàðàáîëû P1 è P2, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïåðåñå-
÷åíèè H ñ ïëîñêîñòÿìè x = 0 è y = 0 ñîîòâåòñòâåííî:

P1 :


x2

a2
+
y2

b2
= z,

x = 0,

P2 :


x2

a2
+
y2

b2
= z,

y = 0.

Òåïåðü çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, çàäàþùèõ ïàðàáîëó P , ïîëó÷àþùóþñÿ â ñå-
÷åíèè H ïëîñêîñòüþ y = h:

P :


x2

a2
+
y2

b2
= z,

y = h.

Ïàðàáîëà P åñòü ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïàðàáîëû P2. Â ýòîì íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ, åñëè çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðîåêöèé ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ ëèíèé íà ïëîñêîñòü Oxz:

P ∗2 : z =
x2

a2
, P ∗ : z =

x2

a2
+
h2

b2
.
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Âåðøèíà ïàðàáîëû P íàõîäèòñÿ â òî÷êå M
(

0, h, h
2

b2

)
. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî

ò.M ∈ P1. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî ìû îòìå÷àëè â íà÷àëå ïóíêòà. Èçîáðàæåíèå
ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5.8.

5◦. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ. Ïóñòü â ïëîñêîñòè Oxy çà-
äàíà ïàðàáîëà y2 = 2px, p > 0. Ðàññìîòðèì òð¼õìåðíóþ ïîâåðõíîñòü H, îá-
ðàçîâàííóþ âðàùåíèåì ýòîé ïàðàáîëû âîêðóã îñè Ox. Åñëè íàïðàâèòü îñü Oz
îðòîãîíàëüíî îñÿì Ox è Oy, òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ïîâåðõíîñòü H áóäåò
çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì

y2 + z2 = 2px.

Ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé êîîðäèíàò è êîýôôèöèåíòîâ ýòî óðàâíåíèå èìååò
âèä (5.17). Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì âðàùå-
íèÿ. Ñå÷åíèÿ H ïëîñêîñòÿìè x = h ïðè h > 0 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè.
Îñüþ ïàðàáîëîèäà ÿâëÿåòñÿ îñü Ox. Ðàññìîòðèì òî÷êó F

(
p
2
, 0, 0

)
. Åñëè â ò.F

ïîìåñòèòü èñòî÷íèê ñâåòà, òî ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè êàæäûé ëó÷
ñâåòà ïðîéä¼ò ïàðàëëåëüíî îñè Ox. Ýòî âàæíîå ñâîéñòâî ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðà-
áîëîèäà âðàùåíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå.

5.6 Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Ïðåäñòàâëåíèå î ôîðìå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà äà¼òñÿ â íà÷àëå ïðåäû-
äóùåãî ïóíêòà.

Ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà,
êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä

x2

a2
− y2

b2
= z, a, b > 0. (5.19)

Èññëåäóåì ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä H ïî åãî êàíîíè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ. Ïåðâûå ñâîéñòâà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ýëëèïòè÷åñêîãî ïà-
ðàáîëîèäà.

1◦. Íåîãðàíè÷åííîñòü. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä � íåîãðàíè÷åííàÿ
ïîâåðõíîñòü. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå åãî ïëîñêèå ñå÷åíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ íåîãðàíè÷åííûìè ëèíèÿìè � ãèïåðáîëàìè.

2◦. Ñèììåòðèÿ. Ïîâåðõíîñòü H ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé Oxz, Oyz è èõ ïåðåñå÷åíèÿ � îñè Oz. Îñü ñèììåòðèè, ò. å. îñü Oz,
íàçûâàåòñÿ îñüþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

3◦. Âåðøèíà. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä èìååò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó
O(0, 0, 0).
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4◦. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x, y, z = h. Ïëîñêîñòü z = h èìååò îáùèå òî÷êè
ñ H ïðè ëþáîì h. Ïðîåêöèÿ L∗h ñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü Oxy îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèåì

L∗h :
x2

a2
− y2

b2
= h. (5.20)

Äèíàìèêà ëèíèé L∗h ïðè èçìåíåíèè h âåñüìà èíòåðåñíà. Áóäåì ìåíÿòü h îò ïî-
ëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ê îòðèöàòåëüíûì.

Ïðè h > 0 ïðàâàÿ ÷àñòü (5.20) ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó L∗h ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ãèïåðáîëó, âåòâè êîòîðîé îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñè Ox, à àñèìïòîòàìè
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå

y = ± b
a
x. (5.21)

Ïðè h→ +0 ïîëóîñè ýòèõ ãèïåðáîë ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
Åñëè h = 0, òî óðàâíåíèå (5.20) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(x

a
− y

b

)(x
a

+
y

b

)
= 0.

Â äàííîì ñëó÷àå L∗h ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïðÿìûõ (5.21). Èòàê, íà ãèïåðáî-
ëè÷åñêîì ïàðàáîëîèäå öåëèêîì ðàñïîëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ïðÿìûå.

Íàêîíåö, åñëè h < 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (5.20) îòðèöàòåëüíà. Çíà÷èò, L∗h ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëó, âåòâè êîòîðîé îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñè Oy. Îäíàêî
àñèìïòîòû ãèïåðáîëû îñòàþòñÿ òåìè æå � ýòî ïðÿìûå (5.21). Ïðè h → −∞
ïîëóîñè ãèïåðáîë íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò. Íåêîòîðûå ñëó÷àè ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 5.9.

h=0h=0

h=-1

h=-1 h=1h=1

x

y

-a a

-b

b

Ðèñ. 5.9. Ëèíèè L∗h äëÿ ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿìè z = h
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Ðèñ. 5.10. Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = h è y = h ïðè ëþáîì h ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðà-
áîëû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P1 è P2 ïàðàáîëû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè
H ñ ïëîñêîñòÿìè x = 0 è y = 0 ñîîòâåòñòâåííî:

P1 :


x2

a2
− y2

b2
= z,

x = 0,

P2 :


x2

a2
− y2

b2
= z,

y = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïàðàáîëó P , ïîëó÷àþùóþñÿ â ñå÷åíèè H ïëîñêîñòüþ y = h:

P :


x2

a2
− y2

b2
= z,

y = h.

Ïàðàáîëà P ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïàðàáîëû
P2. Äîñòàòî÷íî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðîåêöèé ýòèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ëèíèé íà
ïëîñêîñòü Oxz:

P ∗2 : z =
x2

a2
, P ∗ : z =

x2

a2
− h2

b2
.

Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíà ïàðàáîëû P íàõîäèòñÿ â òî÷êå N
(

0, h,−h2

b2

)
. Çíà÷èò,

ýòà âåðøèíà ëåæèò íà ïàðàáîëå P1. Ýòî ñâîéñòâî ìû îòìå÷àëè â ï. 5.4. Ãèïåð-
áîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 5.10.

5◦. Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî íà ãèïåðáîëè-
÷åñêîì ïàðàáîëîèäå öåëèêîì ðàñïîëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ïðÿìûå. Îêàçûâàåòñÿ,
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÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ýòîé ïîâåðõíîñòè ïðîõîäÿò äâå ïðÿìîëèíåéíûå îáðà-
çóþùèå. Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå H â âèäå(x

a
− y

b

)(x
a

+
y

b

)
= 1 · z. (5.22)

Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

Γαβ :


α
(x
a
− y

b

)
= β · 1,

β
(x
a

+
y

b

)
= α · z,

(5.23)

Γ′αβ :


α
(x
a
− y

b

)
= β · z,

β
(x
a

+
y

b

)
= α · 1.

(5.24)

Åñëè α2 + β2 6= 0, òî Γαβ è Γ′αβ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìûå, ëåæàùèå íà H.
Â ñïðàâåäëèâîñòè âêëþ÷åíèé Γαβ, Γ′αβ ⊂ H ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ
ñàìîñòîÿòåëüíî. Â îïðåäåëåíèè Γαβ íàäî âçÿòü α 6= 0 (èíà÷å β = 0), à â îïðå-
äåëåíèè Γ′αβ � β 6= 0 (èíà÷å α = 0).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ Γαβ è Γ′αβ íå ïåðåñåêàþòñÿ. ×å-
ðåç êàæäóþ òî÷êó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ
èç ïåðâîãî ñåìåéñòâà è ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ èç âòîðîãî. Ïîêàæåì, íàïðèìåð,
êàê äëÿ äàííîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè íàéòè α è β, äëÿ êîòîðûõ Γαβ ⊂ H. Ïóñòü
(x0, y0, z0) ∈ H. Âûáåðåì α è β òàê, ÷òîáû ïðè x = x0, y = y0, z = z0 âûïîë-
íÿëîñü ïåðâîå ðàâåíñòâî â (5.23). Òîãäà áóäåò âûïîëíåíî è âòîðîå ðàâåíñòâî �
èíà÷å ñ ýòèìè x, y, z íàðóøèòñÿ ðàâåíñòâî â (5.22).

6◦. Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä è ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

Ïðèâåä¼ì îäíó èíòåðåñíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé ïîÿâëÿþòñÿ ýòè çàìå÷àòåëüíûå
ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíû äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå L1, L2

è ÷èñëî k > 0. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

d(M ;L1)

d(M ;L2)
= k,

ÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå k 6= 1 îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì, à â ñëó÷àå k = 1 �
ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì.

5.7 Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà

Êîíóñîì âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå
êîòîðîé èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0, a, b, c > 0. (5.25)
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Íàçâàíèå êîíóñ ïðîèñõîäèò îò äð.-ãðå÷. êîíîñ, ÷òî îçíà÷àåò ñîñíîâàÿ øèøêà.
Èññëåäóåì êîíóñ H ïî åãî êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (5.25).

1◦. Íåîãðàíè÷åííîñòü. Äëÿ ëþáîãî C > 0 ñóùåñòâóþò x, y, z > C, óäîâëå-
òâîðÿþùèå (5.25). Ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ � íåîãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü. Ýòî
ñâîéñòâî ñëåäóåò è èç òîãî, ÷òî íà êîíóñå öåëèêîì ðàñïîëàãàþòñÿ íåêîòîðûå
íåîãðàíè÷åííûå ëèíèè (íàïðèìåð, ãèïåðáîëû è ïðÿìûå, ÷òî îáîñíîâûâàåòñÿ
íèæå).

2◦. Ñèììåòðèÿ. Êîîðäèíàòû x, y, z âõîäÿò â óðàâíåíèå (5.25) â ÷¼òíûõ
ñòåïåíÿõ. Ïîýòîìó êîíóñ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé,
êîîðäèíàòíûõ îñåé è íà÷àëà êîîðäèíàò. Áîëåå òîãî, H � öåíòðàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü.

3◦. Âåðøèíû. Ó êîíóñà åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà, ñîâïàäàþùàÿ ñ íà÷àëîì
êîîðäèíàò.

4◦. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x, y, z = h. Ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþò êîíóñ ïðè
ëþáîì h. Ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ z = h íà ïëîñêîñòü Oxy îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
=
h2

c2
. (5.26)

Åñëè h = 0, òî x = y = 0. Ïîýòîìó ïëîñêîñòü z = 0 èìååò ñ H îäíó îáùóþ òî÷êó,
à èìåííî ò.O(0, 0, 0). Åñëè h 6= 0, òî (5.26) åñòü ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a

c
|h|, b

c
|h|.

Ïðè |h| → ∞ ïîëóîñè ýëëèïñîâ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò.
Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè y = h. Ïóñòü L∗h åñòü ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ

íà ïëîñêîñòü Oxz:

L∗h :
z2

c2
− x2

a2
=
h2

b2
. (5.27)

Ïðè h 6= 0 L∗h ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëó, âåòâè êîòîðîé îðèåíòèðîâàíû
âäîëü îñè Oz, à àñèìïòîòàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå

z = ± c
a
x. (5.28)

Åñëè |h| → ∞, òî ïîëóîñè ýòèõ ãèïåðáîë íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò. Ïðè h = 0
ìíîæåñòâî L∗h ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïðÿìûõ (5.28). Â ÷àñòíîñòè, ìû âèäèì,
÷òî íà êîíóñå öåëèêîì ðàñïîëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ïðÿìûå.

Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = h âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

5◦. Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå. Ãëàâíîå ñâîéñòâî êîíóñà ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì. Äëÿ ëþáîé òî÷êè M êîíóñà, îòëè÷íîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò, âñÿ ïðÿ-
ìàÿ OM ëåæèò íà êîíóñå (ñì. ðèñ. 5.11).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ò.M(x0, y0, z0) ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé OM
èìåþò âèä x = x0t, y = y0t, z = z0t. Åñëè ò.M ∈ H, òî

x20
a2

+
y20
b2
− z20
c2

= 0.
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Ðèñ. 5.11. Êîíóñ

Òîãäà è äëÿ ëþáîãî t ∈ R

(tx0)
2

a2
+

(ty0)
2

b2
− (tz0)

2

c2
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà ïðÿìîé OM ïðèíàäëåæèò H.
Òàêèì îáðàçîì, êîíóñ îáðàçîâàí ïðÿìûìè, ñîåäèíÿþùèìè åãî òî÷êè ñ íà÷à-

ëîì êîîðäèíàò. Äîñòàòî÷íî çàôèêñèðîâàòü h 6= 0 è ðàññìîòðåòü òî÷êè ýëëèïñà,
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ z = h. Åñëè ïðîâåñòè ïðÿìûå, ñî-
åäèíÿþùèå êàæäóþ òàêóþ òî÷êó ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî îáúåäèíåíèå ýòèõ
ïðÿìûõ è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äàííûé êîíóñ.

5.8 Öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà

Öèëèíäðàìè âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòè, êàíîíè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä:

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a ≥ b > 0 � ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð, (5.29)

x2

a2
− y2

b2
= 1, a, b > 0 � ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð, (5.30)

y2 = 2px, p > 0 � ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð. (5.31)
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Íàçâàíèå öèëèíäð ïðîèñõîäèò îò äð.-ãðå÷. âàëèê, êàòîê.
Èññëåäóåì öèëèíäðû ïî èõ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì (5.25).

Ðèñ. 5.12. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

1◦. Íåîãðàíè÷åííîñòü. Óðàâíåíèÿ (5.29)�(5.31) íå ñîäåðæàò z, çíà÷èò,
êàæäûé öèëèíäð ñîäåðæèò òî÷êè ñ ëþáûìè êîîðäèíàòàìè z. Ïîýòîìó êàæäûé
öèëèíäð � ïîâåðõíîñòü íåîãðàíè÷åííàÿ.

2◦. Ñèììåòðèÿ. Óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèëèíäðîâ
ñîäåðæàò ÷¼òíûå ñòåïåíè x, y. Ïîýòîìó ýòè ïîâåðõíîñòè ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, êîîðäèíàòíûõ îñåé è íà÷àëà êîîðäèíàò. Áî-
ëåå òîãî, îíè ñèììåòðè÷íû è îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êèM(0, 0, z0) îñè Oz. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè ïåðåíåñòè íà÷àëî êîîðäèíàò â ýòó òî÷êó, ïîëîæèâ z′ := z− z0,
òî óðàâíåíèÿ (5.29)�(5.30) íå èçìåíÿòñÿ. Ïî ïðåäûäóùåìó ðàññóæäåíèþ ýòî äà-
¼ò ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî íîâîãî íà÷àëà êîîðäèíàò � ò.M(0, 0, z0). Ðîâíî òàê
æå ïîëó÷àåòñÿ è ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = z0 ïðè ëþáîì z0.

Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð (5.31) îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

(x, y, z) ∈ H ⇐⇒ (x,±y,±z) ∈ H.

Ýòî äà¼ò ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé Oxy, Oxz è îñè Ox. Êàê è âû-
øå, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî Oxy, ò. å. ïëîñêîñòè z = 0, ïðèâîäèò ê ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïëîñêîñòè z = z0.

3◦. Âåðøèíû. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð èìååò ÷åòûðå âåðøèíû (±a, 0, 0),
(0,±b, 0). Ó ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà èõ äâå � (±a, 0, 0). À âîò ïàðàáîëè÷å-
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ñêèé öèëèíäð èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî âåðøèí, òàê êàê îí ñîäåðæèò öåëèêîì
âñþ îñü Oz. Åãî âåðøèíîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà (0, 0, z0).

Ðèñ. 5.13. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð

Ðèñ. 5.14. Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð
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4◦. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x, y, z = h. Äëÿ êàæäîãî öèëèíäðà ïðîåêöèè
ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿìè z = h íà ïëîñêîñòü Oxy íå ìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè h.
Óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðîåêöèé â êîîðäèíàòàõ x, y èìåþò òîò æå âèä (5.29)�(5.31).
Çíà÷èò, êàæäûé èç öèëèíäðîâ ïîëó÷àåòñÿ ïàðàëåëëüíûì ïåðåìåùåíèåì ñå÷å-
íèÿ ïëîñêîñòüþ z = 0 âäîëü îñè Oz. Ýòî äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå è î ôîðìå öè-
ëèíäðîâ, è î òåõ ñâîéñòâàõ, êîòîðûå ìû îòìåòèëè âûøå. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè
x = h è y = h ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Öèëèíäðû
âòîðîãî ïîðÿäêà èçîáðàæåíû íà ðèñ. 5.12�5.14.
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